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Introduction

La théorie quantique des champs sur espace-temps courbe décrit des
champs quantiques relativistes qui propagent sur une variété lorentzienne
issue des lois classiques de la Relativité Générale. En supposant que l'in-
fluence du champs quantique sur I’espace-temps est négligeable, on obtient
les fondements d’une théorie que 'on croit étre une approximation a basse
énergie d’une théorie hypothétique de gravité pleinement quantifiée. Bien
que les degrés de liberté géométriques ne soient pas quantifiés, la théorie
prédit des effets quantiques inattendus, tels que 'effet Unruh [149] et 1'effet
Hawking [79], qui ont largement étonné la communauté scientifique dans les
années 1970.

La théorie s’appuie sur les principes de localité et de causalité, et a petite
échelle elle doit nécessairement étre cohérente avec la théorie des champs sur
I’espace-temps plat de Minkowski, sur laquelle est basée notre connaissance
de la physique des particules. Néanmoins, des aspects globaux entrent en
jeu et leur interaction avec les conditions locales sont a l'origine d’effets
quantiques induits par la géométrie.

Il a fallu de longs travaux pour comprendre comment déméler les proble-
mes issus de la configuration particuliere du systeme quantique des aspects
universels liés a la géométrie locale. Une étape essentielle a été d’incorporer
le principe de causalité (qui est une condition sur le commutateur de champs
quantiques) dans un formalisme o il devient une conséquence de la vitesse
de propagation finie pour I’équation du champ classique (équation d’onde,
de Klein-Gordon, Dirac, etc.). Au niveau de l'analyse de ces équations aux
dérivées partielles, I'ingrédient clé sont le propagateur retardé et le propaga-
teur avancé, qui sont des objets étroitement liés au probleme de Cauchy.

Cela fixe une structure de relations de commutation (ou d’anti-commuta-
tion) canoniques, qui peut se codifier en termes d’une =-algebre. L’ambigiiité
dans le choix de champs quantiques linéaires obéissants ces relations de com-
mutation se ramene alors a un choix d’état. Ce choix a des implications
physiques considérables : il donne un sens précis a la notion de particules et
aux anti-particules, et il fournit une théorie libre sur laquelle on peut baser
une théorie perturbative d’interaction (non linéaire). Sur ’espace de Min-
kowski, I’état de vide, défini comme I’état maximalement symétrique, donne
un choix canonique et donc une interprétation non ambigiie de ce que sont
les particules et les anti-particules. En absence de symmétries, par contre, il
n’y a pas forcément d’état canonique, ce qui semble remettre en cause 1’in-
terprétation méme de la théorie. L’idée qui a émergé entre autres des travaux
de Ashtekar [2], Kay [107] et Sewell [146], est qu’il faut plutoét considérer une
classe d’états avec des propriétés physiques différentes, mais qui ressemblent
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tous a I'état de vide a courtes distances. Cela a amené a formuler ce qu’on
appelle la condition de Hadamard, qui précise le comportement a courtes
distances demandé des fonctions a deux points qui définissent 'état [112].

Les implications de la condition de Hadamard ont été étudiées en détail
depuis cela, aboutissant aujourd’hui a une bonne compréhension des aspects
locaux de la théorie des champs sur espace-temps courbe. En particulier,
un résultat clé di a Radzikowski a permis de reformuler la condition de
Hadamard comme une condition microlocale sur le front d’onde de noyaux de
Schwartz de bi-solutions [133], et de faire le lien avec la théorie des opérateurs
intégraux de Fourier de Duistermaat et Hormander [48]. L’analyse basée sur
le front d’onde a rendu possible la construction rigoureuse de la théorie
perturbative des champs en interaction dans les années 2000, établie dans
les travaux de Brunetti et Fredenhagen [25] et Hollands et Wald [84, 85].

Le point de départ des travaux présentés dans ce mémoire est 1’obser-
vation que les outils d’analyse microlocale comme le front d’onde et les
intégrales oscillantes ne suffisent pas pour étudier les questions ou les as-
pects globaux sont importants. Le probléme principal est qu’afin de pouvoir
définir un produit scalaire hilbertien, les fonctions & deux points doivent
vérifier une condition de positivité : la difficulté & assurer ce type de pro-
priété globale exactement (plutét que modulo des termes régularisants) pour
des opérateurs de Fourier intégraux a déja été constatée par Duistermaat et
Hormander [48] et est liée & la géométrie & Dinfini spatial. A cela s’ajoutent
les problemes spécifiques au cadre considéré. Par exemple, la construction
d’états de Hadamard distingués par des propriétés asymptotiques demande
de contréler la régularité C'® des solutions & partir d’informations & I'infini
temporel. D’autres difficultés sont présentes dans le cas d’un bord a l'infini
spatial, d’ou des singularités des solutions peuvent se propager.

Les travaux présentés développent des outils d’analyse microlocale et
globale dans le but de surmonter ces difficultés. Les résultats comprennent
I'existence et la propriété de Hadamard des états de vide asymptotiques dans
des situations géométriques différentes. Un autre travail donne une formu-
lation rigoureuse de la théorie des champs sur espaces asymptotiquement
anti de Sitter dans le cas scalaire et sans interaction. Finalement, différents
résultats discutés ici fournissent une preuve de phénomenes de type «local-
to-global> : la propriété de Reeh-Schlieder sur des espaces-temps analytiques,
ainsi qu’un isomorphisme entre les observables dans un espace asymptotique-
ment anti de Sitter et une théorie sur son bord conforme, ce qui s’interprete
comme un résultat rigoureux d’holographie.

Tous ces ingrédients pourront étre utilisés dans le futur pour s’attaquer
a des problemes ouverts en théorie des champs sur espaces-temps de type
trou noir en rotation, et possiblement donner une formulation rigoureuse
de théorie perturbative d’interaction sur des espace-temps comme anti de
Sitter.

Bien que le contexte physique considéré ici soit toujours celui de la
théorie des champs sur espace-temps courbe, les situations géométriques par-
ticulieres et la nature différente des problemes mentionnés motivent 1'usage
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de techniques diverses. En particulier, les résultats font usage des outils
suivants :

— les variétés a géométrie bornée et le calcul pseudo-différentiel uniforme

dans ce cadre ([Wr5], [Wr6]),

— la théorie de la diffusion en relation avec des phénomenes a haute fré-
quence ([Wr6], [Wr7], [Wrl2]),

— les estimées de propagation pres de points radiauz ([Wrl0], [Wrll]),

— la géométrie de compactifications d’espace-temps ([Wr10], [Wrl1], [Wr3]),
ainsi que le probléme de Cauchy caractéristique ([Wr3]),

— le b-calculus de Melrose ([Wrl10], [Wr8], [Wrl14]),

— les problémes elliptiques sur variétés a bord et le projecteur de Calderon

([Wr9], [Wr13)]),

— le front d’onde analytique et sa caractérisation en termes de valeurs au
bord de fonctions holomorphes ([Wr9], [Wr13]),

— les théoremes de continuation unique a travers une surface, comme le
théoréme d’Holmgren ([Wrl4]),

— les aspects C*-algébriques de la théorie des champs ([Wrl14]).

Un théme commun qui relie les outils ici les plus essentiels est le mariage de
techniques microlocales a I’analyse asymptotique, ainsi que le développement
d’approches globales a des probléemes non elliptiques. Cela s’inscrit dans le
cadre d’un programme plus large qui a déja eu des succes considérables en
Relativité Générale [153, 80] et en systemes dynamiques [53, 54, 52], et a
aussi récemment été appliqué a I’étude des ondes internes dans un milieu
fluide stratifié [30, 55]. L’implémentation de ces méthodes en théorie des
champs ouvre maintenant une nouvelle perspective et permettra de profiter
plus pleinement des interactions avec toutes ces thématiques tres variées en
physique mathématique.
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[Wr3] C. GERARD, M. WROCHNA, Construction of Hadamard states by
characteristic Cauchy problem, Analysis & PDE, 9 (1), (2016),
arXiv:1409.6691;

[Wr2] C. GERARD, M. WROCHNA, Hadamard states for the linearized Yang-
Mills equation on curved spacetimes, Communications in Mathema-
tical Physics, 337 (1), (2015), arXiv:1403.7153;

[Wr1] C. GERARD, M. WROCHNA, Construction of Hadamard states by
pseudo—differential calculus, Communications in Mathematical Phy-
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Les résultats présentés ont été obtenus dans la période d’aotit 2013 a
septembre 2018, apres ma these de doctorat. Une exception est l’article
[Wrl], né en parallele de ma these, mais qui n’en fait pas partie. Les articles
issus de ma these ou antécédents sont omis dans ce mémoire (& savoir :
[163], sur des problemes d’énergie conservée non positive en théorie des
champs avec potentiel éléctro-magnétique externe, [9] avec D. Bahns, sur la
renormalisation par extension de distributions, et [39] avec J. Derezinski, sur
les opérateurs de Schrodinger exactement solubles). Il en est de méme pour
Particle [40] avec J. Derezinski, qui traite des sujets tres différents (analyse
fonctionnelle abstraite dans les espaces de Banach) des themes abordés ici.

Le mémoire est organisé de facon suivante :

Contenu du Chapitre 1

Construction pseudo-différentielle d’états de Hadamard (travaux
[Wrl] et [Wr5], en collaboration avec C. Gérard / O. Oulghazi)

La construction de champs quantiques linéaires repose sur ’existence
de distributions en deux variables spatio-temporelles qui vérifient 1’équation
de Klein-Gordon, les fonctions a deuz points. La difficulté en espace-temps
courbe c’est qu’il est essentiel d’assurer en méme temps une condition glo-
bale de positivité ainsi qu’une condition microlocale sur le front d’onde, la
condition de Hadamard.

Dans [Wrl] et [Wr5] nous montrons une construction explicite basée
sur une paramétrix pour 1’équation de Klein-Gordon qui distingue entre
fréquences positives et négatives. L’outil essentiel est le calcul pseudo-diffé-
rentiel.

Ce chapitre contient aussi une breve introduction a la théorie des champs
sur espace-temps courbe; il contient les rappels et définitions importantes
pour la suite.

Contenu du Chapitre 2

Théories de jauge sur espace-temps courbes (travaux [Wr2] et
[Wr4], en collaboration avec C. Gérard / J. Zahn)

Les théories de jauge en espace-temps courbe présentent des difficultés
absentes dans le cas plat. Le probleme est lié au fait que les équations ne
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sont pas hyperboliques, et que les procédures de réduction a une équation
d’onde vectorielle nécessitent d’imposer des symétries difficiles & controler
avec des méthodes purement microlocales.

Dans [Wr2], nous donnons néanmoins une construction d’état de Hada-
mard pour les équations de Maxwell et les équations de Yang-Mills linéarisés
autour d’une solution non triviale. Le travail [Wr4] traite rigoureusement
un procédé de réduction plus général, la méthode BRST, et fournit les
ingrédients nécessaires a la quantification sur espace-temps courbe dans ce
formalisme.

Contenu du Chapitre 3

Etats de vide asymptotiques (travaux [Wr3], [Wr6], [Wr10], [Wr11],
incluant collaborations avec C. Gérard / A. Vasy)

Les articles [Wr3], [Wr6] et [Wr10] établissent 'existence, la pureté et la
propriéte de Hadamard des états de vide asymptotiques dans des situations
géométriques différentes. Cela inclut le cas des espaces asymptotiquement
Minkowski, asymptotiquement statiques et asymptotiquement de Sitter. Le
travail [Wrll1] étudie ce dernier cas en plus de détails sur 'exemple de l'es-
pace de Sitter exact, et démontre que la construction donne I’état de Bunch-
Davies et son prolongement a travers le bord conforme.

Contenu du Chapitre 4

Propagateurs de Feynman globauz (travaux [Wr7], [Wrl12] et [Wr10],
en collaboration avec C. Gérard / A. Vasy)

Dans les travaux [Wr7] et [Wrl2] nous considérons des espace-temps
de type asymptotiquement Minkowski. Nous démontrons que 'opérateur de
Klein-Gordon est inversible comme opérateur entre deux espaces de Hilbert
choisis de facon a ce que I'inverse ait un front d’onde de type Feynman. Cela
fournit une construction rigoureuse de propagateur de Feynman global dans
le cas massif. Le travail [Wrl0] contient aussi un résultat de régularité de
fonctions propres dans le cas sans masse.

Contenu du Chapitre 5

Projecteurs de Calderén et rotation de Wick (travaux [Wr9] et
[Wr13], incluant collaboration avec C. Gérard)

L’article [Wr9] démontre 'existence et donne une construction générale
d’états de Hadamard analytiques. La démonstration fait usage d’une réduc-
tion & un probleme elliptique par rotation de Wick (sans hypotheses de
staticité), et est basée sur la notion de projecteur de Calderén. Cela permet
ensuite de démontrer que la fonction de Green du probleme elliptique se
prolonge analytiquement jusqu’a donner comme valeur au bord la fonction
& deux points du probléme hyperbolique [Wr13].
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Contenu du Chapitre 6

Anti de Sitter et holographie (travaux [Wr8| et [Wrl4], incluant
collaboration avec W. Dybalski)

Le travail [Wr8] fournit les ingrédients nécessaires a la quantification
sur espaces asymptotiquement anti de Sitter. Cela inclut en particulier la
démonstration d’'un théoreme de type Duistermaat—-Hormander sur les pa-
ramétrices distinguées par leur front d’onde. Le cadre permet de démontrer
un résultat rigoureux d’holographie [Wrl4], basé sur des théorémes clas-
siques de continuation unique a travers une hypersurface de type temps.



Chapitre 1

Construction pseudodifférentielle d’états de
Hadamard

1. Champs scalaires sur espace-temps courbes

1.1. Espaces-temps globalement hyperboliques. Introduisons en
premier temps quelques définitions élémentaires.

Soit (M, g) une variété Lorentzienne de dimension n > 2. Rappelons
que cela signifie que M est une variété lisse (que nous considérons tou-
jours Hausdorff, paracompacte et connexe) et que g est une métrique lo-
rentzienne lisse sur M, c’est-a-dire une application lisse z — g(z) dans les
formes symmétriques de signature (—, +,...,+) (& noter que dans d’autres
chapitres nous utiliserons la convention (+,—,...,—), chacune ayant des
avantages particuliers).

Un vecteur v € T, M est de type temps si v - g(z)v < 0, de type lumiére
ou nul si v-g(x)v = 0, et de type espace si v - g(x)v > 0. Ces définitions
se transportent naturellement aux champs de vecteurs et aux courbes (en
considérant leurs vecteurs tangents).

Définition 1.1. On dit que (M, g) est orientable temporellement sl existe
un champ de vecteurs continu de type temps sur M.

Nous supposons a partir de maintenant que (M, g) est un espace-temps,
c’est-a~dire (M, g) est orientable temporellement et muni d’'un champs de
vecteurs comme ci-dessus.

Définition 1.2. Une hypersurface lisse X de M est appelée surface de Cau-
chy si chaque courbe de type temps mazrimalement étendue intersecte Y en
exactement un point. Un espace-temps (M, g) est appellé globalement hy-
perbolique s’il existe une surface de Cauchy.

L’existence d’une surface de Cauchy implique une forme particuliere de
la métrique.

Théoréme 1.3 ([17, 18, 69]). Un espace-temps est globalement hyperbolique
si et seulement s’il est isométrique ¢ R x X muni d’une métrique de forme
—9dt? + hy, avec ¥ > 0 une fonction lisse, hy une famille lisse de métriques
riemanniennes sur 3, et {t} x ¥ une surface de Cauchy pour chaque t € R.

Une courbe v est dite causale si le vecteur tangent le long de ~ est
de type temps ou lumiere. L’orientation temporelle donne une notion de
courbes causales dirigées vers le futur ou vers le passé.

Rappelons que le futur causal J+(x) d'un point x € M (resp. le passé
causal J_(x)) est par définition I'ensemble de tous les points 2’ € M que
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l’on peut joindre par une courbe causale dirigée vers le futur (resp. vers le
passé). Pour des sous-ensembles U ¢ M on pose aussi

Jo(U) = | Je(2).
zeU
Un fait bien connu dit que (M, g) est globalement hyperbolique si et seule-
ment si pour tous ensembles compacts K, K' ¢ M, I'intersection J_(K) N
J+(K') est compacte (voir e.g. [11]).

1.2. Equation de Klein-Gordon et analyse microlocale. Nous
considérons un potentiel lisse V' : M — R. L’opérateur de Klein-Gordon
est 'opérateur différentiel

P=-,+V(x).

Si (M, g) est globalement hyperbolique, alors un fait bien connu (qui remonte
a Leray [117]) est que le probléme de Cauchy pour P est bien posé.

Plus précisément, soit {3;}er un feuilletage de M par des surfaces de
Cauchy et soit

o(t) : C*(M) 3 ur> (uls,,i 'dpuly,) € C*(5;C?)

l'opérateur attribuant les données de Cauchy sur ;. Alors, pour s € R fixé,
il existe une solution unique w au probleme de Cauchy

Pu =0,
- {g<s>u ny

pour f € C{(X;C?) donné (et de plus, o(t)u € CF(X;C?) pour chaque
teR).

Un fait étroitement lié (et essentiellement équivalent dans ce contexte)
est 'existence et I'unicité de propagateurs retardés/avancés de Pu = 0, c’est-
a~dire d’opérateurs G4 : CX(M) — C*(M) qui sont des inverses de P au
sens que

PoGy =Gy oP=1sur CP(M),

et qui en plus vérifient supp Giu < Ji(suppu). Un role fondamental en
théorie des champs est joué par le propagateur causal (ou propagateur de
Pauli-Jordan)

G:=G; —G_.
L’opérateur différentiel P est formellement autoadjoint par rapport au pro-
duit

(1.2) (wlw)ar ::/ Twdvoly, v,w e CP(M),
M

et on peut montrer que ’adjoint formel de G est égal G* = —@G. Ce fait per-
met de munir I'espace de solutions de Pu d’une forme symplectique (ou une
forme hermitienne, puisqu’on préfere de travailler dans un cadre complexe
plutot que réel) par intermédiaire du résultat suivant, di essentiellement a
Lichnerowicz [118] et Dimock [41]. On note Sol(P) 'espaces de solutions
lisses de Pu = 0 compactes en espace, ¢’est-a-dire vérifiant suppu < J(K)
pour un K compact.
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Théoréme 1.4. Le propagateur causal G := G4 — G_ induit une bijection

C& (M)
Gl ==~ Sol(P).
De plus, i(:|[G]-)a est une forme hermitienne non dégénérée sur l’espace
quotient ci-dessus.

1.3. Champs quantiques linéaires. Nous appellerons espace de phase
une paire (V,q) formée d’un espace vectoriel V et d’une forme hermitienne
q sur V. (Nous utiliserons la notation V2 3 (v, w) + ¥ - quw pour Iévaluation
de ¢ sur des éléments de V).

Etant donné un espace de phase (V, q) on peut définir son CCR #-algebre
CCR(V, q) (voir e.g. [36, Sect. 8.3.1]). Celle-ci est définie comme la *-algebre
générée par I'unité 1 et tous les éléments de forme (v) et p*(v) avec v e V,
ouV 3 v — (v) est une application anti-linéaire et V 3 v — 9*(v) une
application linéaire qui vérifient les relations de commutation canoniques :
(1.3)

[V(), ()] = [0* (), 0* (@)] = 0, [$(0),¢* ()] = 7 - qul, v,we V.
Pour passer de la a une représentation dans un espace de Hilbert concrét, et

donc avoir des opérateurs @Z(v), v € V, vérifiant les relations de commutation
canoniques, il faut d’abord choisir un état. Rappelons la définition :

Définition 1.5. Un état sur une x-algébre 2 (a unité que l'on note 1) est
une fonctionnelle linéaire w : A — C vérifiant w(1l) = 1 et w(a*a) = 0 pour
tous a € . Les états purs sur A sont les points extrémauzr de l’ensemble
convexe des états sur 2.

Etant donné un état w, la construction GNS fournit ce qu’on appelle
le triple GNS (Hy, 7w, Qw), formé d'un espace de Hilbert H,, un vecteur
Q, € H,,, et une représentation m, : Y +— @Z qui associe des opérateurs sur
H,, et vérifie

w(a) = (Qw|ﬂ—w(a)gw)7—/.w
pour tous a € A, en termes du produit scalaire de H,,.

Les covariances compleres AT d'un état w sur CCR(V, ¢) sont les deux
formes hermitiennes :

(1.4) 7- A w:=w(@)™(w), 7-A w:=w@ (W), v,wel.

Observons que nécessairement AT > 0 par définition d’un état et AT —A~ =
q par (1.3). Inversement, si A* est une forme hermitienne sur V qui vérifie

(1.5) AT —A" =q, AT =0,

alors il existe un état w sur CCR(V, q) tel que (1.4) est vrai (voir e.g. [36,
Sect. 17.1]). Cet état est unique dans la classe des états quasi-libres qu’'on
obtient de cette maniere. Les états quasi-libres forment une vaste classe, dont
typiquement seulement une partie posseéde une interprétation physique.

Expliquons maintenant comment ce cadre s’applique au cas de champs
scalaires linéaires sur un espace-temps globalement hyperbolique (M, g).
L’espace de phase (V, q) rélévant pour la quantification est alors

CoM)

(1.6) V= [v] - q[w] := i(v|Gw) .

- PC®(M)’
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Remarquons que du au fait que V est un quotient, I’application C°(M;R) 3
v — ¢ ([v]) possede les méme propriétés formelles qu’une distribution sur M
(a valeurs dans CCR(V, q)) qui résout 1’équation de Klein-Gordon. De méme,
la famille d’opérateurs v — t)([v]) obtenue par construction GNS & partir
d’un état est formellement une distribution a valeurs dans les opérateurs
non bornés qui résout I’équation de Klein-Gordon. Cela explique pourquoi
on parle de champs quantiques linéaires, dont 1’étude et la construction
sont le sujet principal de ce mémoire. La propriété physique fondamentale
provenant des relations de commutation et du support du noyau de Schwartz
de G est que si suppv et supp w sont causalement disjoints, c¢’est-a-dire

J(suppv) nsuppw = I,

(ce qui est équivalent & suppv n J(suppw) = ) alors «les opérateurs de
champs étalés avec v et w commutent» :

[ ([v]), & ([w])] = 0.

Nous avions déja vu que pour construire des champs il suffit de sélectionner
un état en trouvant une paire de formes hermitiennes At vérifiant (1.5).
Dans le cas de I'espace de phase (1.6) il est plus pratique de travailler avec
des opérateurs continus et de faire la définition suivante :

Définition 1.6. On appelle une paire d’applications continues
AF : CP(M) — C°(M)
une paire de fonctions a deux points pour P si elles vérifient
i) A% =0 pour (:| )y sur CX(M),
(1.7) i) AT — AT =iG,
iii) PA* = A*P =0.

Si A% sont une paire de fonctions & deux points, on obtient automati-
quement une paire de covariances complexes (notées aussi A) en posant

- Ao = (uATv)y, u,ve CP(M).

Dans ce texte nous nous concentrerons sur la construction et 1’étude des
propriétés de fonctions & deux points. Bien que les propriétés i)-iii) soient
faciles a vérifier, le probleme devient nettement plus compliqué lorsqu’on
impose en plus la condition de Hadamard que nous expliquons dans la suite.

1.4. Front d’onde. Rappelons d’abord quelques notions élémentaires
en analyse microlocale (voir e.g. [96, 97] pour plus de détails). Le front d’onde
d’une distribution u € D'(R™) décrit ses singularités, c’est-a-dire indique les
points z ol elle n’est pas lisse ainsi que les directions responsables ¢ dans la
transformée de Fourier localisée en x :

Définition 1.7. Soit Q2 c R™ un ouvert. Un point (x0,&) € 2 x (R™\{0})
n’appartient pas au front d’onde WF(u) de u € D'(Q) s’il existe ¢ € CL(Q)
avec p(xg) # 0 et un cone ouvert t.q. & € Vy, et pour tous N € Ny,

Pu(E)] < Cn(E) N, €eTy,.
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Le front d’onde se transforme par changement de coordonnées de fagon
qui permet de généraliser sa définition aux distributions sur une variété M,
en tant que sous-ensemble WF(u) < T*M\o du fibré cotangent privé de sa
section zéro.

En pratique il est souvent utile de se servir d’une définition équivalente
qui utilise le calcul pseudo-différentiel W(M) sur la variété M. Rappelons
qu’on a une notion de symbole principal op(A) de A € W™ (M), et que A
est elliptique en (xo, &) € T*M\o si

opr(A) (0, &) # 0.

Proposition 1.8. Soit u € D'(M). Alors (xg,&) € T*M\o n’est pas dans
WF (u) si et seulement s’il existe A € WO(M), elliptique en (xg,&) et x €
CEP(M) tel que x(xo) # 0 et xAxu e CL(M).

Pour x € M, notons par V,+ < T, M les cones futur/passé et par V;5y <
T¥M les cones duaux

Vi ={{eTyM: £-v>0, Vve Voy, v #0}.

Pour X = (x,&) € T*M\o, soit p(X) = & - g~!(z)¢ le symbole principal de
lopérateur de Klein-Gordon P et

N =p~L({0}) n T*M\o

la variété caractéristique de P. On note H), le champ de vecteurs hamil-
tonien de p. Les courbes intégrales de H,, dans N sont appelées les bica-
ractéristiques. Le théoreme de propagation de singularités de Hormander
dit que pour toute distribution u € D'(M), ensemble WF (u)\WF(Pu) est
un sous-ensemble de N invariant sous le flot de H,.

Remarquons que la variété caractéristique N a deux composantes conne-
Xes :

N=NTUN", NE=NAfeeVr)

Nous allons étudier surtout des front d’ondes de noyaux de Schwartz
d’opérateurs. Si M;, i = 1,2, sont deux variétés, on identifie T*(M; x M)
et T*M; x T*Ms. Si K : CP(Mz) — D'(My) est continu, en notant de la
méme fagon K € D'(M; x Ms) son noyau de Schwartz, on pose :

WF(K) = {(X1,X2) € (T*M; x T*Maz)\o: (X1,X3) € WF(K)},

ou (z,€) = (z,—&). Cette notation est tres naturelle : par exemple si My =
My = M, alors WF(1)' est simplement la diagonale dans (T*M x T*M)\o.

1.5. Etats de Hadamard. Les états quasi-libres sont considérés étre
physiquement raisonables s’ils vérifient la condition suivante.

Définition 1.9. Une paire de fonctions a deur points A* : CP(M) —
C®(M) vérifie la condition de Hadamard si

(Had) WF(AT) c Nt x NE.

L’¢tat associé est alors dit un état de Hadamard.
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Cette forme de la condition de Hadamard a été proposée par [140, 81]. La
premiere formulation en termes de front d’onde est due & Radzikowski [133],
qui a démontré I’équivalence avec les définitions plus anciennes (datant des
années 70 du XX¢ siecle), formalisées par Kay et Wald dans [112].

Expliquons quelques conséquences de la condition de Hadamard :

— La conséquence directe la plus importante est le théoréme de Radzikowsks
[133] qui implique I'unicité de fonctions & deux points A* de Hadamard
modulo des termes a noyau de Schwartz lisse. On en déduit que les
singularités sur la diagonale du noyau de Schwartz A*(z,z’) sont des
quantités locales et géométriques, qu’on peut enlever par un procédé de
renormalisation. Cela permet de définir les produits de Wick, par exemple
) (x)*(x):, qui remplacent les produits de distributions mal définis, par
exemple ¥(z)y*(z) (& cause du fait que w(¢(z)Y*(z)) = At (z,z) est
mal défini).

— Les puissances de Wick donnent sens au terme non linéaire dans la
théorie perturbative en interaction. Ensuite, la construction de champs
d’interaction demande de multiplier des distributions a chaque terme
du développement, ce qui en espace-temps courbe est fait en utilisant
la condition de Hadamard. Ces produits peuvent étre renormalisés aux
points ol les arguments basés sur le front d’onde ne suffisent pas. Cela
permet de construire la théorie sur n’importe quel espace-temps globa-
lement hyperbolique [25, 84, 85] et de formaliser des idées comme le
groupe de renormalisation [86] dans ce contexte.

— Le condition de Hadamard permet aussi de définir le tenseur d’énergie-
impulsion quantique renormalisé associé 4 AT [86]. Si elle n’est donc pas
vérifiée, cela s’interprete comme un champ quantique dont I’influence
sur la métrique de I’espace-temps serait non seulement non négligeable,
mais infinie, et donc bien au-dela de la validité de la théorie quantique
des champs.

— La condition sur le front d’onde est utilisée pour démontrer les inégalités
d’énergie quantiques qui donnent une borne inférieure sur des quantités
liées au tenseur d’énergie-impulsion [57].

— Par un argument de Kay, Radzikowski et Wald, le tenseur d’énergie-
impulsion d’un état de Hadamard explose sur chaque horizon de Cauchy
généré dans une région compacte de 'espace-temps. Cela élimine des
situations avec des courbes fermées de type temps et s’interprete donc
comme un mécanisme de protection de chronologie [111].

— La condition de Hadamard est tres délicate quand on tente de prolonger
un état a travers I'horizon d’un trou noir, dans une région considérée
physique. Si on cherche des états particulierement symétriques qui se
prolongent dans ce sens, les résultats de Kay et Wald [112] disent que
c’est forcément un état thermique a la température de Hawking.

— Un argument de Fredenhagen et Haag montre que les états de Hadamard
sur un espace-temps de type trou noir ressemblent a un état thermique
loin de I’horizon [61]. Cela fournit une explication rigoureuse possible de
leffet Hawking, a condition d’avoir un état de Hadamard qui provient
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de l'effondrement d’une étoile. La démonstration de I’existence d’un tel
état exactement thermal a l'infini, dans des situations physiquement
réalistes comme un trou noir en rotation, demande de faire le lien avec
des arguments basés sur la théorie de la diffusion (voir les travaux de
Bachelot [4], Hafner [76] et Drouot [47] pour une approche par théorie
de diffusion qui n’utilise pas la condition de Hadamard).

L’existence des états de Hadamard est un fait connu depuis les années
1970 grace a un argument de déformation de Fulling, Narcowich et Wald
[64].

Théoréme 1.10 ([64]). Sur chaque espace-temps globalement hyperbolique
(M, g) il existe des états de Hadamard.

L’argument de [64] est cependant tres indirect, ce qui le rend difficilement
applicable en pratique.

Un argument constructif a été fourni par Junker [103, 104, 105] et Jun-
ker et Schrohe [106] dans le cas spécial d’une surface de Cauchy compacte,
utilisant le calcul pseudo-différentiel sur ¥. Le bien-fondé d’une construc-
tion similaire dans le cas non compact a longtemps été considéré comme un
probleme difficile. Le travail [Wrl] en collaboration avec Gérard donne une
telle construction sous ’hypothese que ¥ est difféomorphe & R¢. Finalement,
le travail [Wr5] en collaboration avec Gérard et Oulghazi étend ce résultat
a un cadre géométrique bien plus général, qui contient comme cas particu-
lier des espaces-temps de type trou noir comme Kerr et Kerr-de Sitter. Ce
résultat est expliqué en plus de détails dans la suite.

2. Travaux [Wrl] et [Wr5] : Construction d’états de Hadamard

2.1. Hypotheéses géométriques. Les aspects globaux du probleme
(en particulier la condition de positivité A%) motivent des hypotheses de
géométrie bornée. En gros, il s’agit d’avoir des cartes {t;}zens telles que
le tiré en arriere (¢;1)*g est borné inférieurement et supérieurement avec
toutes ses dérivées, et équivalent a la métrique plate (avec toutes ses dérivées),
uniformément en x € M.

La formulation précise de nos hypotheses demande d’abord d’introduire
quelques définitions géométriques.

Notons By(y,r) = R? la boule ouverte de centre y et de rayon r. Pour
U < R? ouvert, on note BT%(U) 'espace de Fréchet des (p, g)-tenseurs sur U
bornés avec toutes les dérivées. Le cas spécial p = ¢ = 0 sera noté simplement

b (U), comme il s’agit de fonctions lisses bornées avec toutes les dérivées.

Définition 1.11. Une variété riemannienne (X, h) est a géométrie bornée
si et seulement si pour chaque X € X il existe un voisinage ouvert de X, noté
Uy, et un diffeomorphisme

Yy : Uy = Bq(0,1) ¢ RY
avec P« (x) = 0, et tel que si hy := (Y 1)*h alors :

(1) la famille {hy}xex, est bornée dans BT9(B4(0,1),0),
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(2) il existe ¢ > 0 tel que :

1o < he <ed, xeX.

On appelera une famille {Ux}xes, resp. {tx}xex, comme ci-dessus une fa-
mille de bons voisinages, resp. de bons difféomorphismes.

Il est montré dans [Wrb] (voir aussi [132]) que cette définition est équi-
valente a la définition standard de courbure bornée et de rayon d’injectivité
uniformément positif pour application exponentielle (voir [27, 138]).

Un résultat bien connu ([147, Lemme 1.2]) dit qu’on peut toujours trou-
ver un recouvrement ¥ = | J,. Ui par de bons voisinages U; = Uy, (x; € )
qui est uniformément fini, c’est-a-dire il existe N € N tel que (),c; Ui = &
si 1 > N. On pose alors 1; = 1)y, et on appelle la suite {U;, ¥;}ien un bon
recouvrement par cartes de X.

Définition 1.12. Soit (3,h) a géométrie bornée. On note BTH (%, h) les-
pace de Fréchet des (q,p)-tenseurs lisses X sur X tels que si Xx = (¢¥x)* X,
alors la famille { Xx}zes: est bornée dans l'espace BTH(B4(0, 5),0).

On note par C°(R; BTy (X, h)) Uespace des applications lisses R € t —
X (t) telles que 0P X (t) est uniformément borné dans BTy (X, h) pour tous
n e N.

Définition 1.13. Soit (X, h) une variété riemannienne de dimension d et
X : X — X un difféomorphisme. On dit que x est un difféomorphisme borné
de (X,h) si pour une famille de bons difféomorphismes {Ux, {x}xex, les ap-
plications

Xx = wx(x) °X© w;lv X;l = wxfl(x) © Xil © wx : Bd(07 1) - Bd(07 1)
sont bornées dans C{°(B4(0, 1)) uniformément en x € X.

Considérons maintenant le cadre d’une variété lorentzienne (M, g). Pour
pouvoir utiliser la notion de géométrie bornée il faut se servir d’une métrique
riemannienne § de référence.

Définition 1.14 ([132]). Une variété lorentzienne (M, g) est a géométrie
bornée s’il existe une métrique riemannienne g sur M telle que :

(1) (M,g) est a géométrie bornée ;

(2) g€ BT3(M,§) et g~ € BT3(M, §).
Définition 1.15. Nous disons que % est une surface de Cauchy a géométrie
bornée si :

(1) Uinjection i : X — M est a géométrie bornée pour g,

(2) en notant n le vecteur normal a ¥ dirigé vers le futur, on a :

supn(y) - §(y)n(y) < .
yeX

L’intérét provient du théoreme suivant.

Théoréme 1.16 ([Wr5]). Soit (M, g) une variété lorentzienne a géométrie
bornée avec une surface de Cauchy a géométrie bornée . Alors :
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(1) il existe un & > 0 tel que le flot géodésique normal a 3,
] =9,0[xX > M
(s,y) = expj(sn(y))

est bien défini et est un difféomorphisme sur son image ;

X :

(2) x*g = —ds® + hg, ou {hs}se1—s,6] est une famille lisse de métriques
riemanniennes sur > avec

i) (3, ho) a géométrie bornée,
ii) s+ hs€ CP(] —6,0[, BIY(Z, ho)),
jii) 5> b\ e C2(1 = 6,8, BTZ (S, ho)).

Nous voyons en particulier qu’on a des bornes dans un voisinage de X
de largeur uniforme 29, ce qui est pratique pour considérer des équations
d’évolution. Cependant, dans beaucoup d’exemples intéressants ceci n’est
pas réaliste. En revanche, il est tres souvent possible de se réduire a une
telle situation en appliquant une transformation conforme & la métrique.
Cela veut dire qu’il est mieux d’appliquer la Définition 1.15 a une métrique
non physique g obtenue en multipliant g par une fonction lisse strictement
positive .

Cela motive 'hypothese suivante, qui est I’hypothese géométrique prin-
cipale dans [Wr5] :

Hypothése 1.17. Supposons qu’il existe un voisinage U d’une surface de
Cauchy ¥ dans (M, g), tel que :

(1) (U, g) est conformément inséré dans une variété lorentzienne a géo-
métrie bornée (M, §) et le facteur conforme & est tel que Vilne
est un (1,0)-tenseur borné, et de plus ¥ est une surface de Cauchy
a géométrie bornée dans (M, g) ;

(2) &V est un (0,0)-tenseur borné.

En particulier, les calculs dans [Wr5] montrent que cette hypothese est
vérifiée dans les exemples suivants :

Exemple 1.18 (Espace-temps cosmologiques). Si (X,h) est a géométrie
bornée, ae C*(R;R) et M = R; x ¥, est munie de la métrique

g = —dt? + 2> (t)hij (y)dy'dy’,

alors ’hypothese est vérifiée avec ¥ = {t =0}, ¢ =1, U =1 x X, I un
intervalle et V = m?, m € R.

Exemple 1.19 (Région extérieur de trou noir). L’hypothese est vérifiée
dans la région extérieure de l'espace-temps de Kerr et de Kerr-de Sitter
(en rotation lente). Comme surface de Cauchy ¥ il est possible de prendre
{t = 0} dans les coordonnées de Boyer-Lindquist (voir e.g. [131]).

Exemple 1.20 (L’extension de Kerr-Kruskal). L’hypothése est aussi vérifiée
dans I’espace-temps obtenu comme extension maximale globalement hyper-
bolique de la région extérieure de Kerr, avec une surface de Cauchy qui étend
I’hypersurface de ’exemple précédent
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2.2. Résultat principal. I'Hypotheése 1.17 et le Théoreme 1.16 per-
mettent de se réduire a une EDP sur I x ¥, qui modulo des conjugaisons
par opérateurs de multiplication peut s’écrire sous forme

(2.8) 026 + 1(t,x) 0 + a(t, x,05)¢p = 0.

Ici, r(t, x) est une fonction lisse a valeurs dans R, et a(t, x, 0x) est un opérateur
différentiel elliptique de second ordre.

Soit U(t,s) lopérateur d’évolution de Cauchy pour (2.8), c’est-a-dire
Popérateur qui associe o(s)¢ — o(t)¢. La stratégie consiste a construire ce
que nous appelons une décomposition microlocale de U, i.e. une décomposition

(2.9) Ut,s) =U"(t,s) +U (t,3),
ou Ut vérifie les propriétés suivantes :

(1) UX(t, ¥ \U=(t',s) = U=(t,s) pour tous t,t',s € I; et UL(t,t) =:

c*(t) sont des projections,

(2) U=(t, s) propage le front d’onde dans N'*,

(3) les noyaux de U*(t, s) sont symplectiquement orthogonaux pour la
forme symplectique canonique préservée par 1’évolution.

Nous appelons un état régulier si les données de Cauchy de ses fonctions
a deux points sont des opérateurs pseudo-différentiels dans le sens du calcul
global que nous utilisons. Nous utilisons la notation A*(#, s) pour le noyau
de Schwartz (& valeurs dans les opérateurs C°(X) — D'(X)) de A+ dans la
premiere variable de I x Y. Le résultat principal est le théoreme suivant :

Théoréme 1.21 ([Wr5]). Soit (M, g) un espace-temps vérifiant I’Hypothése
1.17 et considérons ’équation de Klein-Gordon (2.8). Soit tg € I. Il existe
un état de Hadamard régulier dont les fonctions a deux points sont données
par

(2.10) A*(t,s) = FroU™(t, s)7t,

ot Ty, T sont les projections sur les composantes respectives des données de
Cauchy et {U*(t,3)}1ser est une décomposition microlocale telle que

ew = (N S Y

pour une paire b= (tg) d’opérateurs pseudodifférentiels elliptiques de premier
ordre. De plus, les fonctions a deux points de chaque état de Hadamard
régulier pur sont de cette forme.

I1 est ensuite facile d’étendre cette construction a ’espace-temps (M, g)
entier et a ’équation de Klein-Gordon Pu = 0, en implémentant le lien avec
I’équation réduite (2.8), en résolvant le probleme de Cauchy et en utilisant
le théoreme de propagation de singularités de Hérmander pour controler le
front d’onde.

De plus, a partir d’un état régulier il est possible d’en obtenir beaucoup
d’autres en appliquant aux données de Cauchy des transformations de Bo-
goliubov préservant la propriété de Hadamard [Wrl]. Cela donne donc une
classe nombreuse d’états de Hadamard réguliers.
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2.3. Construction de paramétrix pour I’évolution. Nous obte-
nons la décomposition microlocale de I’évolution en posant

U*(t, s) = U(t,to) U™ (to, to)U (to, 5)

ot UE(tg,to) est défini par la formule (2.11), avec b*(t) construit pour
t € I comme solution approchée (i.e., une solution modulo des termes
régularisants) de I’équation opératorielle suivante :
(2.12) (6 + 165 (@) +7(1) o (8 —ibT(t)) = 87 + r(t)d; + a(t).
L’idée d’utiliser une telle factorisation approchée est due a Junker [103, 104,
105].

Expliquons le role de I’équation opératorielle (2.12) dans notre situation.
La premiere étape est d’observer que I'équation (62 + r(t)d; + a(t))p(t) = 0
est équivalente a

@13 Town = HOUO. o H#O=( 0 b )

en posant

(2'14) Y(t) = (1—1%52(25)) :

Remarquons que U (s, t) est donc I’évolution générée par H(t). Si nous avons
une paire d’opérateurs dépendants du temps b¥(¢) qui vérifient (2.12) mo-
dulo des termes régularisants nous pouvons alors diagonaliser (2.13) en po-
sant

B 5 _ib-
30 (3750 oo
Cela donne effectivement

O +1ib—(t) + (1) 0 )
( 0 O + ib+(t) + 7(t) ) P(t) =0

modulo des termes régularisants. Un calcul direct donne alors que QZJ(t) =

S7H(t)p(t), avec
S7L(t) = i( :Z+g§ i ) , S(t) =it ( b*l(t) —b_*l(t) ) (bt ()b~ ()" .

On voit donc que @(t) résout un systeme diagonal modulo des termes régu-
larisants. On peut démontrer que
U(t7 8) = S(t)UB(tv 8)5(8)717

ou Ug(t, s) est I’évolution générée par un hamiltonien B(t), qui modulo des
erreurs régularisantes est égal a

B(t) = ( —b=(t) +ir(t) 0 ) '

0 —bT(t) + ir(t)
Dans notre situation il est possible de construire une paire de solutions
approchées de (2.13) telles que b~ = —(b™)* et bT est un opérateur pseudo-

différentiel elliptique de degré 1. Nous avons donc diagonalisé 1’évolution en
termes d’'une composante qui microlocalement se comporte comme (i~ 10; +

b*(t)), et I'autre qui se comporte comme (i~ 1d; + b (¢)). Ces deux compo-
santes propagent le front d’onde dans les deux nappes différentes N'E, ce qui
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permet de construire la décomposition microlocale et de vérifier la condition
d’Hadamard.

Remarquons que l'inversibilité de S(t) entraine des contraintes globales
sur b%(t). Cela motive 1'usage d'un calcul pseudo-différentiel global qui
généralise le calcul pseudo-différentiel uniforme de Hormander. Nous uti-
lisons dans ce but le calcul pseudo-différentiel sur les variétés a géométrie
bornée de Kordyukov [115] et Shubin [147]. Notons par ¥} (X) les opérateurs
d’ordre m dans cette classe, et par W~ *(X) les opérateurs régularisants dans
les espaces de Sobolev associés a W}, (¥). La différence clé entre ce calcul et le
calcul pseudo-différentiel U™ (X)) qui existe sur n’importe quelle variété lisse
est qu’en définissant les classes de symboles par réduction au cas d’ouverts
de R?, on tire en arriere avec les bons difféomorphismes 1y et on demande
de l'uniformité en x. Pour quantifier on utilise aussi un bon recouvrement
par cartes.

La construction de b® est résumée par le théoréme suivant. Remarquons
que ’équation opératorielle est équivalente a ’équation de Riccati

10,06 — b2 + a + irb*T = 0.

Théoréme 1.22 ([Wr5)). Il existe be CP(I; U} ,(X)), unique modulo
CP(I;W~*R(Y)), tel que :

i) b=e+ CP(I; T, (X)),

) (0H+b%) = (202 (1 +711)(260) 2, roy € GO ULL(E)),
i) (b+b*)"t = ce !, pour un ce CP(I;R), ¢ >0,

) 10T — b2 +a +irbt =1 € CP(I;W™"(Y)),
pour bt :=b, b~ = —b*.

L’étape principale de la démonstration est de substituer pour b une ex-
pansion poly-homogéne et de résoudre par récurrence les équations de trans-
port qui en suivent. Apres resommation, on modifie la définition de b en
découpant les basses fréquences afin d’assurer les propriétés d’inversibilité.

Un ingrédient important est une généralisation du théoreme de Seeley
[144] sur les puissances d’opérateurs pseudo-différentiels elliptiques (originel-
lement formulé pour des variétés compactes) dans le cadre de la géométrie
bornée et de familles dépendantes du temps. Nous le montrons par réduction
a un cadre général proposé par Ammann, Lauter, Nistor et Vasy [1].

L’autre ingrédient clé généralise le théoréme d’Egorov, qui permet de
suivre le symbole principal d’opérateurs pseudofférentiels transportés avec
I’évolution généree par des familles comme b(¢). Il sert aussi & montrer que
les termes d’erreur (régularisants en espace) transportés avec I’évolution sont
régularisants au sens qu’ils appartiennent a C{°(I; W~*(X)).



Chapitre 2

Théories de jauge sur espace-temps courbes

1. Travail [Wr2] : Etats de Hadamard en théorie de Yang-Mills

1.1. Introduction. Dans une théorie de jauge linéarisée, la différence
principale avec le cadre du Chapitre 1 c’est que 'opérateur de Klein-Gordon
est remplacé par un opérateur différentiel P qui n’est pas hyperbolique. Cela
engendre des difficultés déja au tout début de la construction de champs :
par exemple, il n’est pas clair quel objet remplace les propagateurs retardés
et avancés. Il est donc essentiel de faire recours a une méthode de réduction
a un probleme hyperbolique.

Typiquement, la situation peut s’exprimer de maniere suivante. Suppo-
SONS (ue nous avons :

(1) deux fibrés vectoriels Vj, V4 sur un espace-temps globalement hy-
perbolique (M, g), chacun muni d’une structure hermitienne,

(2) un opérateur différentiel formellement autoadjoint P € Diff (M; V1),
qui décrit les équations de mouvement,

(3) un opérateur non nul K € Diff(M; Vp, V1) tel que PK = 0, ce qui
s'interprete comme invariance sous les transformations de jauge
u—u+ Kf.

Une méthode efficace consiste a vérifier d’abord si Dy := P + KK™* est
hyperbolique. Si c¢’est le cas, on peut utiliser tout le formalisme déja introduit
pour D1, et ensuite pour définir le sous-espace physique on identifie les
solutions de P avec les solutions de D; qui vérifient la contrainte K*u = 0.
On appellera cette contrainte la condition subsidiaire.

L’exemple canonique est la théorie de Maxwell. Dans ce cas, K est la
différentielle d agissant sur les 0-formes sur M, et P = d*d, ou d agit ici
sur les 1-formes. L’opérateur Dy = d*d + dd* est I'opérateur d’onde sur les
1-formes. La contrainte K*f = 0 correspond alors a la jauge de Lorenz.

Plutét que d’essayer de donner un sens aux quantités directements liées a
P, la stratégie est de travailler avec D et de considérer ensuite la restriction
a ’espace physique. Pour pouvoir quantifier il faut appliquer cette stratégie
aux fonctions a deux points. On a donc besoin d’une paire d’opérateurs
continus

AT i To(M; V1) » T(M; W),

agissant sur les sections lisses a support compact de V; dans les sections
lisses, qui vérifient

(1.15) DiAT =AfD; =0, A} —A] =iGy,

26
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ou (1 est le propagateur causal de D (différence du propagateur retardé et
avancé). De plus, on demande les conditions suivantes :

(Had) WF(AT) c N& x NE,
(gi) (A7)* = AT et AT :Ran K — Ran K,
(pos) A =0 sur Ker K*.

La condition (Had) est exactement la méme condition de Hadamard que
pour les champs de Klein-Gordon, excepté qu’il faut préciser la définition
du front d’onde WF(A%) pour les distributions sur un fibré vectoriel : cela
se fait en prenant 'union des fronts d’ondes de toutes les composantes dans
une trivialisation arbitraire. La condition d’invariance de jauge (g.i.) est
nécessaire pour que Ali définisse une fonction & deux points sur ’espace
physique. Remarquons aussi que la condition de positivité (pos) est im-
posée seulement sur le sous-espace physique Ker K*. En effet, il ne serait
pas réaliste d’essayer de trouver des paires d’opérateurs vérifiant toutes ces
conditions, avec en plus A;L = 0 partout. La raison c’est que dans tous les
exemples connus de théories de jauge, 'opérateur D; est formellement au-
toadjoint pour le produit sur M induit par une structure hermitienne non
positive. Le seul espoir est donc de vérifier la condition plus faible (pos), qui
néanmoins suffit pour construire les champs quantiques physiques.

En pratique, le probleme est rendu difficile par le fait qu’on doit vérifier
les conditions (g.i.) et (pos) exactement, tandis que les outils d’analyse mi-
crolocale naturelles pour étudier (Had) rajoutent des termes régularisant.
Cela se superpose avec les difficultés engendrées par la nature de l’espace
physique Ker K*, dont la description analytique est liée au probléeme infra-
rouge.

1.2. Equations de Yang-Mills. Introduisons maintenant les notions
utiles pour la théorie de Yang-Mills linéarisée autour d’une solution classique
A fixée (la solution de fond).

Soit g une algebre de Lie compacte, et notons par la méme lettre g
sa complexification. La complexification de la forme de Killing définit une
forme sesquilinéaire positive que I'on notera K.

Nous considérons le fibré trivial

‘/0:2ng7

muni de la structure hermitienne induite par £, et V; le fibré de 1-formes
correspondant :

Vi:=T*M x g.
On munit V; de la structure hermitienne donnée par le produit tensoriel de
la structure hermitienne canonique sur T*M avec K. Ce fibré est trivial si
M est parallélisable.

Notons EP(M ) espace des p-formes lisses sur M, et EP(M) = ®, EP(M).
Les espaces de sections I'(M; V), i = 0,1, peuvent étre identifiés avec res-
pectivement E0(M) ® g et £(M) ® g. Le produit extérieur sur EP(M) ® g
est donné par

(a®a) A (BRD) == (a A B)®[a,b] a,beg, a,BeEPM),
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Le produit intérieur est défini par
(a®a)s(B@b) i=(aap)@[b.a], abeg, a,feEP(M).
On définit aussi
AL E9(M)®g3B— BLAecEP(M)®g.

Alors,

(BA-)*=BJ-, BefP(M)®g.

Soit d : EP(M) — EPTL(M) la différentielle usuelle et soit A € E1(M)®g.

La notation A est utilisée ici pour contraster avec les variables dynamiques
A, et ne doit pas étre confondue avec la conjugaison complexe. La dérivée
covariante d : EP(M) ® g — EPTY(M) ® g par rapport & A est définie par

df :==df + A~ f, feEP(M)Qg.
Contrairement a son nom, ce n’est pas en général une différentielle dans le
sens que dd soit identiquement nul, on a plutot
(1.16) dd=F n -,
ou F:=dA+AnAc EX(M) ® g est la courbure de A. La co-différentielle
covariante § : EPTL(M) @ g — EP(M) ® g est par définition 1’adjoint formel
d" de d. Elle vérifie :
d(AAB)=(dA) A B+ (-1)?A A (dB), Aef’(M)®g, BeEI(M)®g.

Cela peut s’écrire comme une identité opératorielle, et en prenant son adjoint
on obtient

(1.17) AL3B = (dA) s B+(—1)P6(ALB), Aec EP(M)®g, B € £(M)Rq.

Une conséquence de la définition F = dA est lidentité de Bianchi
(1.18) dF = 0.
L’ équation de Yang-Mills non linéaire pour A s’écrit :
(1.19) 0dA (= 6F) = 0.
Ce systeme peut se linéariser de facon suivante. On fixe une section A €
EY(M) ® g & valeurs réelles et on suppose qu’elle est on-shell, c’est-a-dire

qu'elle vérifie I'équation de Yang-Mills (1.19). L’opérateur de Yang-Mills
linearisé autour de A est alors

(1.20) P:=4d + FL e Diff?(M; V),
ot d, 6 et F sont donnés par la solution de fond A. Par I’équation de Yang-
Mills linéarisée on entend 1’équation
(1.21) PA=0.
Les transformations de jauges sont décrites par I'opérateur différentiel
K :=d e Diff!(M; Vy, ).

FEn effet, un calcul direct donne PK = 0. On trouve aussi que D1 = P+ KK*
s’écrit comme L

Dy =dé +6d + FL e Diff>(M; ;)
et est un opérateur hyperbolique.
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1.3. Hypotheses sur le fond. Nous faisons les hypotheses suivante
sur la connection de fond A et l'espace-temps (M, g).

Hypothése 2.1. L’espace-temps (M, g) est globalement hyperbolique, avec
surface de Cauchy ¥ difféomorphe soit & R% avec d = 3, soit d une variété
compacte parallélisable.

Hypothese 2.2. Si ¥ = RY, on suppose que hj(x)dx‘dx? est une métrique
lisse riemannienne sur X telle que :

¢ M < [hiy(x)] <1, ¢>0, [0%hj(x)] < Cy, Yae Nt xeR%

Hypothese 2.3. Si ¥ = R?, on suppose que A est une solution (globale)
lisse de l’équation de Yang-Mills non linéaire (1.19) sur Ry x X telle que

i) A est dans la jauge temporelle, i.e. A; = 0,
ii) |0%Ax(t,x)| < C,, localement uniformément en t,
iii)  |090:Fx(0,%)| < Colx)7L, |09F4(0,x)] < Codx)™2 a e N4, x e RY,

ot les composantes Ay, Ay, Fy, Fy de A et de la courbure F = dA sont
définies par
Z::tht‘i_ZZ, F:dt/\Ft +Fz,

1.4. Résultat principal de [Wr2]. Le premier théoréme traite des
métriques statiques.

Théoréme 2.4 ([Wr2]). Supposons I’Hypothése 2.1 et si 2 = R? supposons
de plus les Hypotheses 2.2 et 2.5. Supposons que la métrique est de forme g =
—dt? + hij(x)dx'dx? sur M = Ry x X. Il existe alors des états de Hadamard

pour l’équation de Yang-Mills sur (M, g) linéarisée autour de A.

Le deuxieme théoreme traite des espaces-temps plus généraux a condi-
tion que la solution de fond A soit compacte en espace. Nous la déduisons du
Théoreme 2.4 par un argument de déformation qui généralise la méthode de
Fulling, Narcowich et Wald [64]. Cette méthode repose sur la résolvabilité
globale de I’équation de Yang-Mills non linéaire, ce qui nécessite 'hypothese
dim M < 4 pour pouvoir utiliser des résultats déja existant dans la littérature
[29].

Théoréme 2.5 ([Wr2]). Supposons les Hypothéses 2.1 et dim M < 4. Soit
A€ EL(M) ® g une solution lisse et compacte en espace de I’équation de
Yang-Mills non linéaire (1.19) sur (M, g). 1l existe alors des états de Hada-
mard pour I’équation de Yang-Mills sur (M, g) linéarisée autour de A.

Il existe dans la littérature d’autres constructions pour 1’équation de
Maxwell ou de Yang-Mills linearisée autour de la solution triviale A = 0.

Dans ce cas spécial, 'argument de déformation standard permet de se
réduire a un probleme indépendent du temps, pour lequel il est possible
d’utiliser des arguments de théorie spectrale, du moins sous des hypotheses
sur la surface de Cauchy ¥ qui rendent les problémes & basse fréquence
moins sérieux. Pour les équations de Maxwell, cette stratégie a été utilisée
par Fewster et Pfenning [58] pour ¥ compact avec premier groupe de co-
homologie nul (ce qui étend des résultats antécédents de Furlani [65]), et
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par Finster et Strohmaier [60] pour ¥ vérifiant une condition d’absence de
résonance en zéro pour l'opérateur de Laplace-Beltrami sur les 1-formes.
L’équation de Yang-Mills avec A = 0 a été considérée par Hollands dans
[82] pour ¥ compact avec premier groupe de cohomologie nul.

Une méthode différente a été étudiée par Dappiaggi et Siemssen [35]
sur des espace-temps asymptotiquement plats, ou l'usage d’arguments de
théorie spectrale est possible par intermédiaire d’un probleme de Cauchy
caractéristique (voir aussi Chapitre 3).

Le cas de fond non nul, A # 0, est bien plus difficile et nécessite une ana-
lyse dépendante du temps. Soulignons que ce cas est essentiel & comprendre
avant de pouvoir construire une théorie de gravité quantique effective (au
sens d’une théorie des champs de spin 2) linéarisée autour d’une métrique
autre que la métrique plate.

La méthode de démonstration consiste d’abord a généraliser les résultats
du Chapitre 3 a des opérateurs différentiels comme D1, et & démontrer que
les propriétés demandées de AIL peuvent étre vérifiées modulo des termes
régularisants. Ensuite, les propriétés exactes d’invariance de jauge et de
positivité sont obtenues en modifiant A;L par des projections sur 1’espace
physique au niveau des données de Cauchy.

Les difficultés techniques viennent du fait que ces projections contiennent
des termes contenant la différentielle spatiale dy, par exemple (dxds) 'ds,
dont la définition et les propriétés analytiques sont tres délicates. Les aspects
en basses fréquences sont partiellement résolus en utilisant une inégalité
de Hardy pour le Laplacien de Hodge sur les 0-formes. Ensuite, I'outil clé
dévelopé dans [Wr2] est un calcul pseudo-différentiel qui contient des tron-
catures infrarouges de taille ajustable, et qui donc permet d’obtenir des
inverses dans des situations ou le calcul usuel donne seulement des pa-
ramétrices.

2. Travail [Wr4] : Formalisme BRST en espace-temps courbe

2.1. Introduction au formalisme BRST. Dans des théories de jauge
générales, il n’est pas toujours possible de se réduire a un probleme hyper-
bolique juste en rajoutant a P un terme bien choisi.

Le formalisme BRST (nommé apres Becchi, Rouet, Stora, et Tyutin)
permet de traiter certaines de ces situations. Il consiste a introduire des
degrés de liberté auxiliares, nommés les multiplieurs de Lagrange b, les
fantomes c, et les anti-fantomes ¢. Cela signifie qu’on considere un fibré
agrandi V', typiquement obtenu en prenant la somme directe de V; et de trois
copies d'un autre fibré V5. En plus, pour pouvoir suivre les différents types
de degrés de liberté, on introduit une graduation #gh appelée le nombre
fantéme. La convention est d’attribuer le nombre fantome 0 aux degrés de
libertés physiques et aux multiplieurs de Lagrange, le nombre fantéome 1 aux
fantomes ¢, et le nombre fantome —1 aux anti-fantomes ¢.

On introduit ensuite des termes supplémentaires au lagrangien, a partir
duquel on obtient des équations de mouvement linéarisées, données par un
opérateur différentiel L € Diff (M;V) qui est hyperbolique et préserve la
graduation.
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Ensuite, dans le but de retrouver ’espace physique, on introduit l’opé-
rateur BRST -y, qui par construction est une symétrie nilpotente de L dans
le sens que

(2.22) 72 =0, ~*L=Ln,

et de plus, v diminue la graduation de un (& noter que cela differe de la
convention souvent utilisée ol par opérateur BRST on entend 'opérateur v*
qui augmente la graduation). Formellement, les degrés de liberté physiques
sont retrouvés en considérant les solutions de Lu = 0 avec nombre fantome
0 et en prenant ensuite I’espace quotient Ker-y/Ran-.

Dans le travail [Wr4] nous donnons un sens rigoureux & cette construc-
tion dans le cadre général d’espace-temps globalement hyperboliques. Nous
montrons que l’espace physique s’exprime comme la restriction d’un espace
quotient

Ker L|r,, n Kerv|r,.
Ran G v*|r,

(2.23)

aux sections de nombre fantome 0, ou G, est le propagateur causal de L. Ici,
la notation I'¢, Iy signifie les sections lisses a support compact, resp. com-
pact en espace (ou ‘space-compact’).

De plus, nous montrons que cet espace de phase est isomorphe a la
restriction au nombre fantéme 0 d’un espace quotient Kers/Ran~s ou
v est un opérateur différentiel agissant sur les données de Cauchy de L.
Cela donne les ingrédients de base nécessaires pour construire des états
de Hadamard dans le cadre du formalisme BRST. Nous donnons quelques
résultats dans cette direction en faisant d’abord le lien entre le formalisme
BRST et l'approche plus simple de condition subsidiaire dans le cas de
champs de Maxwell et de Yang-Mills et de Rarita-Schwinger.

2.2. Résultat principal de [Wr4]. L’enjeu principal est de com-
prendre comment les propriétés algébriques de I'opérateur BRST ~ imposent
une structure au niveau des solutions de L qui permet de retrouver ’espace
physique de maniere cohérente avec la cinématique. Il se trouve que 1’aspect
algébrique clé est une condition d’homologie triviale au niveau du nombre
fantome —1.

Rappelons qu'un fibré hermitien V' avec graduation ou un fibré hermitien
gradué (indexé par un ensemble fini I < Z) est une somme directe de fibrés
hermitiens V' = @,¢; V};) munie d’une graduation définie sur les fibres.

Définition 2.6. Une codifférentielle A sur un fibré vectoriel V' avec gra-
duation est un opérateur A € Diff (M; V') qui vérifie
A% =0,
AD(M; Vi) € T(M; Vi—yy), i€l
Si Fc EcI'(M;V) on écrit
EnT(M; V)
F A T(M; Vi)'

Nous formulons une hypothese qui résume le cadre algébrique qu’on obtient
typiquement dans le formalisme BRST.
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Hypothese 2.7. Supposons que nous avons :
(1) un fibré vectoriel hermitien V sur M (avec graduation #gh) ;
(2) une codifférentielle v € Diff (M; V') t.q.

_ Kerq|r, _ {0}
]

H j.(v):=
1(7) Ran+|r, -1

(8) un opérateur hyperbolique L € Diff (M ; V') (dans le sens qu’il posséde
des propagateurs retardés et avancés), t.q. L = L* et

a) 7*L=Ly
b) LF(Ma‘/[z])CF(M7‘/[—z])7 iel = {_17071}'
Nous démontrons le résultat suivant, qui donne une implémentation ri-

goureuse du formalisme BRST en espace-temps courbe pour des théories de
jauges linéarisées.

Théoréme 2.8 ([Wrd]). Supposons I’Hypotheése 2.7. L’application

Kerv*|r, Ker L|p,, n Kery|r,

G,
[G2] (Ran~*|p, + Ran L|p, n Kerv*|r,) I[0] _) Ran G.v*|r, [0]

induite sur le quotient est bien définie et bijective. De plus, le premier espace
muni de la forme hermitienne i(-|[GL]-)v est un espace de phase bien défini.

Notons par g, I'opérateur qui a chaque solution de L attribue ses données
de Cauchy, et par U, son inverse.

Théoréeme 2.9 ([Wrd]). Supposons I’Hypothése 2.7. Soit v := o,vU,. L’ap-
plication induite

loc] :

est bien définie et bijective.

Ker L|p,. n Kerv|r,. Ker~s|r.
_ ., > il
Ran G,v*|r, [0] Ran g |p. I[0]

2.3. Dégénération de la forme symplectique. 1l a été observé par
Dappiaggi, Hack et Sanders que ’espace de phase pour la théorie de Maxwell
peut étre dégénéré si la surface de Cauchy ¥ est non compacte et topologi-
quement non triviale [32]. Ce phénomene est lié a l'effet d’Aharanov-Bohm
et peut étre décrit en termes de relation entre différents types de cohomologie
sur ¥ (toutes définies avec la différentielle dy sur 3).

Pour des théories de jauge plus générales, ce résultat ne se généralise
pas de maniere évidente. Par exemple, la ‘différentielle’ dy en théorie de
Yang-Mills linéarisée n’est pas forcément nilpotente et donc ne définit pas
de cohomologie directement. Par contre, dans notre cadre, I'opérateur 5 est
bien nilpotent (et de plus, augmente la graduation), et donc on peut définir
une cohomologie en prenant le quotient

Ker g
Ran ¢ o)’

qui est formellement le dual de ’espace de phase du Théoreme 2.9. Plus
exactement, on distingue trois cohomologies, correspondant respectivement
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aux sections lisses a support compact, aux sections lisses ainsi qu’aux dis-
tributions ; nous les notons :

(2.24) Hr, (%) = Hp (%) =5 Hr, (12),
ou 7 et 7 sont les plongements canoniques.

Théoréeme 2.10 ([Wrd]). Les espaces de phase des Théorémes 2.8 et 2.9
sont non dégénérés si et seulement si l'application j o1 (voir (2.24)) est
mjective.

Nous montrons que dans la théorie de Maxwell, I'injectivité de ) est
simplement une conséquence de la dualité de Poincaré. Nous retrouvons
alors le critére de [32] et nous obtenons en particulier que si la surface de
Cauchy . est compacte ou topologiquement triviale alors I’espace de phase
est non dégénéré.

Pour des théories de jauges non abeliennes, comme la théorie de Yang-
Mills linéarisée, il est possible de trouver des exemples ot 7 o ¢ n’est pas
injectif méme si ¥ est topologiquement trivial. De maniére intuitive, un
probleme d’injectivité peut avoir lieu s’il y a une ‘charge cachée dans un
trou’, ou aussi, dans le cas de théories non abeliennes, dans une région ou
le champ de fond est non trivial.

2.4. Etats de Hadamard dans le formalisme BRST. Notons sym-
boliquement (—1)&" la matrice dont les composantes sont (—1)%, ot les in-
dices 4, j suivent la graduation de V' = @,; Vii-

Pour une paire d’opérateurs AE : T'o(M;V) — TI'.(M;V), considérons
les conditions suivantes :

i) AF:To(M;V)—T(M;V) est continue
AF = AF* pour (v sur To(M; V),
AFL =0,

AfTe(M; Vi) € T(M; Vi), i€l

17!

(2.25) iii

Ay

v

)
)
)
) A F(-1)EA =Gy,

ou dans la derniere équation, le signe ‘—’ correspond au cas bosonique (Max-
well, Yang-Mills, etc.) et le signe ‘+’ au cas fermionique (Rarita-Schwinger,

etc.). Une paire de fonctions a deux points d'un état de Hadamard doit
vérifier les conditions (2.25) ainsi que :

(g.1.) ALi : Ran7*|FC(M;V[O]) - Ranﬂrg(M;v[O]),
(pos) Af >0 sur Ker Ve (M Vi)
(Had) WF(AS)Y c NF x NF,
Pour construire des états de Hadamard, il est utile de se réduire & un cadre
plus simple, comme celui considéré dans le sous-chapitre 1.2 pour les champs

de Yang-Mills. Servons nous de ce derniere exemple pour illustrer une telle
réduction, en suivant une idée de Hollands [82].
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Soit Vp, V1 deux fibrés hermitiens sur M. Soit P € Diff(M;V}) t.q. P* =
P, et K € Diff(M;Vph, V1) non nul t.q. PK =0 et

D:=P+KK*et R:=K*K

sont hyperboliques. Dans ce cas, on montre que I’Hypothese 2.7 est vérifiée
par

P K 0 0

|EK* 0 0 0 e @3

=" o o Kk |eDEOLVIeVE)
0 0 K*K 0

e Diff(M; V; @ (Vp)®?).

v =
01 0 O
Alors, on peut chercher des fonctions & deux points AF sous forme :
A KAY 0 0 A, KA O 0
AF e ALK 0 0 O A e AL K* 0 0 0
L 0 0 0 At YD L 0 0 0 —A;
0 0 Af O 0 0 -A; O

ol Ap et Ag sont des bi-solutions pour respectivement D et R vérifiant les
conditions évidentes ainsi que

KA: = AZK,
AL =0 sur Ker K*|r,.

Ceci est possible dans le cas de Yang-Mills grace aux résultats obtenus dans
le cadre de la condition subsidiaire.

Dans [Wr4] nous donnons aussi une telle réduction pour les champs de
Rarita-Schwinger (i.e., de spin 3/2). Dans ce cas la définition de L et de ~
est beaucoup plus compliquée, mais nous démontrons que c’est néanmoins
un cas particulier de notre cadre.

Une extension naturelle de nos résultats (sans difficulté majeure) serait
de considérer le formalisme BV (Batalin-Vilkovisky) qui généralise le for-
malisme BRST et est nécessaire dans le cas de la gravité linéarisée (champs
de spin 2).



Chapitre 3

Etats de vide asymptotiques

L’exemple canonique d’un état de Hadamard est [’état de vide sur un
espace-temps stationnaire. Dans le cas le plus simple de ’espace de Min-
kowski il peut étre décrit ainsi :

Exemple 3.1. Soit Ppe. = 02 — Ax +m? et m > 0. Les fonctions & deux

points de [’état de vide A\?ac pour P sont données par :

(Air v

eJ_ri(tfs)\/fAXer2
)(t) = / v(s)ds.
R

—Ay +m?

La démonstration de la condition de Hadamard pour AL . est simple et

se fait par exemple en utilisant le fait que le noyau de Schwartz est une
solution de

(1710, £ /= Ax + m2)u(t,x) =0
dans chacune des deux variables spatio-temporelles.

Une question évidente qu’on peut se poser est la suivante : Si [’espace-
temps ressemble a l’espace de Minkowski quand t = —oo, est-ce qu’il existe
un état de vide asymptotiquement égal a l’état de vide ? Si oui, vérifie-t’il la
condition de Hadamard ? Non seulement cela semble étre la construction
généralisant I’état de vide la plus naturelle, mais aussi la question est im-
portante du fait qu'une réponse affirmative permettrait d’établir une théorie
de diffusion pour les champs quantiques sur espace-temps courbes avec une
interaction purement géométrique.

Il n’est déja pas évident ce que ‘ressembler a ’espace de Minkowski a I'in-
fini passé’ veut dire, comment donner un sens aux données asymptotiques
et comment revenir a des temps fini. Ce type de probleme a été longue-
ment étudié [159, 42, 43, 44], aussi dans le cas d’un espace-temps plat pour
I’équation de Klein-Gordon ou Dirac avec un potentiel éléctromagnétique
décroissant en temps [101, 119, 139, 145].

Cela n’indique cependant pas de solution a la difficulté principale dans
notre question, qui est de démontrer la condition de Hadamard a partir de
données asymptotiques. Dans les années 1970, faute de définition microlo-
cale, ce probleme était formulé en termes du comportement précis du noyau
de AT pres de la diagonale, ce qui est extrémement difficile & étudier direc-
tement. Les formulations en termes de front d’onde dans les années 1990 ont
apporté plus de clarté, mais la question n’est pas mieux accessible si on y
pense comme & un probléeme de contrdle de régularité C*™ sous une limite
t — —o0.

Une résolution a été trouvée par Moretti en 2008 [126, 127] dans le cas
spécial de I'équation de Klein-Gordon avec un parameétre de masse m? qui
fait que P se transforme bien sous transformations conformes de la métrique.

35
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Il n’était toutefois pas clair comment s’en servir pour développer une théorie
de diffusion, surtout qu’on ne savait pas dire si on perdait de I'information
en passant aux temps finis, par exemple au niveau de la pureté de ’état.

Les articles présentés dans ce chapitre donnent une solution a ce probleme,
toujours en supposant une structure simple de l'infini temporel. L’article
[Wr3| améliore 'approche de Moretti en la basant sur un probléme de Cau-
chy caractéristique qu’on résout dans des espaces appropriés. Les deux autres
articles abordent le cas de masse nulle et masse non nulle arbitraire avec des
techniques différentes qui réunissent la théorie de diffusion et les phénomenes
en haute fréquence.

1. Travail [Wr3] : Probléeme de Cauchy caractéristique

1.1. Intérieurs de cénes. La méthode de Moretti [126, 127] s’applique
a l'équation d’onde conforme sur un espace-temps asymptotiquement plat
(Mo, go) dit a infini passé avec i~ . Cette hypothese géométrique dit qu’il
existe une métrique go conforme & go telle que 'on peut plonger (M, go)
dans un espace-temps plus large (M, g), et le bord C = 0M, de My dans cet
espace-temps est caractéristique pour I’équation d’onde. Le terme a infini
passé avec i~ vient du fait que C ressemble a un cone avec le sommet (que
Pon note souvent i) enlevé. Dans ce cadre, il est possible de définir des
états dans My a partir de données sur le bord C en utilisant ’adjoint formel
de 'opérateur de trace. Le fait que C est caractéristique permet de controler
le front d’onde dans My a partir du front d’onde de traces sur le bord.

Cette idée a été utilisée par [126, 127] pour construire des états de vide
asymptotiques dans le cas d’espace-temps asymptotiquement plats et de
parametre de masse conforme, et a été ensuite généralisée a d’autres si-
tuations géométriques par [33, 34, 24]. D’autres résultats comprennent une
généralisation aux champs de Maxwell [35] ainsi qu’a la gravité linéarisée
[16].

Toutefois, ces arguments ne sont pas suffisants pour savoir si en considé-
rant des données asymptotiques on ne perd pas d’information. Une question
particulierement importante est la suivante : est-ce que les états de vide
asymptotiques dans My définis a partir de données sur C sont des états
purs ?

Nous donnons une réponse positive (en dimension 1 +d = n > 4)
en résolvant le probleme de Cauchy correspondant et en démontrant un
théoreme de densité pour les solutions lisses compactes en espace. Nous
donnons aussi une caractérisation d’états de Hadamard plus généraux en
termes de leurs traces sur C.

Pour plus de clarté, notre point de départ est un espace temps globale-
ment hyperbolique (M, g), a priori arbitraire, qui représente 1’espace-temps
non physique. Nous fixons ensuite un point p € M et considérons I'intérieur
du cone de lumiere futur

C = 0Jy(p)\{p}
comme l’espace-temps physique My d’intérét principal.
Nous faisons I’hypotheése suivante sur la géométrie de C.
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Hypothése 3.2. Nous supposons qu’il existe une fonction f € C*(M) telle
que :

(1) Cc f_l({o})a Vaf # 0 sur C, vaf(p) =0, vavbf(p) = _29ab(p)a
(2) le champ de vecteurs Vf est complet sur C.

Avec 'Hypothese 3.2 on peut construire des coordonnées (f,s,6) pres
de C, telles que C' < {f = 0} et

glo= —2dfds + h(s,0)d6?,

ott h(s,8)df? est une métrique riemannienne sur S¢1.

Gréce a ces coordonnées on peut identifier C avec R x S 1, et avec plus
de soin il est possible de se réduire au cas ol on la métrique canonique sur
la sphere S41 (ce que nous allons supposer pour simplicité de notation).
Un espace naturel de fonctions lisses sur C' est alors donné par H*(C) —
I'intersection des espaces de Sobolev de tout ordres.

On considere I'opérateur de Klein-Gordon P = —[Jy+V (z) sur (Mo, g1,
) avec un potentiel lisse réel V. Il n’y a pas besoin d’hypothéses supplémen-
taires sur V pour nos résultats, mais il faut garder en téte que le cas le
plus important est 1'’équation conforme P = —[], + 4(7;7__21)}2 (ot R est la
courbure scalaire), qui a la méme allure dans 1’espace-temps conformément
relié (My, go) considéré physique.

1.2. Probleéme de Cauchy caractéristique. Soit ¥ une surface de
Cauchy pour (M, g) située dans le futur de {p} et soit Xy := ¥ n Mp. On
pose aussi :

My :=1_(30) n My, Co:=(J-(X0) nC)u {p},

voir Figure 1, ou I_(K) est l'intérieur de J_(K). M est relativement com-
pact dans M avec dMq = XguCy, Xg et Cy sont compacts dans M avec bord
lisse 0% = 0Co. On note par Hg(Xo), HE(Cp) les espaces de distributions
dans H'(Xg), H'(Cy) qui s’annulent sur le bord.

FIGURE 1. L’intérieur du céne et son intersection Yy avec une surface de
Cauchy ¥ pour (M, g).

Si f e H}(Z0) ® L*(Xo) est une paire de données de Cauchy, on note
par ey, f son extension par 0 a ¥ et par u = Uy, f la restriction a M; de la
solution du probleme de Cauchy non caractérisque :

Pu=0in M
ou =eyx,f sur X,
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ot pu = (uly,i 'd,uly). Par des estimées d’énergie usuelles il est possible
de démontrer que Us, : H}(Z0) @ L*(3Z0) — H'(M;) est continue.
Notre résultat principal dans [Wr3] est le théoréme suivant :

Théoréme 3.3 ([Wr3]). L’application
T : Hy(%0) ® L*(20) — Hy(Co)
f = Uso ey

est un homéomorphisme. De plus, si dim M = 4 alors T(C§°(X0) ®C°(X0))
est dense dans |DS|7%L2(C).

La premiere partie du Théoreme 3.3 est équivalente a I'existence et 1'uni-
cité de solutions dans M; du probleme de Cauchy caractéristique :

Pu =0, dans My,
UfCo: Y, PE H&(CD)

La démonstration se fait par réduction a un cas déja considéré par Horman-
der dans [95], quand I'hypersurface caractéristique est le graphe d’une func-
tion lipschitzienne définie sur un domaine compact.

En plus du travail [95] il existe une littérature considérable sur le probleme
de Cauchy caractéristique pour 1’équation de Klein-Gordon, par exemple
[12, 26, 46, 130]. Mentionnons aussi des travaux pour I’équation de Dirac
[129, 77, 102]. La premiere partie du Théoréeme 3.3 peut étre en effet conclue
d’un résultat de Bér et Wafo [12, Thm. 23], paru treés briévement avant notre
travail. La deuxieme partie (la densité) est cependant bien plus délicate. Il
est questionnable qu’elle serait vraie pour |Dg| *L?(C) avec a < % au lieu
de a = %, et il n’est & ce jour pas clair s’il est possible de prendre d < 3.

1.3. Condition de Hadamard en termes de données caractéristi-
ques. La construction d’états de Hadamard a partir de données caractéristi-
ques nécessite moins d’informations analytiques que ne donne le Théoreme
3.3. Par contre, il est essentiel de pouvoir controler la relation A" — A~ =
iG pour les fonctions & deux points (o G est comme dans les chapitres
précédents le propagateur causal pour P) ainsi que le front d’onde de A+,

L’ingrédient clé est le fait que pour un (s, 8) € C*(My) bien choisi,
lopérateur de trace

ocg = (B 'P)lc, ¢ e CL(Mp)

agissant sur les solutions lisses compactes en espace est injectif. L’image de
oc est dans H*(C'), et la forme symplectique canonique induit une forme
symplectique sur H*(C') donnée par :

1

(126) Gocgai= | (@0~ 91002)lmlO)dsdd. 51,92 € H(C),
RxS4=

Etant donné une paire d’opérateurs AT : H*(C) — H®(C) tels que A\t —

A~ = ioc, on obtient une paire de fonctions a deux points dans My en posant

(1.27) A* := (0c 0 G)* o AT 0 (0c 0 G).

Nous formulons maintenant un résultat sur le front d’onde de (1.27).
Introduisons d’abord quelques notations. Si M7, Ms sont deux variétés lisses,
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on identifie T*(M; x My) avec T*My x T*M, et on note par (T*M; x T*Ma)\ o
Iimage de T (M x M3)\ 0 sous cette identification. SiT' < (T* My xT* Ma)\o
on pose :

b = {(1,61) 0 3 a2 teq. (21,61,2,0) € T} < T M\ oy,
FM2 = {(1:2,52) : dx tq. (a:l,O,xg,fg) S F} c T*MQ\OQ,

ou o; est la section zéro de T*M;.
On notera par Y = ((s,y), (6,71)) les points dans le fibré cotangent T*C.
On notera aussi Ap«¢ la diagonale dans T*C' x T*C.

Théoréme 3.4 ([Wr3]). Soit \* : H*(C) — H®(C) une paire d’applica-
tions continues et posons

A% = (00 0 G)* 0 AT 0 (00 0 G).
Alors AT € D'(Mg x My). Si AT vérifient :
i) WEOE) n {(Y1,Y2) : 01 <0 ou £02 <0} = &,
it) WE(AY = A7) n {(Y1,Y2) : 01 et o9 # 0} € Apxc,

(1.28)

alors :
iii) WE(AT) n {(Y1,Y2) : +01 > 0 et + 09 > 0} C Apsc.

De plus, supposons ¢WF(AT) = WF(AT),, = & (voir (1.28)). Alors les
conditions i) et iii) ci-dessus impliquent la condition de Hadamard pour

AT,

Ce théoreme généralise un argument de Moretti, et a part les théoremes
standards sur le front d’onde de composition d’opérateurs, il utilise un lemme
géométrique [127, Lemme 4.3], pour éviter des probléemes au sommet du
cone : pour chaque compact K < My on peut trouver un voisinage de p
dans C (au sens de I'espace-temps plus large M) qui n’intersecte aucune
géodésique nulle partante de K.

1.4. Calcul pseudo-différentiel de type produit. Observons que
sur le cone C|, la coordonnée s est distinguée en méme temps du point de
vue de la condition de Hadamard et de l’expression (1.26) pour la forme
symplectique. Cela suggere que le calcul pseudo-différentiel sur C utile dans
ce contexte est un calcul WP1P2(C') de type produit dont les symboles vérifient
les estimées :

0505 320, als, 0, 0,m)| € Oy~ (yra=1Pel)

dans les variables duales £ = (o, n) relatives & la décomposition C' = Rx S,
Du fait que la forme symplectique o¢ est définie en termes de 'opérateur
Dy := 1710, dont le spectre n’est pas séparé de {0}, il est pratique d’intro-
duire une classe plus large WP*2(C) qui contient certains opérateurs dont
le symbole est discontinu en 1 = 0. On pose :

@pl,pz(c) := UPLP2(C) + B~°UP2((),
o B-®WP2(() est la classe d’opérateurs pseudo-différentiels d’ordre ps

(dans les variables ) a valeurs dans les opérateurs dans R qui augmentent
infiniment la régularité de Sobolev. Avec cette définition on a par exemple
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|Ds| ® 15 € UHO(C) bien que cet opérateur n’appartienne pas & la classe
o).

Une des difficultés vient du fait que pour a € WP1P2(R x S%1) il n’est en
général pas vrai que WF(a)’ est un sous-ensemble de la diagonale Ap,gi-1
(comme il serait le cas pour un opérateur dans WP(R x S4~1)). Plutét, on a
I’estimée plus faible suivante.

Lemme 3.5 ([20]). Soit a € WPLP2(R x ST=1). Alors :

WF(a) © (Ar x Agi-1) U (Ar X (0ga-1 X 0ga-1)) U ((0r X 0r) X Aga-1).
1.5. Construction d’états de Hadamard. Posons maintenant
L3(C) == 1+ (D;) L*(C)
et notons iy : L2 (C) — L*(C) I'injection isométrique correspondante, ce qui

donne que 7y := i1i% = 1p:(Dy) est la projection orthogonale sur L2 (C)
dans L%(C). Posons aussi

(1.29) HY(C) =i H*(C) c H*(C).
Il est utile de considérer des paires d’opérateurs A* de forme :
(1.30) At = (2|Dy)2ct (2|Dy))z, o cF e BPP2(C),
pour p1,p2 € R. Pour un opérateur c, ses composantes sont définies par
Cap =lipocoig, a,B€{+ —}.
Finalement, pour «, 5 € {+,—} et p1,p2 € R posons :
@Z#Q(C’) t= iy 0 WPLP2(() o if5-
Théoréme 3.6 ([Wr3]). Supposons que les composantes de ¢ sont de forme
c++=1+da%ay, c._=da*a_,

Cq— =c* =alda_,

avec ay € W T0(C), a- € W22(C), etd € 50 (C) t.q. |d] g2 ()2 () <

1. Soit \T = (2|D8|)%c(2|DS|)% et \= = A\t —2D;. Alors la paire AT vérifie
les conditions du Théoréme 3.4 et par conséquent définit une paire de fonc-
tions a deuz points de Hadamard A~.

Remarque 3.7. Le cas spécial ay =0, a— = 0 et d = 0 dans le Théoreme
3.6 donne comme fonctions a deux points sur le cone caractéristique C

M = £21p+ (Dg) Dy,

Dans le cadre des espace-temps asymptotiquement plats avec infini temporel
passé ¢~ cela correspond a l’état de vide asymptotique étudié par Moretti
[126, 127].

Les opérateurs du Théoreme 3.6 définissent des états pour la théorie
sur le bord. Leur pureté (voir Définition 1.5) est essentiellement équivalente
a ¢ = ¢ (ce qui est largement analogue au fait que les projections sont

les points extrémaux de I’ensemble convexe des opérateurs positifs bornés).
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Nous montrons que c’est le cas si et seulement s’il existe un opérateur a €
\Il:f’O(C’) tel que
. 1+a*a a*(l—i—aa*)%
1+ aa*)%a aa* .

Il est ensuite possible de vérifier que ’espace d’une particule défini par les
opérateurs A\t correspondant (c’est & dire la complétion de H*(C') pour le
produit scalaire 1(-[(A" + A7)-)) est égal & |Ds|_%L2(C).

Cela explique le role de 'espace |DS|7%L2(C) dans le Théoreme 3.3.
Grace a ce théoreme nous avons suffisement de controle au niveau du prob-
leme de Cauchy caractéristique pour déduire des propriétes de solutions
en espace-temps a partir de données dans |Ds|_%L2(C). Cela permet de
démontrer par exemple le résultat suivant.

Théoréme 3.8 ([Wr3]). Supposons dim M > 4. Soit we un état pur sur
CCR(H™(C),io¢)

définit par une paire d’opérateurs \X comme dans le Théoréme 3.6. Alors
létat w induit par we sur CCR(CE(My) /PCE(My),iG) est un état pur.

2. Travaux [Wrl0] et [Wrll] : Estimées de propagation radiales

Rappelons que dans notre probleme, la difficulté principale est de controler
le front d’onde de solutions a partir de propriétés de données asympto-
tiques. Une approche générale a ce probleme est basée sur les estimées de
propagations pres de points radiauz. Ces estimées généralisent le théoreme
de propagation de singularités de Hormander a des points ou le flot bi-
caractéristique dégénere. Une observation clé due a Vasy est que sous des
hypotheses globales sur ’espace-temps il est possible de réinterpréter le flot
bicaractéristique en compactifiant les fibres de I'espace cotangent et de 1’es-
pace physique en méme temps, de fagon a faire apparaitre une structure
de puits et de sources a 'infini temporel. En imposant de la régularité aux
puits ou aux sources il est alors possible de contréler le front d’onde a des
temps finis.

Ce phénomene a été utilisé pour la premiere fois dans un contexte proche
de la théorie des champs par Gell-Redman, Haber et Vasy dans le cas
d’espaces asymptotiquement Minkowski [68]. Ils s’en servent pour donner
une version plus forte du théoreme de Duistermaat et Hormander sur les
paramétrices distingués au sens qu’ils obtiennent des inverses modulo des
termes compacts et régularisants (plutot que juste régularisants). L’idée
générale est que les théoremes de propagation sont exprimés comme des
estimées microlocalisées le long du flot bicaractéristique, qui peuvent étre
ensuite combinées de facon a donner une estimée globale, du moins si on
peut contourner les probléemes éventuels engendrés par le trapping. Si c’est
bien le cas, 'estimée finale se traduit comme la propriété de Fredholm de P
agissant entre certains espaces de Hilbert X7, V; qui généralisent les espaces
de Sobolev anisotropes. On obtient comme ca des inverses généralisés P, L
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et leur front d’onde peut se déduire de la définition des espaces X7, YV, qui
codifient la régularité le long du flot bicaractéristique de maniére consistante
avec la direction de propagation choisie. Comme on a deux choix de direc-
tion pour les deux composantes de la variété caractéristique, on trouve bien
quatres inverses généralisés : deux opérateurs P;l et P=1 qui correspondent
aux propagateurs retardés et avancés dans le cas globalement hyperbolique,
ainsi que deux paramétrices de Feynman et anti-Feynman.

Malheureusement, bien que ce résultat semble étre un mélange semblable
d’aspects microlocaux et globaux, la stratégie ne permet pas d’obtenir direc-
tement des états de Hadamard. Bien qu’on puisse obtenir plutot facilement
une paire d’opérateurs AT vérifiant la condition de Hadamard en prenant
la différence de deux inverses généralisés de P bien choisis, il n’y aurait au-
cune raison de s’attendre a ce que la condition de positivité AT > 0 soit
alors vérifiée en dehors de cas exceptionnels (méme si sous des hypotheéses
générales il est tout a fait possible d’obtenir la positivité de AT + A~ > 0
[156]).

Cela motive d’avantage une construction en termes de données asymp-
totiques. Dans le travail [Wrl0] nous proposons une théorie de diffusion
géométrique basée sur les estimées de propagation. Nous nous en servons
pour construire des états de Hadamard uniquement associés a la géométrie
globale dans le cas de ’équation d’onde sur des espaces asymptotiquement
Minkowski et de I’équation de Klein-Gordon sur des espaces asymptotique-
ment de Sitter.

Nous définissons les données asymptotiques en identifiant les solutions
comme des distributions conormales d’un certain type. Ensuite nous nous
servons des inverses de P pour construire les opérateurs de Poisson as-
sociés (qu’on pourrait peut-étre aussi appeler opérateurs de Mpller, bien
que contrairement a la théorie de diffusion conventionnelle, on ne fait pas
recours a une dynamique de comparaison), c’est-a-dire les applications qui
attribuent aux données asymptotiques les solutions correspondantes.

2.1. Espaces asymptotiquement Minkowski. Pour illustrer notre
cadre, donnons d’abord ’exemple de la compactification radiale de ’espace
de Minkowski.

Concretement, si M° = R'T? est I’espace de Minkowski muni de sa
métrique g = dz@ — (dz? + --+ + dz2), on le remplace par la variét é a
bord compacte M en faisant le changement de coordonnées z; = p—'0;
(avec 1J; les coordonnées sur la sphere S?) loin de I'origine, et encollant une
sphere a l'infini spatio-temporel, c’est-a-dire le bord de M est donné par
oM = {p = 0} avec p = (22 + 2% + --- + 22)~1/2. Dans le cadre de la b-
analyse de Melrose [122], qui est au coeur de notre approche, la régularité et
la décroissance sont mesurées relativement aux b-espaces de Sobolev a poids

m,l m
HYY (M) = p'H? (M).

Loin de 'origine, le b-espace de Sobolev H}"* (M) peut étre défini en considérant
H™(R'*4) dans un systéme de coordonnées oit une des coordonnées est
donnée par —logp. Cela correspond a de la régularité par rapport a pd,
plutot que par rapport a d,. L’espace des fonctions lisses qui s’annulent a
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m,l
m,leR Hb (M)’
et son dual est un espace de distributions utile que ’on notera C~°(M).

tout ordre sur le bord peut étre alors écrit comme C® (M) =

La définition de H;" (M) se généralise & d’autres variétés a bord et
peut étre aussi modifée de maniere a permettre des ordres m anisotropes,
c’est-a-dire qui varient sur M et dans les variables duales [154]. Dans notre
situation, nous avons besoin d’un ordre m qui est monotone le long du flot
bicaractéristique (réinterprété, comme nous allons le voir) et pour chacune

des deux composantes connexes PN i, on demande que m soit supérieur
a une valeur de seuil % — [ prées d’'un bout et inférieur a % — [ pres de
l’autre. Cela donne au total quatre choix différents que 'on étiquetera avec
un ensemble I < {+,—} qui indique les composantes de "N/ T UPNT e
long desquelles m est choisi croissant. Bien qu’apres avoir fixé I il reste une
grande flexibilité dans le choix précis de (m, 1), ce choix n’est pas essentiel
pour les propriétés d’inversibilité ou de Fredholm que nous allons discuter,
et il est convenable de prendre m arbitrairement haut la ot c’est possible.
Le résultat de Gell-Redman, Haber et Vasy [68] dit que I'opérateur d’onde

conjugué avec certaines puissances de p,
P := p—(d—l)/Qp—QDgp(d—l)/Z Cpmil ym—l,l’

est un opérateur de Fredholm si on l'interprete comme agissant sur les es-
paces de Hilbert

amdi= fue HPM (M) - Pue HPTM (), ymdi= g7 (),

pour n’importe quel ordre m, ! consistent avec le choix de I < {+, —}, sauf
pour un ensemble discret de valeurs de [. De plus P est inversible pour pe-
tit |I| (plus généralement, cela reste vrai si M est une petite perturbation
de la compactification radiale de I'espace-temps de Minkowski). Avec ces
conventions, les opérateurs P{jrl} coincident sur CF(M?®) avec les propaga-

teurs avancés/retardés G4 (il est donc mieux de les renommer PZ D). Les
deux autres, Pél et P{_Jrli}, sont nommés les propagateurs de Feynman et
d’anti-Feynman.

Introduisons maintenant le cadre géométrique plus général.

Soit M une variété lisse n-dimensionnelle a bord 0M (on suppose n = 2),
et soit p une fonction définissant le bord OM, c’est-a-dire M = {p = 0} et
dp # 0 sur dM. Soit g une métrique lisse non dégénérée au sens du fibré
cotangent de scattering 5°T* M. Ce dernier est par définition le fibré dont les
sections sont localement données par les C* (M )-combinaisons linéaires des
formes différentielles

p 2dp et ptdw = (p tdwy,...,p tdw, 1),

ounw = (wy,...,w,—1) sont des coordonnées sur dM. Suivant [10, 75, 68] on
définit :

Définition 3.9. On dit que (M, g) est un espace de scattering Lorentzien
sl existe € C*(M) t.q. la différentielle de ulopr est non dégénérée sur
S:={p=0,u =0} et de plus :

(1) sur oM, p*d, - gp*d, a le méme signe que p ;
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(2) g est de la forme

dp? (dp a o« d,o) g
- (He-+-05) -,
p* P2 p p pt) PP

ot § € C®(M;Sym?T*M) avec restriction § Mdp,du)enn POSTtivE

g=H

définiel sur S, et o est une 1-forme sur M telle que o = dp/2 +
O(p) + O(p) dans un voisinage de S.

La sous-variété S = {u = 0,p = 0} est appelée le cone de lumiére a
Uinfini.

Expliquons comment la compactification radiale de ’espace de Min-
kowski n = 1 + d-dimensionel rentre dans ce cadre. Ecrivons la métrique
de Minkowski comme d23 — (dz? +-- -+ dzg), 20 =ptcosh, z; = p~tw;sin,
(pres de p = 0), avec p = (22 + 22 +--- + 2621)71/2 et w; les coordonnées sur
la sphere S=2. Un changement de coordonnées de plus,

po=cos20 = p*(z5 — (5 + - + 23)),
ramene la métrique sous la forme

dp? I du> 1 (dp _du dp _dp 1 — pdw?
9= T ia—) 2 e\ 2®, T, %0 )ty
P 1) p P2 p  p o p p
qui est bien un cas spécial de la Définition 3.9 avec av = dpu/2.

Nous avons aussi besoin d’hypotheses globales sur le flot bicaractéristique.
Comme dans le cas de 'espace de Minkowski, on considere 'opérateur
d’onde conjugué avec des puissances de p :

(2.31) P = p= (=222 (n=2)/2

Comme ¢a, P est un opérateur b-différentiel, ¢’est-a-dire qu’il peut s’écrire
localement comme un polynéme en pd, et d, a coefficients C*(M) (ou
C*®(M) signifie C* a l'intérieur et prolongeabilité lisse & travers le bord).

Son symbole principal p définit de maniére naturelle le champ de vecteurs
hamiltonien H,, sur le fibré b-cotangent PT*M privé de la section zéro o.
Une facon intuitive de définir le fibré PT* M est de dire que ses sections sont
localement des C'® (M )-combinaisons linéaires de p~'dp et dw. Le champ de
vecteurs hamiltonien dans ce cadre est alors

Hy := (0p)p0y — (p0,p)0s 4 >5;(0¢,p)Ow; — (Ow;P) 0,

en écrivant les points dans PT* M comme (p,w, s, ¢). Il est utile de compac-
tifier PT* M dans les fibres : une construction de Melrose, [124, Ch. 1.8],
fournit une fonction p e C®(PT*M\ 0), homogene de degré —1, qui sert de
fonction définissant le bord PS* M := 0PT" M de la compactification T M.
Puisque p est homogene de degré 2, on peut identifier 5°p avec une fonction
sur PS*M. On appelera I'ensemble ot cette fonction s’annule ’ensemble ca-
ractéristique de P et on le notera PA. Le flot bicaractéristique de P, ®;, est
défini dans ce cadre comme le flot du champ de vecteurs pH), dans PN Les
bicaractéristiques sont les courbes intégrales de pH), dans PN

1. Ici gl(dp,au)ann signifie la restriction de § a 'annihilateur de I’espace engendré par
dp, dp.
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Nous complétons p et p avec des coordonnées y et nous notons v la
variables duale a p.

Hypothése 3.10. On suppose que (M, g) est un espace de scattering Lo-
rentzien avec la propriété suivante de non-trapping (ou de non capture) :

(1) S = {u = 0,p = 0} est la somme disjointe de deux composantes
S=5Luvs,

(2) {nx>0,p=0} c0M a deux composantes Xy (les ‘calottes Nord et
Sud’) telles que S+ = 0X+,

(3) chaque bicaractéristique mazimalement étendue commence en PSN* S,
et finit en PSN*S_ ou vice versa, oti >"SN*Sy sont les deux com-
posantes (relativement a la décomposition S = Sy v S_) de :

bSN*S = {(0, 0,4,0,7,0) bS*M} .

Si I'Hypothese 3.10 est vérifiée alors on dit que (M, g) est un espace-
temps asymptotiquement Minkowsk:.

FIGURE 2. Un espace-temps asymptotiquement Minkowski
M. Les ensembles radiaux se trouvent en dessus de S = S, v
S_ et se décomposent en puits et sources PSN*S, .

Comme dans le cadre habituel (c’est-a-dire non compactifié), la variété
caractéristique PNV < PS*M de P a deux composantes connexes PA £ Par
contre, le nouvel aspect c’est que le flot bicaractéristique dégénere au dessus
de S = S, U S_. De plus, on peut montrer que >SN*S; a deux compo-
santes PSN**S. (qui correspondent & la décomposition PA/ = PN/ T UPN ),
qui agissent comme des sources (—) ou des puits (+) pour le flot bica-
ractéristique, ce qui veut dire que :

ﬁHpﬁ = ﬁﬁ()a
ou By > 0 dans le cas des sources, et Sy < 0 dans le cas des puits [10] (voir
Figure 2). En pratique cela permet de construire un opérateur (étroitement
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lié a la quantification de p) dont le commutateur avec P est microlocalement
positif (ou microlocalement négatif).

2.2. Inverses de P et espaces de phase. Expliquons maintenant
comment les propagateurs retardés et avancés P 1 peuvent étre obtenus
dans ce cadre.

Sous I’'Hypothese 3.10, les estimées de propagation de [75, 68] permettent
de déduire des estimées globales de type

(2.32) [l gt ary < C(HPuHHgnfl,l(M) + \|u\|H€L17,(M)).

Ici, m est un ordre anisotrope qui (dans le cas du probleme retardé) croit
de m < % —lam> % — | en suivant les bicaractéristiques de S_ vers
S (ou I'inverse dans le cas du probléme avancé). L’ordre m’ dans (2.32) est
inférieur & m, mais par contre on ne gagne pas en décroissance dans le terme

d’erreur, on ne peut donc pas déduire de (2.32) la propriété de Fredholm de
(2.33) P:{ue HM(M): Pue H" "'(M)} — H™ (M).

La stratégie pour améliorer la décroissance des erreurs consiste d’abord a
observer, comme nous l'avions déja fait, que P est un b-opérateur différentiel
d’ordre k = 2. On I’écrit P € Diff{i(M), ce qui signifie que P peut localement

s’écrire comme A
P = Z i W) (P0Op)" Ory-
i+|a|<k
La famille normale transformée de P est par définition la famille d’opérateurs
différentiels donnée localement par

N(P)(o):= > aia(0,2)0'03, oeC.

i+|a|<k

Modulo des termes non essentiels, N (P)(c) est égal & I'opérateur P conjugué
avec la transformée de Mellin 2 en p et son inverse : les aspects de décroissance
en p se réduise alors a ’analyse de poles en o. Dans notre cas particulier,
N(P)(c) € Diff?>(3M) est de la forme

N(P)(0) =4 ((n+ O(u?))3Z + (io + 1+ O(1))d)
+0(1)02 + O(1)dy + O(1) 0,0y

pres de {y = 0} modulo des termes O(c?) [10]. L’observation clé est que
]V(P)(a) est hyperbolique dans {¢ < 0} (et elliptique dans {y > 0}) et que
son ensemble caractéristique a deux composantes connexes, dans lesquelles
les bicaractéristiques commencent et finissent en des points radiaux. Il est
alors possible de démontrer des estimées de propagation qui sont en plus
semi-classiques en |o| ! [10, 68], et de démontrer ainsi que N(P)(c) ! existe
en tant que famille méromorphe. La structure de ses poles détermine alors
la propriété de Fredholm (voire I'inversibilité) de P sur les espaces (2.33). Il
est donc clair qu’il est utile de faire une hypothése sur ces poles :

(2.34)

Hypothése 3.11. Le poids (ordre de décroissance) | vérifie | # —Im o;
pour chaque résonance o; € C (c’est-a-dire chaque péle de o — N(P)(o)™1).

2. Rappelons que la transformée de Mellin de u € CE((0,00)) est définie par
(Myu)(0) = [ p=oTu(p)dp.
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Avec cette hypothese on a des inverses généralisés P L d’opérateurs
de Fredholm. Dans le cas globalement hyperbolique, ils coincident avec les
propagateurs retardés et avancés usuels G+, ce qui permet de montrer qu’ils
sont des inverses (plutét que juste des inverses généralisés) dans le cadre
fonctionnel présent.

Notre premier résultat rélévant pour la théorie des champs dit qu’on
peut donner une version globale de I'espace de phase classique :

Théoréme 3.12 ([Wrl0]). Soit (M, g) un espace-temps asymptotiquement
Minkowski (au sens de I’Hypothése 3.10), dont lintérieur est globalement
hyperbolique, et supposons que | € R n’est pas une résonance (au sens de
I’Hypothese 3.11). Alors opérateur G = P;l — P~Y induit une bijection :

Hy' (M)

(2.35) [G] - SO0
b

—> Sol(P),

ot H];’O’l(M) = (mer Hf)n’l(M) et Sol(P) est l'espace de solutions dont le
b-front d’onde est vide hormis les points radiauz (en particulier, ce sont des
solutions lisses dans l'intérieur M® de M ).

En plus de donner une structure adaptée a la quantification, ce théoreme
résume des propriétés de régularité et de décroissance de P 1 qui seront
utiles dans la suite. Le b-front d’onde est défini de maniére analogue au
front d’onde C® en remplagant les opérateurs pseudo-différentiels W (M)
par une classe ¥y, (M) adaptée & I’étude de régularité au sens des espaces
HEH (M.

Le Théoréeme 3.12 admet une généralisation tres curieuse si on enleve
I’hypothese d’hyperbolicité globale : les opérateurs P ! sont alors des in-
verses généralisés au sens de la théorie de Fredholm, mais il est quand méme
possible de modifier les espaces (2.35) par un nombre fini d’éléments pour
que le résultat reste vrai, du moins en supposant que Ker Py est un espace
de fonctions lisse. Cela donne un cadre suffisant pour construire des champs
quantiques, mais l'interprétation de ce nombre fini de fonctions propres
problématiques reste inéclairé pour le moment.

2.3. Scattering géométrique et états de Hadamard. Pour donner
un sens aux données asymptotiques on utilise un résultat de Baskin, Vasy
et Wunsch [10], qui implique que dans un voisinage de Sy, chaque solution
u € Sol(P) peut s’écrire comme une somme de deux intégrales de la forme

(2.36) / P77 L0 (0, y)xE (7)drydo

modulo des termes de régularité en dessus du seuil (c’est-a-dire dans H™! (M)
pour un m > % —1). Dans cette formule, y* est une fonction lisse & sup-
port dans +[0,0). La solution u est codifiée par alf(o,y) et ai{o,y), qui
sont deux fonctions holomorphes (en o, dans un demi-plan) & valeurs dans
C*(S4), qui décroissent rapidement en Reo. On définit ainsi une paire de

données asymptotiques de w :

(237) 0+U = (ai(a, y)7a1(07 y))
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Notons qu’on peut aussi définir de maniere analogue les données asympto-
tiques sur le cone de lumiere & I'infini passé, o_u = (a*,a7).

En utilisant un argument de commutateur b-pseudo-différentiel, on dé-
montre que o4 et o_ diagonalise la forme hermitienne induite par iG. 1l est
donc possible de définir des fonctions a deux points pour P en postulant les

données les plus simples possibles a l'infini passé avec la formule :

(2.38) AT =Gt G HPY(M) — H (M),

ott 7% sont (modulo une constante multiplicative) les projections sur les

composantes respectives de (2.37).

Théoréme 3.13 ([Wrl0]). Sous les hypothéses du Théoréme 3.12 (avec
1 =0), la paire d’opérateurs AT définie par (2.38) vérifie

WF(AF) < (ZF U 0) x (ZF U o)

a Uintérieur M°. De plus, si (M°,g) est globalement hyperbolique, A* est
une paire de fonctions a deux points de Hadamard.

La démonstration consiste a construire une paramétrix suffisamment ex-
plicite pour l'opérateur de Poisson (c’est-a-dire I'inverse de g_), qui est par
ailleurs égal a G*p* fois une matrice a coefficients constants. Cette pa-
ramétrix est construite en considérant une formule similaire & (2.36), et en
la corrigeant apres : d’abord par un argument de calcul symbolique (basé
sur le fait que P est égal & —4D,,(uD, + pD,) modulo des termes facilement
controlables), et ensuite par une formule qui utilise 'inverse retardé P;l.
L’étape suivante s’appuie sur le fait que 1'occurrence de terme x*(vy) dans
la formule pour la paramétrix (comme dans (2.36)) implique de la haute
régularité aux sources/puits. La projection 7% sélectionne une de ces pos-
sibilités, et ensuite 'information sur la régularité aux points radiaux est
propagée dans M° a 'aide d’estimées de propagation.

2.4. Espace asymptotiquement de Sitter et extension conforme.
L’espace de Sitter d-dimensionel (Xo, gx,) est par définition ’hyperboloide

B+ =1
dans l'espace de Minkowski M, munie de la métrique induite. Dans le cadre
compactifié, cette hyperboloide peut étre identifiée avec la région {p = 0, u <
0} de la sphere a 'infini spatio-temporel (c’est-a-dire du bord 0M = {p =
0} = S%). De maniere similaire, les deux hyperboloides

{zg—(zf—i—---—i—zﬁ):l, izo>0},

sont deux copies de l’espace hyperbolique (X+,gx,) (aussi appelé «<AdS eu-
clidien» dans la littérature physique). Ces deux copies peuvent étre iden-
tifiées avec les deux composantes connexes de la région {p = 0, > 0} de
la sphere. On considere ici (Xo, gx,), resp. (X4, gx,) comme variétés com-
pactes a bord, c’est-a-dire 0 Xg = S, uS_ et dX. = Si. Le bord de espace
de Sitter compactifié, 0 Xy, est traditionnellement appelé 'infini conforme
(ou le bord conforme). Le bord entier de M,

(2.39) oM =X, uXou X_,
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représente donc l'espace de Sitter étendu a travers l'infini conforme (ou
Dextension conforme de l'espace de Sitter), voir Figure 3.

FiGURE 3. L’espace de Sitter Xy avant et apres 'identifi-
cation avec la région ‘équatoriale’ du bord {p = 0} de l'es-
pace de Minkowski radialement compactifié. Les deux autres
régions sont deux copies X4 de I’espace hyperbolique.

En suivant un travail de Vasy [155], nous considérons I'opérateur diffé-
rentiel sur X := oM = X u Xou X_
(2.40) Px(0) i= M,PM, " = Myp= =02 =20, pld=DR M,

obtenu en conjuguant P par des transformées de Mellin M, en p, ol

o) = [ ulo)ip

Plus précisément (en agissant sur des distributions qui ne dépendent pas de
o), on obtient une famille d’opérateurs différentiels dépendents de o € C (la
variable complexe dans la transformée de Mellin).

L’ingrédient clé sont les deux identités :

—io—(d—1)/2— io+(d—
(2.41) Px = xXOU (d=1)/2 Q(DXO — 0% —(d - 1)2/4)x;j( D2 sur Xo,
Py = a7 TP A 0%+ (d - D)X/ TH DR s Xy

explicitées pour la premiere fois dans [155], ou

1 1
24+ 25— 252 = (4 +23)\?2
Txy, = y  LTXy =
0 24 2i 423 * A4 2i+ 2R

sont des fonctions définissant le bord de Xy et X 1. Cela s’interprete comme
une extension conforme de 'opérateur de Klein-Gordon sur I'espace de Sit-
ter. L’opérateur différentiel Px remplacera I'opérateur de Klein-Gordon dans
notre analyse. Cet opérateur est étroitement lié & l'opérateur (2.34) et en
utilisant la méthode d’estimées de propagation il est également possible d’ob-
tenir des inverses de Py, sauf pour un ensemble discret de valeurs de o € C.
(il est en fait possible de démontrer que ces résonances se situent sur I'axe
imaginaire).
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Ce fait se généralise au cadre plus général d’espaces asymptotiquement
hyperboliques et asymptotiquement de Sitter (faisons une remarque termino-
logique : ces derniers espaces s’interpretent comme une vaste généralisation
de l'espace de Sitter ‘global’ que I'on vient d’avoir discuté, plutét que juste
de sa carte statique ou cosmologique). Nous introduisons les définitions cor-
respondantes en suivant les références [152, 155] .

Définition 3.14. Soit X, une variété compacte d-dimensionnelle a bord,
munie d’une métrique g sur l'intérieur X7, et soit x une fonction définissant
le bord. On dit que (X.,g) est un espace :
(1) asymptotiquement hyperbolique si g = 272§, ot § est une métrique
riemannienne lisse sur X, avec §(dx,dx),—o=1;

(2) asymptotiquement de Sitter si g = x 2§, ou § est une métrique
lorentzienne X, de signature (1,d — 1), telle que g(dz,dx)!z—o= 1,
le bord est l'union 0X, = S+ w S_ de deux composantes connezxes,
et toutes les géodésiques nulles dans X paramétrisées par t € R
tendent vers Sy quand t — oo et vers S_ quand t — —o0, ou vice-
versa.

Définition 3.15. On dit qu’un espace asymptotiquement de Sitter (Xo, gx,)
est pair si prés de 0Xo on a une décomposition produit [0,€), x (0Xo)y t.q.

(2.42) 9% = i il W)
N 0

2
T,
avec h(a:g(o,y, dy) lisse.

Ceci est une version lorentzienne de la définition d’espace asymptoti-
quement hyperbolique pair ('une est obtenue a partir de l'autre en rem-
plagant —h par h) introduite par Guillarmou [74]. Il peut se démontrer que
la décomposition produit (2.42) est toujours possible sur un espace asymp-
totiquement de Sitter, mais la propriété que h(q:g(o,y, dy) soit lisse en zx,
(plutdt que juste en mg(o) doit étre imposée en plus.

Supposons que nous avons un espace temps asymptotiquement de Sitter

(X0, 9x,)- S’il est pair au sens de la Définition 3.15 alors une construction
de Vasy montre qu'il existe une variété compacte X (sans bord) de forme

X=X;uXouX_,

ainsi qu'une paire de métriques gy, sur X4 telles que (X4, gx, ) est asymp-
totiquement hyperbolique et pair, avec les deux bords 06X, et 6X_ iden-
tifiés de maniere lisse avec les deux composantes Sy du bord 0Xy = S de
Xo. Ensuite, on munit X d’une structure C® qui permet de construire un
espace-temps asymptotiquement Minkowski (M, g) avec M = ]R; x X (et
donc M = X) et g une métrique lisse de forme

1 dp*> 1 (dp dp
9=— <u2 -5 (®du+du® — h(—p,y,dy) | .
p p 2\p p
Ici, p est une coordonée égale y = —:173(0 dans Xy (ou zx, est la fonction

définissant le bord de Xp) et u = z% . dans Xy (ol zx, est la fonction
définissant le bord de X 1), ce qui a un sens grace a I’hypothese que (Xo, gx,)
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est pair. La formule analogue & (2.40) définit pour chaque o € C un opérateur
différentiel Py € Diff>(X) qui est relié avec 'opérateur de Laplace-Beltrami
(Popérateur d’onde) sur X+ et X par :

Py = x}—(ioa—(d—l)/2—2PX0xi;;—(d—l)ﬂ7 Py = x}—(if—(d—l)/Q—QPXixi}z;l—(d—l)/27

sur respectivement Xj, X, ou
Px, =0x, — 0> = (d—1)%/4, Px, =—Ax, +0*+(d—1)%/4.

Sur X il y a une densité lisse unique qui étend la forme volume sur Xg
et Xy multipliée par un facteur conforme p(**1/2. On note (|)x,, (-] x4,
(*|)x les produits induits par les densités respectives. On a alors que pour
o € R, P§¥ = Px par rapport a (-|-)x.

Comme dans le cas de I'extension conforme de l'espace de Sitter, Px
rentre dans le cadre des estimées de propagation de [153], ce qui permet de
démontrer son inversibilité comme opérateur Py : X — )~ agissant entre
des espaces de Sobolev anisotropes

X ={ue H(X): PxyueY*™Y}, »'=H"1X),

a condition que o ne soit pas une résonance. On obtient en particulier deux

inverses P)}l+ en imposant de la régularité en dessus du seuil s > % —Imo

pres de N*Sy et en dessous du seuil s < % —Im o pres de N*S+.

Cela donne un cadre tres similaire a 'opérateur d’onde P, en fait méme
plus facile comme on a besoin de considérer seulement la régularité au sens
des espaces de Sobolev H*(X) (la variété X étant fermée), ot s est un
ordre anisotrope. De maniere analogue au Théoreme 3.12 nous pouvons donc
obtenir :

Théoréeme 3.16 ([Wrl0]). L’opérateur Gx := P)}1+ - P)zlJr induit un iso-
morphisme

C*(X)
PxC*(X)

avec Sol(Px) lespace des solutions de Pxu = 0 telles que WF(u) € N*(Su
S_).

(2.43) [Gx] : — Sol(Py)

Pour comprendre la relation entre cette nouvelle structure et la théorie
bien connue sur Iespace-temps (Xo, gx,) (qui est un espace-temps globale-
ment hyperbolique), rappelons que celle-ci est basée sur le fait que 'opérateur

Gx, = P)?O{ L P)?Ol’i induit un isomorphisme
1 1 . 0
Pxor = Py PXOCC(?O( X¢Q) > Sol(Px,)

ou Sol(Px,) est l'espace de solutions de Px,u = 0 qui sont lisses (dans
I'intérieur X§). Nous démontrons que 'application :

(2.44) vy 0ag D2 Sol(Py) — Sol(Py,)

est un isomorphisme (symplectomorphisme), ce qui permet de conclure que
la théorie sur Xy a une prolongation conforme a travers le bord. Nous mon-
trons le résultat plus précis suivant pour les fonctions a deux points :
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Théoréme 3.17 ([Wrl0]). Soit (Xo,gx,) un espace asymptotiquement de
Sitter et considérons une extension conforme Px € Diff>(X) de Uopérateur
de Klein-Gordon Px, = (x, — 0? — (d — 1)%/4 avec o > 0. Alors, chaque
paire de fonctions a deux points de Hadamard A)i(0 pour Px, se prolonge

conformément en une paire de fonctions a deuxr points A;—r( de Hadamard
pour Px wvia lisomorphisme (2.44).

Ici, par des fonctions & deux points de Hadamard pour Px on entend
des paires d’opérateurs A3 : C®(X) — C®(X) sur X qui vérifient :

PxA% = AxPx =0, A} —Ay =iGx, Ax >0 pour (-])x,

ainsi qu'une condition analogue a la condition de Hadamard usuelle, mais
formulée en termes du flot bicaractéristique de Px. En particulier, cela si-
gnifie que la restriction de A}r{ a chacune des deux régions de signature eucli-
dienne X et X_ est un opérateur avec noyau de Schwartz lisse. Le résultat
que A}} prolonge conformément A}}O veut dire que A}}O est la restriction de

A}L{ apres conjugaison avec des puissances de xx,,.

L’aspect qui nous intéresse le plus c’est qu’on peut définir des données
asymptotiques et construire des opérateurs de Poisson comme dans le cas
asymptotiquement Minkowski (en traitant simplement la variable complexe
o comme une constante). On s’en sert pour construire des fonctions a deux
points de Hadamard A_J;r{ sur X, ce qui induit ensuite des fonctions & deux
points de Hadamard A;—r(o sur Xj.

Théoréme 3.18 ([Wrl0]). Sous les hypothése du Théoréme 3.17, définissons
une paire d’opérateurs A% : C°(X) — C®(X) de maniére analogue au
Théoreme 3.13. Alors A;—E sont des fonctions a deuz points de Hadamard.

Malgré toutes les similarités avec le cas asymptotiquement Minkowski,
il faut souligner que bien que la fonction & deux points A;—E définie a partir
de données sur S_ soit canoniquement associée au choix de prolongement
conforme Px de l’équation d’onde, ce choix n’est pas unique. Si 'espace-
temps est hautement symmétrique il peut y avoir un prolongement ca-
nonique (il en est le cas pour espace de Sitter exact), mais en général
différents choix d’espaces asymptotiquement hyperboliques dans le prolon-
gement donnent des fonctions a deux points différentes.

2.5. Scattering géométrique sur ’espace de Sitter. Afin d’expli-
quer certains avantages de notre construction par prolongement conforme,
il est utile de mentionner que le point de vue le plus répandu est basé sur le
fait suivant : dans un espace asymptotiquement de Sitter (Xo, go), chaque
solution u € Sol(Px,) peut s’écrire sous forme

(2.45) u = a}ox;(i()g+(d71)/2 + a)}oxi;;(dfl)/z, u;—r(O e C*(Xy)

et les traces (a}o,a;{o) ls, caractérisent u entierement. De plus, la méme
chose est vraie pour les traces a l'infini passé (a}}o,a;(o) Is_. Ce résultat
général de Vasy [155, 150] formalise une idée souvent utilisée par les physi-
ciens et donne un sens aux données asymptotiques de solutions. Toutefois, ce
point de vue est difficilement applicable en théorie des champs car il n’est pas
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évident comment distinguer quelles données asymptotiques correspondent a
des solutions avec du front d’onde dans une des deux nappes N'T.

Le prolongement conforme permet justement de diagonaliser ce probleme.
Les données asymptotiques sont définies différemment de (2.45), en se ba-
sant sur le résultat que chaque solution de u € Sol(Py) peut s’écrire comme
(rappelons que le lien entre Sol(Px) et Sol(Px,) est donné par (2.44))

(2.46) u=(u+10)"u + (u—1i0)7u" +u°, ut,u’ e CP(X)
et les traces o u = (u*,u") s déterminent u (et donc u’) uniquement
[152]. Le fait important pour nous est surtout que les données avec u* = 0

donnent des solutions a haute régularité aux puits/sources (au niveau de
la transformée de Fourier en u, cela correspond a avoir du support dans
v > 0 ou vy < 0 modulo des termes réguliers), et donc distinguent entre front
d’onde propageant dans Nt et /™.

Cette idée peut s’illustrer de maniere particulierement simple dans le
cas ou (Xo, go) est I'espace de Sitter exact, ot on peut donner des formules
exactes en termes d’ondes planes. Rappelons d’abord que X est défini en
termes de plongement dans ’espace de Minkowski, sur lequel on a le produit
lorentzien (x,y) — x -y associé a la métrique. On peut aussi donner un sens
a ce produit pour des points dans le complexifié de ’espace de Minkowski.
Pour chaque y # 0 t.q. y-y = 0 et A € C, on définit une paire de distributions
(2.47) (zt -9 = lim (z-9),

TEoz—x

ou la valeur au bord est prise a partir du tuboide
T ={zeC¥™: Imz-Tmz >0, £Imz > 0}.

La restriction de (2% - 4)* & X définit une paire de distribution qu’on ap-
pelle ondes planes : elles sont effectivement des solutions de 1’équation de
Klein-Gordon si A = —io — d%l, et jouent un role analogue aux ondes planes
sur ’espace de Minkowski. En particulier, elles fournissent une notion na-
turelle de “fréquences positives” et “fréquences négatives”. Il y a aussi une
construction analogue sur I’espace hyperbolique : dans ce cas x-y est partout
positif, il n’y a donc pas de différence entre (z* - y)* et (z7 - y)*.

Sur I’espace de Sitter il y a un état de Hadamard canonique (du moins si
o # 0) appelé état de Bunch-Davies. Cet état est un cas particulier de 1’état
de Hartle-Hawking-Israel (qui existe sur une classe d’espaces-temps dits a
horizon de Killing bifurqué), et peut étre interprété comme étant I’état de
Hadamard le plus semblable a I’état de vide dans Minkowski, bien qu’il faut
souligner qu’il se restreint a un état thermique dans la région qui possede
un champ de Killing de type temps. Par un résultat de Bros et Moschella

[23], cet état peut étre défini de fagon suivante a partir des ondes planes :

Définition 3.19. L’état de Bunch-Davies est I’état quasi-libre dont la fonc-
tion a deux points A;’{O a comme noyau de Schwartz :

(248) Ay, (1, 22) = const. / wy)(ey - y) 7T (yaf) T

ou w est une forme proportionnelle a la forme de volume canonique sur la
spheére.
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Nous démontrons que les ondes planes (zt - y)_i"_% se prolongent
conformément comme des solutions distributionnelles de Pxu = 0. Ces ondes
conformément prolongées sont en fait les restrictions de (2.47) sur la sphere
(fois une constante), et on peut montrer que leurs données asymptotiques
ont seulement la premiere/deuxiéme composante non nulle. Cela nous sert
a démontrer :

Théoréme 3.20 ([Wrll]). Soit 0 € R\{0}. Pour l’espace de Sitter d-dimen-
sionnel (Xo, go), on a les résultats suivants :
(1) Pour (vt,v™) € C*(S_)%, l'unique solution u € Sol(Px,) dont le
prolongement conforme a comme données asymptotiques (v*,v™)
est donnée par

1
o) = )
ot a(o) = (2m) 2 27T (i0) /T (io + %51).

(2) L’état du Théoréme 3.18 construit a partir de données sur Si
coincide avec [’état de Bunch-Davies (et de méme pour l’état cons-
truit de maniére analogue a partir de données sur S_).

d—1 d—1

/S w(y) (@ )T (E) + (@ )T T W),

3. Travail [Wr6] : Scattering et calcul YDO dépendent du temps

3.1. Etat de vide asymptotique dans un cas modele. Pour plus
de clarté nous considérons d’abord le cas spécial d’un espace-temps 1 + d-
dimensionnel globalement hyperbolique (M, g) avec surface de Cauchy X
et métrique de forme g = —dt? + hy, avec h; une famille de métriques rie-
manniennes qui dépend de maniere lisse de ¢. L’opérateur de Klein-Gordon
s’écrit alors

(3.49) P =2 +7(t)0; + a(t,x, by),

ou r(t) est 'opérateur de multiplication |ht|_%8t|ht| %, et le symbole principal
de a(t,x, Dy) € Diff?(X) est k-h; ' (x)k (ot € = (1, k) est la variable duale de
x = (t,x)). Nous supposons que ¥ est une variété a géométrie bornée ; dans
ce cadre nous avons donc les classes d’opérateurs pseudo-différentiels Wi ()
de Kordyukov et Shubin qui généralisent le calcul pseudo-différentiel uni-
forme de Hérmander sur R?. Comme maintenant nous devrons controler en
plus la décroissance en temps, nous introduisons un calcul pseudo-différentiel
dépendant de ¢ (en restant ici imprécis sur le procédé de quantification) :

Définition 3.21. Soit m,6 € R. Les opérateurs dans \11271’6(]@;2) sont les
quantifications de symboles a(t,x, k) dépendents du temps qui vérifient

080807 a(t, x, k)| < Capy (Y’ kY™ N, aeN, B,yeN,

1

ou {ty =(1+ tg)%, (ky = (1 + |k|?)2, et les constantes Cyp, sont uniformes
au sens de la géométrie bornée.

Cela nous permet de formuler une hypothese d’ultra-staticité asympto-
tique pour (M, g) a l'infini passé.
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Hypotheése 3.22. On suppose qu’il existe un § > 0 et ai, € VE,(X) ellip-
tique et strictement positif, c’est-a-dire

(3.50) ain(x, Dy) = m? > 0,
et tel que sur R~ x X,
alt, x, Dy) — aim(x, Dx) € U2 °(R; X),

o r(t) e Upy (R, :).

On s’intéressera surtout au cas quand aj, (x, Dy ) est simplement 'opérateur
de Laplace-Beltrami pour une métrique asymptotique hi, plus un terme de
masse et/ou un potentiel lisse.

La condition (3.50) a deux conséquences importantes dans notre contexte.
Premierement, elle garantit que les fonctions & deux points de I’état de vide
pour la dynamique de 'opérateur de Klein-Gordon asymptotique,

Py = at2 + ain(Xa DX)7

ont des données de Cauchy pseudo-différentielles (dans la classe uniforme
U (X)). Deuxiemement, cela permet de controler les différences de puis-
sances fractionnaires a(t,x, Dx)® — ain(x, Dx)® quand ¢ — o0.

Comme auparavant, notons U (t, s) I’évolution de Cauchy de P, c’est-a-
dire 'opérateur qui a une paire de données de Cauchy au temps s associe les
données de Cauchy au temps t. Le générateur de cette évolution sera notée
H(t), et le générateur de l'evolution de Cauchy Uin(t,s) de P sera noté
Hi,.

Dans ce cadre, nous définissons I’état de vide asymptotique passé w en
indiquant ses covariances (données de Cauchy) au temps ¢ = 0 :

(3.51) ct(0) := dim U(0,t-)ctU(t—,0)

si cette limite existe (dans un sens & préciser), ou cii; est la covariance de
I’état de vide pour la dynamique asymptotique :

1
L{ 1 a2
C;Lr;:lRi(Hln):2< m >.

1
+a? 1

— 1

Les fonctions a deux points de w peuvent étre définies par la formule
A*(t,s) := FmoU(t,0)cT(0)U(0, s)7¥,

en écrivant AT comme des noyaux de Schwartz dans les variables tempo-
relles, & valeurs dans les opérateurs sur Y. Les opérateurs m; : C°(%)? 3

( jjo ) — fi € CP(X) projettent sur les deux composantes des données de
1

Cauchy.
Théoréme 3.23 ([Wr6]). Supposons I’Hypothése 3.22. Alors la limite (3.51)
existe et les fonctions a deux points AT vérifient la condition de Hadamard :
(Had) WE(AT) c Nt x NE.

De maniére analogue, si ’'Hypothése 3.22 est vérifiée pour des temps

positifs et pour une dynamique asymptotique en t = +00 de partie spatiale
aout (potentiellement différente de ajy), alors on peut définir un état de vide
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asymptotique futur et démontrer que c’est un état de Hadamard. En général,
cet état n’est pas le méme que ’état de vide asymptotique passé.

Notons aussi que le Théoreme 3.23 se généralise a d’autres données
asymptotiques, cela fournit donc une théorie de diffusion pour les états de
Hadamard (du moins dans le cas massif).

3.2. Espace-temps asymptotiquement statiques. Nos résultats s’é-
tendent & une classe plus générale d’espace-temps asymptotiquement sta-
tiques.

Plus précisément, on fixe une variété d-dimensionnelle ¥ munie d’une
métrique riemannienne de référence k telle que (X, k) est a géométrie bornée,
et on considere la variété M = R; x ¥,. On notera y = (¢,y), n =1 +d. on
munit ensuite M d’une métrique lorentzienne g de forme

(3.52) g = —()dt? + (dy' + b (y)dt)hij(y)(dy’ + ¥ (y)dt),
et on fait ’hypothese suivante de géométrie bornée :

hij € G (R; BTS(S, k), hi;' € CP(R; BTE(S, k),
(3.53) be CP(R; BTa (%, k)),

¢, e CP(R; BIY(Z, k).

Par un résultat de Choquet-Bruhat et Cotsakis [28, Thm. 2.1], (M, g) est
globalement hyperbolique.
On considére l'opérateur de Klein-Gordon sur (M, g) :

(3.54) pP=-,+V,

avec V € C°(R; BT{ (X, k)) une fonction lisse réelle. Ci-dessous, la notation
f €S pour u > 0 signifie “décroissance symbolique en temps”, c’est-a-dire
qu’on a des estimées de type

o¢f € O(ty™*=lehy pour tous a e N'*+¢
pour des temps négatifs dans les normes correspondantes.

Hypothése 3.24. L’espace-temps (M, g) est de forme (3.52), (3.53), et on
suppose qu’il existe une métrique et un potentiel réel :

Gin = =G (Y)dt + hin(y)dy®, Vin,
tels que pourt <0 :
h — hin € STH(R*Y; BTY(3, k)),
be S~H(R; BT} (%, k)),

(ast)
C— Cipn € Si“(Ri; BTOO(E7 k))?
V — Viy € STH(RE; BT (S, k),
n—2
(009) 30—y Rz, — GaFan) + chVin =

pour un >0, p' > 1 et un m > 0. Ci-dessus, Ry, resp. Ry, est la courbure
scalaire de g, resp. h.
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La condition (ast) signifie que g, resp. V est asymptotique & la métrique
statique gi,, resp. au potentiel indépendant du temps Vi, quand t — —co.
La condition (pos) est une condition de masse positive pour la dynamique
asymptotique.

L’Hypothese 3.24 est bien plus générale que ’'Hypothese 3.22 considérée
auparavant. Toutefois, nous démontrons qu’il est possible de trouver un
systeme de coordonnées naturel qui permet d’écrire I'opérateur de Klein-
Gordon sous forme étroitement liée & un opérateur de forme (3.49) et vérifiant
I’Hypothese 3.22 : I'un est obtenu a partir de I’autre simplement en conju-
guant par des opérateurs de multiplication lisses. Cela permet de définir
I’état de vide asymptotique et de montrer un résultat plus général.

Théoréme 3.25 ([Wr6]). Sous [’Hypothése 3.24, l’état de vide asymptotique
passé est un état de Hadamard.

3.3. Théorie de diffusion et diagonalisation approximée. La dif-
ficulté essentielle dans la démonstration du Théoreme 3.23 est de controler
le front d’onde de la limite {_- — —oo; il est difficile d’imaginer que cela
puisse se faire directement.

Mettons-nous dans le cadre de I'Hypothese 3.22. L’ingrédient princi-
pal que nous utilisons est une version améliorée de la diagonalisation de
I’évolution de Cauchy considérée dans le Chapitre 1. Rappelons que grace a
cette méthode, I’évolution de Cauchy de P peut s’écrire comme

(3.55) Ul(t,s) = Tt)U(t,s)T(s)"!

ou T'(t) est une matrice 2x2 d’opérateurs pseudo-différentiels (qui dépendent
de maniere lisse de t) et U24(t, s) est une évolution ‘approximativement dia-
gonale’ (d’olt Iindice ad). Plus précisément, U?(s, t) est I'évolution générée
par un opérateur dépendant du temps H?*d(t) qui est égal &

rio-(41 )

modulo des termes régularisants (il s’agit de termes C®(R?, W~ °(X) ® C?),
ou W~ *?(X) sont les opérateurs qui envoient H ™(X) dans H™(X) pour
tous m € N), et e (t) sont des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre 1 de
symbole principal +(k-h; 1/<:)% A cause de cette forme du symbole principal,
les solutions de (i710; +e%(t)) propagent avec du front d’onde dans N'*. Cela
nous avait permis de construire une paire de covariances au temps ¢t = 0 en
posant :

¢E.(0) := T(O)x* T 1(0), ot 7+ = ( Lo ) = ( - )
Les fonctions a deux points correspondantes,

AL (L, 8) := FmoU(t, to) e, (to)U(to, s)7¥,
ont le front d’onde dans Nt x N'E, et sont donc de Hadamard. Par conséquent,
pour démontrer que les fonctions & deux points AT de I’état de vide asymp-

totique vérifient la condition de Hadamard il suffit de prouver que

i — e WP(X) ® B(C?).
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Pour démontrer cela, on utilise 'hypothese (td) pour controler la décroissance
en temps des restes dans les identités ‘modulo termes régularisants’ (ainsi
que généralement la décroissance en temps de diverses quantités relative-
ment a la dynamique asymptotique). L’estimée la plus importante dit que

1
(3.56) H™(t) — a®)z 0 ¢ v (R ) @ B(C?)
0 —alt)2
pour —t large, ce qui alors entraine la décroissance en temps des commu-
tateurs qui resurgissent dans les démonstrations. Nous obtenons (3.56) en

refaisant la diagonalisation approximée (3.55) en utilisant des expansions

poly-homogenes d’opérateurs dans \II,?ZI’_(S(R; Y) en m et § en méme temps.

N <z . m,—0 fp s . .
Cela nous ammene a étudier les classes U™ °(R; 3) en détail, en particulier
nous faisons usage d’une nouvelle généralisation du théoreme de Seeley sur

les puissances complexes sur d’opérateurs pseudo-différentiels elliptiques.



Chapitre 4

Propagateurs de Feynman globaux

Dans 'analyse de 1’équation de Klein-Gordon libre,
(0.57) (07 — Ay + m*)u(t,x) =0 on Ry x R,

un fait élémentaire essentiel est que I'opérateur Pyee = 07 — Ay +m? possede
quatres inverses : les multiplicateurs de Fourier donnés par

1 1
(r +i0)2 — (K2 +m2)’ 72— (K2 + m2)£10’

dans les variables duales ¢ = (7,k) de z = (t,x) € R ¥4,

Les deux premiers inverses sont les propagateurs retardés et avancés (voir
Chapitre 1), qui sont définis de maniére unique sur n’importe quel espace-
temps globalement hyperbolique et sont étroitement liés avec le probleme
de Cauchy.

Les deux autres inverses sont appelés propagateur de Feynman et propa-
gateur d’anti-Feynman. Ces deux propagateurs jouent un role fondamental
dans la renormalisation perturbative des champs quantique scalaires en in-
teraction sur ’espace de Minkowski. Il n’est pas a priori clair comment le pro-
pagateur de Feynman et d’anti-Feynman se généralisent a des espace-temps
globalement hyperboliques arbitraires, mais certaines propriétés qu’on anti-
cipe ont été comprises grace au travail de Duistermaat et Hormander [48], qui
ont démontré 'existence de paramétrices de Feynman (et d’anti-Feynman)
et leur unicité modulo des termes lisses.

Plus précisément, si @, est le flot hamiltonien du symbole principal
p(z, &) = € - g7 (x)¢ restreint & la variété caractéristique N = p~1({0}) =
T*M\ o, on dit que Gr est une paramétriz de Feynman si les opérateurs
1-— épP et 1 — Pép ont des noyaux de Schwartz lisses et

(0.58) WEF(Gr)' = (Arsar) U Use (Ps(Arear) 01N,

Ci-dessus, @, agit sur la composante gauche de Apx); (la diagonale dans
(T*M x T*M)\ o), et m: N' x N'—> N projette sur la composante gauche.

Toutefois, 'existence de paramétrices ne répond pas a la question d’exis-
tence d’un inverse de Feynman canonique G vérifiant (0.58) sur un espace
globalement hyperbolique (M, g). Bien qu’il soit possible de donner une for-
mule pour une paramétrix de Feynman lorsqu’on a une paire de fonctions a
deux points A* de Hadamard (on obtient méme un inverse de Feynman au
sens que PGy = 0 et GpP = 0 sur CP(M)), il n’est pas clair auquel sens
cela serait canonique. En outre, les formules utilisée par les physiciens sur
espace-temps courbe (e.g. dans la formulation d’actions effectives ou dans
des formules de comptage de création de particules) font usage d’un inverse
formel de 'opérateur de Klein-Gordon supposé avoir des propriétés globales
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ressemblant plutot & un inverse elliptique. Cela motive donc un point de vue
différent de ce que nous avons discuté jusqu’ici dans le contexte d’états de
Hadamard, ou on avait fait des choix de bi-solutions a partir de données a
un temps de référence fixe (fini ou infini).

Mentionnons d’abors que si 'espace-temps (M, g) est stationnaire, c’est-
a~dire s’il admet globalement un champ de Killing complet de type temps
K, et si le potentiel V' est invariant par K, alors un fait bien connu dit que
I’état de vide correspondant définit canoniquement un inverse de Feynman.

Le premier résultat en dehors de ce cas tres spécial est dii a Gell-Redman,
Haber et Vasy [68], qui ont considéré 1’équation d’onde sur des espaces
asymptotiquement Minkowski, dans le cadre déja expliqué dans le sous-
chapitre 2 du chapitre précédent. Au lieu d’imposer de la haute régularité
aux sources et aux puits a I'infini passé (ce qui donne le propagateur retardé)
ou a l'infini futur (ce qui donne le propagateur avancé), ils considerent un
probleme global. En imposant de la haute régularité aux deux sources (une a
I'infini futur, autre a U'infini passé), ils obtiennent la propriété de Fredholm
de P (agissant sur des espaces de Sobolev anisotropes a poids qui codifient
les conditions sur la régularité aux points radiaux), et ses inverses généralisés
sont des candidats pour des paramétrices de Feynman. Dans le travail [Wr10]
nous complétons la démonstration de ce fait et nous étudions quelques pro-
priétés de ces opérateurs et leur lien avec le scattering géométrique. Un
résultat récent de Vasy améliore ces résultats en démontrant que P est en
fait inversible [157], et son inverse donne donc un inverse de Feynman cano-
nique. Comme prédit par une conjecture de Derezinski et Siemssen [37, 38|
(toujours non résolue dans le cas asymptotiquement statique général), cet
inverse s’interpréte comme la valeur au bord (P —i0)~! de P, que Vasy
démontre étre est un opérateur essentiellement autoadjoint.

Mentionnons aussi que Bér et Strohmaier [20] ont formulé un probléeme
de Fredholm non elliptique global étroitement 1ié, dans le cadre de I’équation
de Dirac sur des espace-temps a surface de Cauchy compacte (en travaillant
avec des temps finis plutét qu’en formulant des conditions a 'infini). Dans
ce cas les aspects de chiralité peuvent engendrer un indice de Fredholm non
nul, qu'ils démontrent étre égal & une quantité géométrique (leur résultat
s’interpréte comme une version lorentzienne du théoréme d’Atiyah-Patodi-
Singer) et qui décrit la charge créée par la géométrie [20, 13].

Inspiré des travaux [68, 20], dans [Wr7] et [Wr12] nous construisons l'in-
verse de Feynman canonique pour l'opérateur de Klein-Gordon (avec masse
m > 0; le cas m = 0 étant couvert par [68]) sur des espaces asymptoti-
quement Minkowski. Les résultats sont pleins d’analogies avec le cadre de
[68, 156], mais notre méthode est différente : elle est basée plutot sur des
méthodes d’équations d’évolution et de décomposition microlocale comme
dans le Chapitre 1 et le sous-chapitre 3 du Chapitre 3. Pour définir les es-
paces de Hilbert A" et Y™ entre lesquels P est inversible, on impose des
conditions de compatibilité avec les états de vide a l'infini futur et a I'infini
passé au sens de la théorie de diffusion introduite dans le sous-chapitre 3
du chapitre précédent. L’avantage de cette méthode est qu’elle fournit une
construction relativement explicite de paramétrices pour l'inverse de Feyn-
man.
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1. Travaux [Wr7| et [Wrl2] : Inverse de Feynman par scattering

1.1. Espaces asymptotiquement Minkowski. Nous considérons des
espaces asymptotiquement Minkowski au sens d’une définition qui est étroite-
ment liée au cadre du sous-chapitre 2 mais n’est pas identique a la lettre.
Rappelons qu’une fonction 7 est une fonction de temps si VI est un champ
de vecteurs de type temps.

Hypothése 4.1. L’espace-temps (M, g) est asymptotiquement Minkowski
au sens qu’il est donné par M = R'™® muni d’une métrique lorentzienne g
telle que :

(aMi) g (y) — N € SS(RIFD), 6 > 1,
(aMii) (R'*4 g) est globalement hyperbolique,
(aMiii) (R4 g) admet une fonction de temps t t.q. t —t € SLF(R1HY),

€ >0, ot 0y, est la métrique de Minkowski et Sgtd(RHd) signifie la classe

des fonctions lisses f telles que (avec la notation habituelle {x) = (1+ |x|)%)
(1.59) % f e O(aYlely, o e NI*,
Nous considérons aussi un potentiel Ve C®(M;R?) tel que :

(aMiv) V(z) —m?e S’S_tg(RHd), pour unm >0, 6 > 1.

La notation Sgtd provient de la décroissance en espace-temps (‘space-
time decay’) qu’on impose dans la définition (1.59).

Nous démontrons dans [Wr7] que si la propriété (aMi) est vérifiée, alors
(aMii) est équivalent a une condition de non trapping (ou non capture) des
géodésiques nulles de g. Nous démontrons aussi qu’il est possible de redéfinir
t et t de maniére & ce que

Y= {t =0} = {{ = 0}

soit une surface de Cauchy pour (M, g), qui peut étre canoniquement iden-
tifiée & RY.

1.2. L’inverse de Feynman de P. Nous travaillons dans le cadre de
I'Hypothese 4.1 et considérons I'opérateur de Klein-Gordon P = —[], + V.

Pour m € R nous introduisons des espaces de Hilbert A", Y™ avec ’'ob-
jectif de démontrer que P : Xg* — Y™ est inversible. La propriété essentielle
des espaces Y™ est que ses éléments sont L' en t & valeurs dans l’espace de
Sobolev d’ordre m. Les espaces A" incorporent ce que nous appelons les
conditions asymptotiques de Feynman, imposées en méme temps en ¢ = 400
et { = —o0.

Grace a la fonction de temps ¢ on peut identifier M avec R x X, en

utilisant le flot ¢ du champ de vecteurs v = dg;iﬁlzf et on obtient un
difféomorphisme :
(1.60) X:Rx X3 (t,x) > ¢(x) € M,

qui vérifie
x*g = —A(t,x)dt? + h(t, x)dx>.
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Pour m € R on note H™(R?) 'espace de Sobolev usuel sur R?. On pose pour
T<y<i+4:

Ym o= {u e D'(M) : x*ue &) TL*(R; Hm(Rd))}

avec norme |[v|ym = |X*u|p2(r;gmray)- L'exposant v est choisi de maniére
a ce que {t) 7L?(R)  L'(R). De maniere similaire on définit

X™ = {ue D' (M): x*ue CO(R; H"HR?)) nCH(R; H™(R?)), Pue Y™}.
On munit X" de la norme

[ulxm = fooulem + [ Pufym,
ol gsu = ( : ufx, ) associe les données de Cauchy sur X := t~1({s}),
b

gm .= Hm+1(Rd) ) Hm(Rd)

est I'espace d’énergie d’ordre m. On peut facilement démontrer que A" est
un espace d’Hilbert en utilisant le fait que le probleme de Cauchy inho-
mogene est bien posé.

a1 1 +(—Ay +m?2) 2
free 7 9 i(_Ax +m2)% 1 )

ce qui peut aussi s’écrire

Posons

0 1
Cfi;ee = 1]Ri (Hfree)u Hfree = ( _AX +m2 0 ) 5

en termes du générateur Hyee de I'évolution de Cauchy pour 'opérateur de
Klein-Gordon libre Pree = 07 — Ay +m? (auquel P est asymptotique quand
t — to0). Finalement on définit

Xt i={ue X" tEEI—rloo c;—;eegtu = (0 dans £™M}.

Cela donne bien un sous-espace fermé de AX*. Nous démontrons :

Théoreme 4.2 ([Wr7],[Wrl2]). Supposons I’'Hypothése 4.1. Alors P : Xj* —
V'™ est inversible pour tous m € R. Son inverse PF_1 (I'inverse de Feynman
de P) vérifie :

WF(PEl)I = (AT*M) o UtéO ((pt(AT*M) N 7T_1N).

Nous construisons aussi un inverse d’anti-Feynman Pﬁ L et démontrons

que (Pt — P= 1Y > 0 (ce qui ne serait pas vrai pour la différence du
propagateur retardé et avancé). Notons que cela ressemble a la positivité
de la différence des deux valeurs au bord différentes d’une résolvante d’un

opérateur auto-adjoint.
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2. Travail [Wr10] : Inverse de Feynman par estimées de
propagation

2.1. Régularité des fonctions propres. Rappelons que dans le sous-
chapitre 2 du Chapitre 3 nous avions considéré 'opérateur d’onde (sur des
espaces asymptotiquement Minkowski), conjugué par des puissances de p (la
fonction définissant le bord & 'infini spatio-temporel),

P = p==D/2,=20) p(d-D/2,

En faisant agir P sur des espaces de Sobolev d’ordre m variable le long du
flot bicaractéristique, nous avons obtenu le propagateur retardé et avancé en
demandant que ’ordre soit croissant sur une composante A/ et décroissant
sur ’autre PA/T. Les mémes arguments montrent qu’en prenant m décroissant
sur toutes les deux composantes, on obtient un opérateur de Fredholm

(2.61) Pr:{ue H(M): Pue H (M)} — H™ (M),

dont les inverses généralisés sont des candidats pour des paramétrices de
Feynman [68]. De méme maniére, en prenant m croissant on obtient un
opérateur de Fredholm Py dit d’anti-Feynman. De plus, pour des petites
perturbations de Minkowski, Pp et Pg sont en fait inversibles [68].

Contrairement au cas massif et globalement hyperbolique de la sous-
section 1 du chapitre présent, il n’y a pas d’argument général qui donnerait
I'inversibilité de Pp. Dans le travail [Wr10], nous montrons néanmoins des
analogues de résultats comme le Théoréme 3.12 sur la structure de ’espace
de solutions (modulo un nombre fini de termes) obtenues comme 'image
de la différence Py T Pf_ 1 Qinverses généralisés. De plus, il est possible
de donner un sens aux données asymptotiques de Feynman pp et d’anti-
Feynman o. Elles sont construites de maniere analogue aux données o,
mais au lieu de prendre une paire de données a l'infini passé ou futur, on
prend une donnée a 'infini passé, et I'autre a Uinfini futur. On peut ensuite
reconstruire des solutions modulo un nombre fini de termes.

Nous démontrons que les données de Feynman diagonalisent la forme
hermitienne définie par i(Py ' — Pe 1) en termes d’une matrice positive. Cela
nous sert a montrer que les éléments du noyau de (2.61) ont des données
asymptotiques nulles, et par conséquent sont forcément lisses dans l'intérieur
de M par les estimées de propagation.

Théoréme 4.3 ([Wrl0]). Soit (M,g) un espace asymptotiquement Min-
kowski (au sens de I’Hypothese 3.10), et supposons que | = 0 n’est pas une
résonance (au sens de l’Hypothése 3.11). Alors

Ker Pr ¢ H(M).

Remarquons que c’est une propriété spéciale du cas Feynman (et anti-
Feynman) qui ressemble au cadre elliptique. On peut donc spéculer que
dans le cas lorentzien, un inverse de Feynman est I’objet le plus proche d’'un
inverse d’un opérateur elliptique (et non pas les propagateurs retardés et
avancés).



Chapitre 5

Projecteurs de Calderén et rotation de Wick

Nous avions vu qu’en paralléle des théoremes d’existence abstraits d’états
de Hadamard, on a des constructions générales plus explicites pour des
classes d’espace-temps qui se comportent bien a 'infini spatial ([104, 105,
106], [Wrl] et [Wrb]), ainsi que des résultats sur des états de Hadamard dis-
tingués par des propriétés globales ou asymptotiques ([127, 33, 34, 24, 142],
[Wr6] et [Wrl0]).

L’état des arts est toutefois tres différent si on impose un analogue de la
condition de Hadamard avec le front d’onde C® remplacé par le front d’onde
analytique WF, (Définition 5.1), en supposant que ’espace-temps est ana-
lytique. La condition de Hadamard analytique a été introduite par Stroh-
maier, Verch et Wollenberg, qui ont démontré que quand elle est vérifiée,
elle a des conséquences remarquables pour la théorie des champs : elle im-
plique la propriété de Reeh-Schlieder [148]. Cela signifie qu’on peut appro-
cher arbitrairement bien chaque vecteur dans ’espace d’Hilbert en agissant
sur le vecteur de vide (), avec des opérations localisées dans une région
de 'espace-temps aussi petite que I'on veut. Jusqu’a tres récemment, seule-
ment quelques exemples de fonctions & deux points vérifiant la condition
de Hadamard analytique étaient connus : les états de vide et les états de
Hadamard sur des espaces-temps analytiques avec un champ de vecteurs de
Killing de type temps analytique [148]. Les difficultés viennent entre autres
du fait que les méthodes valables dans le cas C® ne sont pas directement
utiles dans ce probleme (en dehors du cas stationnaire) comme elles sont
basées sur des outils comme le calcul pseudo-différentiel de Hormander et
ses généralisations.

Le travail [Wr9] donne une résolution de la conjecture d’existence générale
d’états vérifiant la condition de Hadamard analytique. La méthode de ro-
tation de Wick introduite dans [Wr9] est ensuite généralisée dans le travail
[Wr13] afin de donner un lien direct entre les fonctions & deux points et les
fonctions de Green pour le probleme elliptique correspondant.

1. Travail [Wr9] : Projecteurs de Calderédn et rotation de Wick

1.1. Condition de Hadamard analytique. Rappelons d’abord la
définition du front d’onde analytique d’une distribution sur R™ (on note ¥
la transformée de Fourier de v € &'(R™)).

Définition 5.1. Soit Q < R™ un ouvert et u € D'(2). Soit (2°,£%) € Q x
R™{0}. Alors (2°,£°) n'appartient pas au front d’onde analytique WF,(u)
de u s’il existe un voisinage Q¥ de x° dans Q, un voisinage conique I'° de
€9, une constante C > 0 et une suite bornée uy € E'(R™) t.q. pour tous N,
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uny = u dans Q0 et
(ENan ()| < C(C(N + )N, ¢er?.

Il existe quelques autres définitions équivalentes, voir par exemple [96]
ou [19]. Le front d’onde analytique se transforme de maniére covariante sous
les difféomorphismes analytiques, ce qui permet d’étendre la définition a des
distributions sur une variété analytique.

On considére un espace-temps (M, g) réel-analytique (ou en plus court,
analytique) globalement hyperbolique, et l'opérateur de Klein-Gordon sur
M7

P=-[,+V,
V : M — R une fonction réelle-analytique. La définition de la condition de
Hadamard analytique est analogue au cadre C*® :

Définition 5.2. Un état quasi-libre pour P est un état de Hadamard ana-
lytique si ses fonctions & deux points AT vérifient la condition de Hadamard
analytique :

(1.62) WF.(A*) c Nt x NE.

L’avantage par rapport a la condition de Hadamard C'® est qu'on a
le résultat suivant, di a Strohmaier, Verch et Wollenberg, et basé sur le
théoréme de Kashiwara-Kawai (voir par exemple [96, Thm. 8.5.6]). On
considere un état quasi-libre w et on note (H,,, 7, ) son triple GNS.

Théoréme 5.3 ([148]). La condition de Hadamard analytique implique la
propriété de Reeh-Schlieder, i.e., pour chaque ouvert U — M mnon wvide,
[’espace

Vect{m, T ) TT () Qo = g eN, i v; € C'SO(U)}
est dense dans H,,.

La propriété de Reeh-Schlieder a des conséquences importantes pour la
théorie des champs, voir par exemple l'article de revue récent de Witten
[162].

1.2. Construction par rotation de Wick. Nous donnons un résultat
général d’existence :

Théoréme 5.4 ([Wr9]). Soit (M,g) un espace-temps analytique avec une
surface de Cauchy analytique. Supposons que P est de forme P = -, +V,
ouV : M — R est une fonction réelle-analytique. 1l existe alors un état de
Hadamard analytique pur pour P.

Les étapes principales de la démonstration du Théoreme 5.4 peuvent se
résumer de fagon suivante.

Premieérement, on démontre que le probleme peut se réduire a une situa-
tion ou I'espace-temps est remplacé par un voisinage d’une surface de Cauchy
analytique ¥, avec une métrique lorentzienne de forme —dt? + hy(y)dy?. De
plus, on justifie que t — h; peut étre supposé sans perte de généralité une
famille réelle-analytique de métriques sur X telle que hg est complete. Dans
ce cadre, 'opérateur de Klein-Gordon s’écrit comme

P =3} +r(t,y)d + alt,y, dy),



1. TRAVAIL [Wr9] : PROJECTEURS DE CALDERON ET ROTATION DE WICK 66

ou a est un opérateur différentiel elliptique d’ordre 2.
Ensuite, on exécute une rotation de Wick en t, ce qui veut simplement
dire qu’en substituant ¢ =: is on obtient un opérateur elliptique

K= —é’g —ir(is,y)0s + a(is, y, 0y),

défini sur un voisinage de {0} x X. Apres avoir possiblement choisi un voi-
sinage plus petit €2, on associe a K un opérateur fermé K en imposant les
conditions aux limites de Dirichlet sur le bord de €2 et on démontre que K¢
est inversible.

L’étape suivante est une adaptation d’une idée de Gérard [70], qui est
basée sur les projecteurs de Calderén de Kq sur I'hypersurface {s = 0}.
Tandis que les projecteurs de Calderén sont des outils standards dans le
domaine des problemes elliptiques sur variétés a bord (voir e.g. [73, 97]), leur
usage en théorie des champs sur espace-temps lorentziens dans les travaux
[70] et [Wr9] est nouveau. En plus de ce qui est considéré dans la littérature
sur les probleme elliptiques [73], on a besoin ici de traiter des difficultés liées
au fait que K n’est en général pas formellement autoadjoint, et ’hyper-
surface {s = 0} peut ne pas étre compacte.

En gros, I'idée est que pour les solutions de Kqu = 0 dans QF = {Q n
+s > 0}, on peut considérer leurs données de Cauchy

. uls
i ( —dsuls )

ol la trace sur X est définie comme limite de Q<.

En supposant pour le moment que ¥ est une variété compacte, ’espace
de toutes les données possibles peut étre caractérisé comme 'image d’un pro-
jecteur c;*g. Un fait bien connu dit que ces projecteurs peuvent étre construits
a l'aide de la formule

(1.63) e == FyE Ko 'S,

ou S est une certaine matrice 2 x 2 d’opérateurs de multiplication et
vr=ienden f-( 1 )eceer

Ensuite, tandis que cs sont construits dans le cadre elliptique, on les utilise
comme les données de Cauchy de bi-solutions AT pour le probleme hyper-
bolique d’origine. La propriété clé qui nous permet de conclure la condition
de Hadamard analytique pour AT est la suivante :

(1.64) Vfe& (X)), WF.(Uscsf) < {£r >0},

ou 7 est la variable duale a t et Ugc;ﬁ f est I'unique solution de Pu = 0
avec données de Cauchy sur X égales a c;—g f. La stratégie générale de la
démonstration de (1.64) est basée sur des idées de Schapira et peut se com-
prendre comme un cas particulier de 'analyse dans [143], bien que nous
utilisons des outils analytiques différents. Dans notre cadre, I’étape princi-
pale, (si on oublie les variables spatiales y € ¥ dans nos notations), consiste
& construire un prolongement analytique d’une fonction (—K,'7*Sf)(s), et
de démontrer que ce prolongement a une valeur au bord qui est précisément
la distribution (Uscg f)(t). En utilisant les théorémes de propagation de
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singularités nous démontrons qu’il suffit d’avoir une telle construction lo-
calement, et ensuite nous le faisons en se basant sur des théorémes sur les
représentations de distributions comme sommes de valeurs au bord de fonc-
tions holomorphes.

Pour démontrer que la paire d’opérateurs c;*g peut effectivement s’utiliser
a définir un état, on a besoin de vérifier qu’elle vérifie 'identité (bien connue
dans le cas compact)

(1.65) ch+eq =1,

ainsi qu’une certaine condition de positivité. Il se trouve que cette condition
peut étre montrée par un argument qui rappelle la positivité par réflection
en thedrie des champs euclidienne sur R <.

Finalement, en supposant encore que ¥ soit compacte, la propriété de
pureté énoncée dans le Théoreme 5.4 est juste un corollaire du fait que les
opérateurs c;*g sont des projections.

Le cas de ¥ non compact est beaucoup plus compliqué du point de vue
technique. Nous montrons que la formule (1.63) a toujours un sens (méme
sans aucune hypotheése sur la géométrie a l'infini spatial), et (1.64)-(1.65)
sont toujours vérifiées. Toutefois, la pureté est bien plus délicate car il n’est
pas clair a priori s’il y a un espace naturel sur lequel les opérateurs cg
seraient des projections. En utilisant un argument d’approximation nous
montrons plutot que cé vérifient une condition plus faible, qui implique
quand méme la pureté. Cet argument d’approximation est aussi utilisé dans
la démonstration des propriétés de positivité de cé dans le cas non compact.

2. Travail [Wr13] : Rotation de Wick en deux variables

2.1. Motivation. En bref, la démonstration du Théoréeme 5.4 est basée
sur le prolongement analytique de 'opérateur de Klein-Gordon P vers son
homologue elliptique K. Toutefois, les objets directement pertinents pour la
théorie quantique des champs, c’est-a-dire les fonctions a deux points lorent-
ziennes AT et I'inverse elliptique K !, sont a priori reliés d’une facon tres
indirecte, par intermédiaire de données de Cauchy pour P et de projecteurs
de Caldéron pour K.

Dans le travail [Wr13] nous montrons que A* et K~! sont en fait direc-
tement reliés par rotation de Wick, dans le sens que I'un est la valeur au
bord du prolongement analytique de l'autre.

Nous considérons un cadre plus général que dans le sous-chapitre précé-
dent, ou la rotation de Wick était limitée a un seul choix de coordonnées (les
coordonnées gaussiennes normales par rapport a X), et le seul choix d’inverse
K~ considéré correspondait aux conditions aux limites de Dirichlet au bord
d’un voisinage de {s = 0}. Inspirés par les idées du travail [71], nous utilisons
un cadre plus covariant pour les projecteurs de Calderén , et on considére
aussi des opérateurs plus généraux qui ne sont pas des projections. De plus,
plutot que d’étudier des conditions aux limites particulieres on travaille avec
une liste de propriétés abstraites qu’'on exige de K !, correspondantes & des
situations diverses. Une de nos motivations principales est d’inclure des cas
comme les états KMS de maniere dont ils apparaissent dans la construction
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de Gérard de I'état de Hartle-Hawking-Israel [70, 71], ot des conditions aux
limites périodiques doivent étre imposées.

2.2. Cadre géométrique pour rotation de Wick et résultat prin-
cipal. Si X est une variété lisse, on note Th(X) I'espace des (p,q) tenseurs
lisses réels sur X, et CTH(X) le complexifié. Une métrique compleze sur X
est par définition un élément symétrique et non dégénéré k = k. (z)dr*dx®
de CTY(X).

Définition 5.5. Soit X une variété lisse orientable et k = kgp(z)dx*dx®
une métrique complexe. On dit que :
(1) k est coercive s’il existe une fonction continue C' : X — |0, 4+o0|
t.q.
| Tm (7% g (2)0°)] < C(2) Re(T%ap(2)0?), Vz € X, ve CT,X.
(2) k est positive si |k(z)| = det(kqp(z)) > 0 pour tous x € X.
On consideére le cadre suivant.

Hypotheése 5.6. Soit X une variété analytique connexe. On considére un
espace-temps globalement hyperbolique (M, g) qui est un voisinage de {t = 0}
dans Ry x X2. On suppose que {t = 0} est une surface de Cauchy, et g est de
forme

g = —N2(t)dt? + hjp(t)(dy? + 0’ (t)dt)(dy" + w*(t)dt),

avec tous les coefficients réels-analytiques en t et analytiques dans toutes les
variables. On pose

k = N%(is)ds® + hj(is)(dy’ + iw’ (is)ds)(dy* + iw" (is)ds).
On considére l'opérateur de Klein-Gordon et son homologue pour la métrique
k- -1 1 _ab -1 ab|1, |5

P=—|g| 26a|g|2g ab+)\7 K:_|k| 2aak |k|2ab+)\7
avec A une fonction réelle-analytique.

La condition de réelle-analyticité implique que la métrique g est réelle
pour t réel. Par contre, la métrique k n’est pas forcément réelle. Cela signifie
que K n’est pas forcément formellement autoadjoint. Plutot, ’adjoint formel
est donné par la formule

K*=ko Kok, ou(ku)(s,y) =u(—s,y).
On a besoin que K possede un inverse dans le sens précis de I’hypothese
suivante.
Hypothése 5.7. Soit X un voisinage k-invariant de {0} x X. On suppose
que :

(1) Il existe un opérateur continu
K1 HoH(X) = Hige(X),

tel que KK=' =1 sur H7Y(X) et K~'K =1 sur H:(X).
(2) Pour tous ve H}(X),

/ (VaT Rek®Vyv 4+ 5Av)dpue = 0.
Xn{£s>0}
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(3) Il existe une suite (x;), xi € CL(X), telle que x; = kxik et :
a) Pour chaque Y € X, x; =1 sur'Y pour i suffisamment large.
b) Pour tous i, Opxi = 0 dans un voisinage Y; de {s = 0}.
¢) Pour tous u,v € Ran K1, (v|x;[K, xi]Ju) — 0 quand i — oo.

Remarquons que la propriété (3) est trivialement vérifiée si X est com-
pact, comme dans ce cas on peut prendre x; = 1 for all 7.

Exemple 5.8. La situation considérée dans le sous-chapitre précédent (voir
[Wr9] pour plus de détails) est un cas spécial de (1), (2) et (3).

Exemple 5.9. Une étape intermédiaire dans la construction de I’état de
Hartle-Hawking-Israel dans [71] consiste a considérer K sur un cylindre X =
Sg x ¥ ol Sg est le cercle de longueur 3. Dans la situation de [71], K définit
une forme sesquilinéaire fermable sur C°(X), et sa fermeture est sectorielle.
Par le théoreme de Lax-Milgram, cela définit un isomorphisme de la domaine
de forme dans son dual, ce qui permet de conclure que I'Hypothese 5.7 (1)
est vérifiée.

On obtient le résultat suivant (dans nos notations on ne tient pas compte
des variables spatiales lorsqu’on écrit des noyaux de Schwartz).

Théoréme 5.10 ([Wrl3]). Supposons les Hypothéses 5.6 et 5.7. Il existe
alors un § > 0, une paire de fonctions & deuz points AT pour P, ainsi
qu’une paire de fonctions holomorphes FE en deux variables d valeurs dans
D'(¥?), telles que :
K~Y(s1,50) = FE(isy,is2), +s51 >0, 459 <0,
Ai(tlth) = Fi((tlatQ) + 1]'_‘0)7 1,12 6] - 675[7

ot la notation (t1,te) +1iI'0 veut dire qu’on prend la limite (s1,82) — 0 a
partir du cone £I' = {£s1 > 0, *s9 < 0}.

(2.66)

Rappelons que les fonctions & deux points sont des bi-solutions AT e
D'(M?) de I’équation de Klein-Gordon qui sont des noyaux de Schwartz
d’opérateurs positifs sur C (M), et qui vérifient AT —A~ = iG. Pour vérifier
ces conditions, on construit AT en spécifiant leur données de Cauchy ent = 0
en termes d’opérateurs qui généralisent les projecteurs de Calderén associés
a K. Nous étudions ensuite ces opérateurs en détail afin de démontrer que
AT sont bien des fonctions & deux points. La démonstration de (2.66) utilise
des formules qui resortent de cette analyse ainsi que certaines symétries du
probleme, combinées avec une généralisation de la méthode dévelopée dans
[Wr9].



Chapitre 6

Anti de Sitter et holographie

Les Chapitres 1 a 5 sont basés sur le formalisme de la théorie des champs
linéaire sur espace-temps globalement hyperboliques. Les aspects fondamen-
taux de cette théorie sont aujourd’hui bien compris, et un cadre rigoureux
a été établit lors des quelques dernieres décénnies. Le formalisme général,
résumé dans quelques livres et articles [88, 15, 62, 59, 114, 63|, surmonte les
difficultés engendrées par I’absence de symétries. Nous avions vu en particu-
lier que la notion d’état de vide, basée sur ’existence d’un champ de Killing
de type temps, est remplacée par une classe d’états physiques qui vérifient
la condition de Hadamard.

Cependant, I’hypothese que I'espace-temps est globalement hyperbolique
contraint les applications possibles de cette théorie, comme cela exclut par
exemple ’espace anti de Sitter (ou AdS). Cet espace-temps, ainsi que la
classe d’espaces asymptotiquement AdS, est I'objet de vastes études, surtout
dans le contexte de la conjecture AdS/CFT [120]. Cette conjecture relie
une théorie hypothétique de gravité quantique a une théorie conforme sur le
bord d’un espace asymptotiquement AdS. Il est important d’accentuer le fait
qu’elle parle de degrés de libertés gravitationnels dynamiques, il n’est donc
pas suffisant d’étudier des théories effectives juste sur ’espace AdS exact.
Malheureusement, bien qu’il existe des constructions rigoureuses dans ce cas
particulier, [3, 135, 49, 50, 22, 100, 51, 113, 14, 31], elles font toutes usage
de symétries et contiennent peu d’indications sur le cadre général. Cela est
clairement tres différent de la situation sur les espaces-temps globalement
hyperboliques.

Dans Darticle [Wr8] nous donnons une construction systématique et ri-
goureuse de champs quantiques linéaires scalaires sur les espaces asympto-
tiquement AdS. Nous considérons pour l'instant le cas de conditions aux
limites de Dirichlet a I’horizon (d’autres conditions aux limites sont le sujet
de travaux en cours). Nous développons un cadre algébrique qui généralise
le formalisme dans le cas globalement hyperbolique, et comme critere pour
sélectionner la classe d’états physiques, nous proposons ce que nous appelons
la condition de Hadamard holographique. Nous démontrons que les états qui
vérifient cette condition existent bien, et que leur fonctions & deux points
sont uniques modulo des termes qui sont lisse dans 'intérieur (ce qui donne
un analogue du théoreme de Radzikowski). De plus, comme nous allons ’ex-
pliquer, un résultat semblable est vrai pour la théorie conforme induite sur
le bord.

Donnons d’abord un apercu des travaux antécédents sur les champs clas-
siques et quantiques sur des espaces asymptotiquement AdS, en commengant
par le cas classique.

70
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L’équation de Klein-Gordon sur AdS a été étudiée par Breitenlohner et
Freedman [21], qui ont démontré l'existence de solutions pour un certain
régime de masses (cf. le travail de Yagdjian and Galstian, qui ont donné des
formules explicites [164]), et par Ishibashi et Wald [100], qui ont décrit les dy-
namiques statiques correspondantes & des conditions aux limites différentes.
Un résultat analogue a [21] dans le cas de I’équation de Dirac a été obtenu
par Bachelot [5]. La solvabilité avec conditions aux bord de Dirichlet dans
le cas plus général d’espace asymptotiquement AdS a été établie par Holze-
gel [89] et retravaillée par Vasy [151], qui a en plus démontré un théoréme
de propagation de singularités dans ce cadre. Les conditions aux limites de
Neumann et Robin ont été étudiés par Warnick [160], et d’autres conditions
aux limites ont été traitées par Holzegel, Luk, Smulevici and Warnick [90] ;
ceci est aussi lié a un travail de Bachelot [7] dans le cas d’AdS exact, et
de Gannot [66] dans le cas statique. Des applications a la holographie (en
termes de donner un sens aux traces sur le bord) ont été étudiées par En-
ciso et Kamran, et ’équation de Proca a été étudiée dans un cadre général
par Gover, Latini et Waldron [72]. L’équation de Klein-Gordon et de Dirac
sur des trous noirs asymptotiquement AdS font ’objet d’un grand nombre
d’études récentes, entre autres [94, 93, 98, 161, 67, 45].

La théorie quantique des champs sur AdS a été étudiée par Avis, Isham
et Storey [3], qui ont basé leur analyse sur la connaissance de formules
exactes pour des solutions et bi-solutions de 1’équation de Klein-Gordon en
termes de fonctions spéciales. Cette approche a été ensuite développée dans
un langage rigoureux par Bros, Epstein et Moschella [22].

L’intérét suscité par la correspondance AdS/CFT [120] a provoqué des
questions sur comment cette dualité peut se transférer au niveau des champs
quantiques, et quelles sont ses manifestations au niveau des observables. Cela
a été largement clarifié par les travaux de Rehren [134, 135], qui a proposé
une dualité algébrique (voir [136, 137] pour une généralisation aux espace-
temps asymptotiquement AdS) et par Diitsch et Rehren [49, 50, 51], Kay
et Larkin [109] et Kay et Ortiz [110]. Un travail de Zahn [165] décrit aussi
un mécanisme holographique en quelque sorte semblable aux modeles de
dualité AdS/CFT, bien que dans un cadre différent.

Wald [158] et Ishibashi and Wald [99, 100] ont donné les bases mathé-
matiques pour la construction de champs quantiques sur des espace asymp-
totiquement AdS statiques en étudiant la dynamique classique et le role
des conditions aux limites. D’autres résultats utiles ont été obtenus pour la
région de Poincaré de AdS par Bachelot [6] (voir aussi [8] pour une analyse
centrée sur les branes de Sitter).

Les développements autour de la condition de Hadamard (en particulier
les applications & la renormalisation) ont motivés des travaux sur le compor-
tement local de fonctions & deux points sur AdS et d’autres espace-temps
globalement hyperboliques en utilisant la paramétrix de Hadamard comme
ingrédient principal [108, 113, 14, 31]. Toutefois, aucune proposition micro-
locale dans I'esprit du travail fondamental de Radzikowski [133] n’a été faite,
et il n’est pas clair comment traiter des phénomeénes holographiques avec ces
approches purement locales.
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1. Travail [Wr8] : Champs linéaires sur espaces
asymptotiquement AdS

1.1. Equation de Klein-Gordon sur espaces asymptotiquement
AdS. Le point de vue qu’on adopte peut se résumer ainsi : tout comme sur
un espace-temps globalement hyperbolique, les singularités des solutions de
I’équation de Klein-Gordon (et donc des fonctions a deux points) se décrivent
naturellement a l'aide du front d’onde, pour des espaces temps asymptoti-
quement AdS il est utile d’utiliser le b-front d’onde, comme le motive le
théoreme de propagation des singularités de Vasy.

Introduisons d’abord le cadre géométrique, en suivant le travail de Vasy
[151]. On utilise ici la convention (4, —, ..., —) pour la signature de métriques
lorentziennes.

Définition 6.1. On dit qu’un espace-temps (M, g) est asymptotiquement
anti de Sitter si pres de oM, la métrique g peut s’écrire sous forme

—dz?> + h
927

(1.67) Il

z
avec h € C®(M;Sym>T*M) tel que pour une décomposition produit M =
0M x |0,¢), prés de OM, hlaprest une section de T*OM @ T*0M et une
métrique lorentzienne sur oM .

Pour prendre compte du fait que les géodésiques nulles peuvent tou-
cher le bord ¢M, il est utile d’introduire la notion de géodésiques nulles
brisées sur M. FElles peuvent étre définies comme la projection de M des
bicaractéristiques brisées généralisées [116].

Hypothése 6.2. Nous supposons que (M, g) est un espace asymptotique-
ment AdS et nous faisons les hypothése globales suivantes :

(TF) il existe t € C*(M) qui sur chaque géodésique nulle brisée est stric-
tement croissante ou strictement décroissante, et prend toutes les
valeurs réelles ;

(PT) topologiquement, M = R, x ¥ pour une variété compacte a bord X.
Les exemples les plus élémentaires sont :

Exemple 6.3. Le recouvrement universel d’anti de Sitter peut étre décrit
comme la variété Mags = Ry x B! (ot B"~! est la boule fermée) munie
de la métrique

—(1 + 2%) 7122 + (1 + 2?)dt? — dw?
gads = 2

sur [0,1), x Ry x S%72, avec bord M aqs = {z = 0}, voir e.g. [151] pour plus
de détails.

Exemple 6.4. La région de Poincaré d’anti de Sitter est la variété Mppqs =
[0,00)., x R"~! munie de la métrique

—dz? + dt? — dx>
22 '

gPAdS =
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Ecrivons 'opérateur de Klein-Gordon sur (M, g) comme
—1)2 1 1
(L68)  P=Cy+v* = U O =gl 201979 ).
oll n > 2 est la dimension de M et v? est un parametre réel. Comme dans
la vaste majorité de la littérature, on suppose la borne de Breitenlohner—
Freedman :

Hypothése 6.5. On considére l'opérateur de Klein-Gordon (1.68) avec v >
0.

Un des résultats fondamentaux dus & Vasy [151] est l'existence de pro-
pagateurs retardés et avancés de Dirichlet G4, i.e., d’inverses de P qui
résoudent Pu = v et ulspyr= 0 pour u qui s’annule a l'infini passé/futur,
étant donné v avec la méme propriété.

Introduisons tres brievement les espaces de distributions naturels dans
ce contexte.

Soit L2(M) = L*(M, g), et notons par (-|-)z2 le produit correspondant.
Remarquons que di au comportement de la métrique g prés du bord, cet
espace est trés différent par exemple de L%([0, +o0), x R"™1) et ressemble
plutot & un espace a poids comme z”/2L2([0, +m0), x R"1). Rappelons que
Pespace de distributions extensibles C~ (M) peut étre défini comme le dual
de 'espace des fonctions lisses qui s’annulent & tout ordre a oM.

L’espace zero-Sobolev d’ordre 1 est défini par

Hy(M) = {ueC ®(M): Que L*(M) VQ € Diffj(M)},
ou Diff[l)(M ) est 'espace de tous les champs de vecteurs et opérateurs de mul-

tiplication qui s’annulent au bord M. Ensuite, on note HJ(M) = L?(M), et
on définit Hy ' (M) comme le dual de H} (M) en utilisant le produit L?(M).

Définition 6.6. Pour ke {—1,0,1}, Hg’go(M) est l’espace de distributions
conormales par rapport a HY(M), i.e.,

Hy (M) = {ue H§(M) : Que Hf(M) YQ € Diffy, (M)},

Ci-dessus, Diff,(M) = (Jien, Difff (M) est I'espace des opérateurs b-
différentiels : on peut les caractériser comme les opérateurs différentiels ob-
tenus en composant des champs de vecteurs tangents a dM et ajoutant des
opérateurs de multiplication.

On utilisera aussi le sous-espace H(]f,c(M ) de HY(M) (et le sous-espace
H(]i’g)c(M ) de H(]iﬁo(M )) formé d’éléments & support compact. Ici, ‘support
compact’ est au sens de la variété a bord M, donc il est possible de toucher
le bord 0M. Comme dans notre cadre les directions spatiales sont compac-
tifiées, ‘support compact’ s’interprete simplement comme ‘supporté dans un
intervalle de temps fini’.

Ensuite, soit Hé“jloc(M ) espace de distributions qui localement sont

HE(M) (et semblablement pour Hg,ﬁ)loc(M )). Apres avoir introduit les to-
loc (M) est en dualité avec
Haf(M) Remarquons qu’a l'intérieur M°, Hg,ﬁoc(M) coincide avec C®(M?°).
Finalement, les espaces a régularité conormale arbitrairement basse sont
définis par dualité, par exemple, H&’;&(M) est le dual de Haégo(M)

pologies correctement, on peut montrer que H(’i
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1.2. Condition de Hadamard holographique. Le propagateur re-
tardé et avancé sont continus comme applications :

-1, 1, —-1,— 1,—
Gi : HO,b,cOO(M) - HO,S?]OC(M)7 Gi : HO,b,c OO(M) - HO,b,loc?c(M)'

Nous donnons un sens & la théorie des champs sur (M, g) en définissant
d’abord I'espace de phase, dont la construction est résumée dans le théoreme
suivant.

Proposition 6.7 ([Wr8]). Le propagateur causal de Dirichlet G := G4 —G_
induit une bijection

Hy b2
0,b,c 1,00
(1.69) [G]: —35—— — {ue Hyp oo (M) : Pu=0}.

PHO,’b,c(M)
De plus, i(*|[G]-) 2 est une forme hermitienne non dégénérée sur l’espace
quotient ci-dessus.

Dans ce cadre, les analogies avec le cas globalement hyperboliques et les
propriétés de P motivent d’appeler fonctions a deux points pour P les paires
d’opérateurs

—1.— 1,—
(1.70) AL Hyy o (M) — Hyp v (M),
qui vérifient :

i) PA* =A*P =0,

1.71
(L.71) i) AT —A" =iG et AT >0.

L’ingrédient clé de nos résultats et du travail de Vasy est le cadre du
b-calculus de Melrose [121, 122], déja mentionné avant.

Expliquons quelques de ses ingrédients dans le contexte présent. On
considere les distributions dans H&’{f (M) comme étant ‘maximalement ré-

BN ) s . . . . 1,—c0
gulieres’. Plus généralement, si u est une distribution dans Ho,b,loc(M ), on

introduit I'ensemble WF%;OO(U) (le b-front d’onde de w) qui indique ot micro-
localement u n’est pas Hé ’go .(M). Le théoreme de Vasy décrit la propagation

de WF%}’OO(U) étant donné de l'information sur la b-régularité de Pu [151].
Localement dans 'intérieur de M, cela se réduit au théoreme de propagation
des singularités de Hormander ; par contre, le nouvel aspect est la réflexion
des singularités lorsqu’elles atteignent le bord.

Le front d’onde WFII)’OO(U) peut étre défini de maniere analogue au cas
C®™ en remplacant les classes usuelles d’opérateurs pseudo-différentiels par
la classe WL(M) qui généralise les opérateurs b-différentiels Diffy, (M).

Une des difficultés dans notre situation est qu’on s’intéresse aux singula-
rités de noyaux de Schwartz, qui sont des objets plutot complexes dans le cas
de variétés a bord. L’idée que nous employons consiste a tout reformuler en
termes d’opérateurs et de leurs compositions avec des éléments de Wy, (M).
Nous introduisons les définitions suivantes :

Définition 6.8. La classe d’opérateurs b-régularisants W, (M) est l'en-
semble des opérateurs bornés de HJ&’;OO(M) dans Hol’soloc(M).
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Définition 6.9. Soit A : HO_];’C_OO(M) — Hégﬁfc(M) un opérateur continu.
Une paire de points (q1, q2) € (PT* M\ 0) x (°T* M\ o) n’est pas dans WFy,(A)’
s’il existe B; € \Ilg(M), elliptique en q; (i = 1,2), tel que BiAB3y € W, *(M).

Remarquons que contrairement a la définition du front d’onde WF(A)'
d’un noyau de Schwartz sur une variété sans bord, la Définition 6.9 ne dit
rien des singularités potentiellement localisées dans la section zéro d’une des
composantes. Toutefois, il est possible d’avoir une description complete des
singularités si on contréle en plus la propriété que

-1, 1,
A HO,b,(?O(M) - H&s,jloc(M)

soit continu. Nous montrons que si ¢’est le cas alors WF,(A)' = & implique
effectivement que A € W, ©(M).

Comme sur chaque composante, WF},(A)’ est invariant par les homothé-
ties sur les fibres, on peut remplacer chaque copie de PT* M\ o par le quotient

bS*M = (PT*M\ o) /R4

par l'action de R par homothéties sur les fibres : ceci nous permet de parler
de voisinages de points dans un front d’onde.

Nous proposons la définition suivante.

Définition 6.10. Nous disons qu’une paire d’opérateurs AT vérifie la condi-
tion de Hadamard holographique si

(1.72) WFL(AT) « NE x NE

Les ensembles N'E sont les nappes positives et négatives de I’ensemble
caractéristique compressé N de P. Pour expliquer cela trés briévement, no-
tons d’abord g la métrique ‘désingularisée’ 22g. L’ensemble caractéristique
compressé N est obtenu & partir de I’ensemble caractéristique N de [z en
identifiant les covecteurs de méme moment tangentiel. On voit donc que
la condition (1.72) est trés semblable a la condition de Hadamard sur les
espace-temps globalement hyperboliques, avec la différence principale qu’il
y a la possibilité de réflexion des singularités au bord.

Notre résultat principal est le théoréeme suivant.

Théoréme 6.11 ([Wr8]). Supposons les Hypothéses 6.2 et 6.5. Il existe des
fonctions & deuz points AT qui vérifient la condition de Hadamard hologra-
phique (1.72), et elles sont uniques modulo des termes dans W, (M) (donc
en particulier modulo des termes dont le noyau est lisse dans lintérieur M°® ).

Nous démontrons le résultat d’existence en adaptant a notre cadre 1’ar-
gument de déformation de Fulling, Narcowich and Wald [64], originellement
proposé pour des espaces globalement hyperboliques.

En utilisant le théoreme de propagation des singularités de Vasy on
montre aussi un analogue du théoreme de Duistermaat & Hormander’s [48]
sur les paramétrices distinguées dans notre cadre. La démonstration differe
de la stratégie de [48], et utilise le Théoréme 6.11.

On note 7 : °PT*M — M la projection du fibré, et pour qi,qs € PS*M
on écrit g1 ~qo s’ils sont sur la méme bicaractéristique brisée généralisée.
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Théoréme 6.12 ([Wr8]). Supposons les Hypotheses 6.2 et 6.5. Alors :

WFL(G2)\Ar € {(q1,42) : @1*qe, Tt(mqr) > tt(mga)},

ot Ay = {(q1,q2) € PS*M x PS*M : t(rq1) = t(mq2)}. De plus, supposons
que AT sont des fonctions d deuz points holographiques. Alors

WFb(Ai)’ < {(q1,42) e NT x NT . q1~q2 ou Tq) = Wq2}.
Si on pose Gp := i 'AT + G_ et Gy = —i7*A~ + G_, alors :
WEL(Gr)\A; < {(q1,02) © q1%qo, and *t(rq) < £t(rmgo) si g1 € N},
WEL(GE)\A: < {(q1,02) © q1%qo, and Ft(rq1) < Ft(rgo) si g1 € N}

Théoréme 6.13 ([Wr8]). Sous les mémes hypothéses, supposons qu’on a
un opérateur

G Hyb 72 (M) — Hypie (M)
qui vérifie PG =1, G4 P = 1 modulo des termes dans W, ©(M), et

WEF (G )\A: < {(q1, %) : a1*q2, t(rqr) > t(mga)}.

Alors G — G4 € W, (M). Le résultat analogue est vrai pour les trois
autres types de propagateurs.

1.3. Théorie induite sur le bord conforme. Le mot holographique
dans notre définition indique des propriétés spéciales des fonctions a deux
points vérifiant (1.72). Pour expliquer cela, introduisons quelques aspects de
la correspondance AdS—CFT dans le cadre des champs libres. Comme une
breve inspection de I’équation Pu = 0 le motive, on peut s’attendre a ce que
les solutions sont de formes
n—1 tv,

2
avec v— = 0 dans notre cas, pour raison de compatibilité avec la condition
aux limites de Dirichlet. En étendant un argument de Vasy [150, 151] on
démontre que (1.73) est vrai pour u conormal en z & valeurs dans les distribu-
tions dans dM, et de plus, on montre que ¢a implique v € C*°([0,€),; D' (0 X)).
Cela signifie en particulier que la trace a poids

(1.73) u=z" vy +2""v_, vy =

dvu = (27" u)lom

est bien définie. Comme 2z 7%+u = v, est lisse dans la direction normale au
bord, I'information sur la régularité conormale de u donnée par le b-front
d’onde WF%)’OO(U,) peut étre utilisée pour estimer le front d’onde (usuel, C'®)
de 01 u.

Pour les champs libres, le premier aspect important de la correspondance
AdS—CFT est qu'on cherche a redéfinir ¢, au niveau des champs quantiques.
En termes de fonctions a deux points, 'objet a étudier est donc 6+AJ—F6_’; :
CP(OM) — C*(0M). Nous démontrons le résultat suivant.

Théoréme 6.14 ([Wr8]). Supposons les Hypothéses 6.2 et 6.5. Si AT sont
des fonctions a deux points pour P alors

0+ AL . CP(OM) — C* (M)
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est bien défini. De plus, si AT vérifient la condition de Hadamard hologra-
phique (1.72), alors

WF(2,A%0%) © +(I x T)

pour un certain I' € T*0M\ o tel que 'n—T" = & (o0 le signe moins signifie
multiplication par —1 dans les variables duales). De plus, si AT est une autre
paire de telles fonctions a deux points, alors 0+ (INXir — AT)0% a un noyau de
Schwartz lisse.

Suivant la terminologie des champs libres généralisés sur espace-temps
courbes introduite par Sanders [141], A% induit une paire de fonctions &
deux points 0+Aié’i qui vérifie la condition de Hadamard généralisée. Cela
correspond bien a ce qu’on peut s’attendre en connaissant les propriétés des
champs libres généralisés (qui sont en quelque sorte des superpositions de
champs a masses différentes) sur le bord d’AdS exact [50].

2. Travail [Wr14] : Mécanisme holographique pour champs
linéaires

2.1. Holographie en théorie des champs. Jusqu'a présent nous
nous sommes concentrés sur la question comment est-ce qu’une théorie des
champs classique ou quantique sur un espace asymptotiquement AdS (le
‘bulk’) induit une théorie sur le bord. Le probleme plus difficile est de savoir
si la connaissance de la théorie sur bord permet de reconstruire la théorie
dans le bulk et/ou la géométrie du bulk.

11 existe quelques idées (la plupart pour le cas de 'espace anti de Sitter
exact), plus ou moins rigoureuses, sur comment montrer un tel phénomene.
Toutefois, elles ne procurent pas de mécanisme général basé sur un phénomene
semblable pour les champs classiques. Pourtant, nous avions vu que la
définition de la trace a poids ¢4 sur le bord est tres naturelle du point de
vue des équations aux dérivées partielles, et on s’attend a ce qu’une dualité
au niveau quantique ait des implications au niveau classique.

La dualité algébriqgue de Rehren [134, 135] (voir aussi [136, 137]) dit
comment on associe géométriqguement des algebres d’observables sur le bord
a des algebres dans le bulk de facon bijective. Cela ne fait pas référence a
une dynamique classique. Un lien plus clair avec le cas classique est donné
par ce que 'on appelle parfois la ‘field-theoretical correspondence’, celle-ci
est toutefois basée sur une application qui integre en parametres de masses
différent sur le bord ; en résultat on obtient une théorie qui n’a pas le nombre
de degrés de liberté anticipé, voir e.g. [49] et [50, (4.17)]. Des indications
multiples sur les phénomenes classiques derriere ’holographie quantique se
trouvent dans la littérature physique, e.g. [78, 128, 112]. Cependant, il s’agit
le plus souvent d’analyse qui utilise des formules exactes et des hypotheses
de symétrie, ce qui obscurcit I'existence d’un mécanisme général.

2.2. Un mécanisme classique pour 1’holographie. Dans le tra-
vail [Wrl4] on considere les champs de Klein-Gordon linéaires sur un es-
pace asymptotiquement AdS dans le cadre introduit dans le sous-chapitre
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précédent. On démontre une certaine dualité pour les observables quan-
tiques, basée sur des théoremes de prolongement unique a travers une hy-
persurface de type temps.

Notons par (V, q) I'espace de phase obtenu dans la Proposition 6.7. Soit
A% des fonctions & deux points (rappelons que dans notre cadre, on sup-
pose quelles vérifient une condition de régularité (1.70)). Notons par VP!
s . e . 1 _
le complété de V par rapport au produit scalaire induit par §(A+ + A7), et
¢°?! I'extension correspondante de g. On considere la C*-algebre de Weyl

Apiic (M) := CCRWeyL(Pepl et

associée & l'espace de phase (VP! ¢°P') (voir par exemple [36]; dans le
contexte présent il est utile d’avoir une version C'*-algébrique de 1’algebre
CCR plutét que juste une *-algebre). Pour O < M et V < M ouverts, on
introduit les sous-algebres suivantes de A (M) :

(1) Soit Apuk (V) la sous-algebre associée aux éléments & support dans
V.

(2) Soit Apq(O) la sous-algebre associée aux éléments de forme 07 f,
f e CF(0), ou 0% est I'adjoint formel de 0.

La sous-algebre 2,4(O) décrit des observables localisées dans la région
O du bord, et Apux (V) décrit les observables localisées dans la région V' du
bulk. Le point subtil est que les distributions de forme 0% f sont supportées
au bord et sont donc trop singulieres pour appartenir a l’espace de phase
original V (dont les éléments appartiennent a H- g:so (M)). Par contre, nous

montrons que 0} f € VPl ce qui permet d’utiliser le cadre algébrique tout
de méme. Remarquons qu’il est tout a fait justifié de passer au complété,
comme c’est de toute facon une étape nécessaire dans la construction GNS.
Le seul inconvénient est que la définition de Apq(O) et Apuk (V) dépend du
choix de A, Notre résultat principal sera toutefois valide par exemple pour
tous les A% vérifiant la condition de Hadamard holographique et le choix
d’état concret n’affectera pas son interprétation.

Le mécanisme classique que nous employons est exprimé par la définition
suivante.

Définition 6.15. Pour un O < 0M ouvert, son enveloppe d’unicité V(0O) c
M est l'ouvert le plus large tel que pour chaque solution u € H&’];ﬁ?c(M) de
Pu =0 dans M on a limplication

(2.74) (04u =0 sur O) = (u =0 sur V(0)).

On dit que la propriété de continuation unique est vérifiée pour O si V(O) #

(%8

Théoréme 6.16 ([Wrld]). Supposons les Hypothéses 6.2 et 6.5. Soit A+
une paire de fonctions a deux points (au sens qu’elles vérifient (1.70) et
(1.71). Soit O < OM wun ouvert, et soit V(O) son enveloppe d’unicité. On
consideére les *-algebres Apg(0) et Upu(V(0)) associées a A%, O et V(O).
Alors :

(2.75) Apa (0) 2 Apui(V(0)).
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Toute 'information dans V(O) est donc codifiée dans O, ce qui est un
énoncé non trivial si la propriété de continuation unique est vérifiée pour
O. La démonstration se fait par réduction a des produits scalaires qui sont
en méme temps des solutions de P, et ainsi on peut utiliser la propriété
de continuation unique a ce niveau. Les difficultés techniques viennent du
complété et de 'usage de plusieurs topologie différentes dans ce probleme.
Un réle important est joué par le Théoreme 6.14.

La propriété de continuation unique a été démontrée récemment par
Holzegel et Shao [91, 92]. Nous résumons leurs résultats ci-dessous, en se
concentrant uniquement sur le cas linéaire et sur les conditions aux limites
de Dirichlet (bien que leur théoréme soit plus général) :

(1) Sur une large classe d’espaces asymptotiquement AdS, la propriété
de continuation unique est vérifiée pour chaque O tel que [T, T x
0% < O pour un T suffisamment grand (pour que les géodésiques
nulles aient le temps de se reconcentrer). A présent il n’y a pas
d’estimée générale sur la taille de I'enveloppe d’unicité V (O).

(2) Dans le cas de 'espace anti de Sitter exact, ’enveloppe d’unicité
est égale V(0O) = M pour O comme ci-dessus.

Le fait remarquable est que I’énoncé et la démonstration de (1) ne font
pas usage d’analyticité et se généralisent aux champs classiques non linéaires.

Dans le cas quand (M, g) est réel-analytique, on peut aussi utiliser le
théoréme d’Holmgren (voir e.g. [96, Thm. 8.6.5]), qui implique que V(0O) #
& pour O non vide arbitrairement petit, et 'enveloppe d’unicité V(O) est
alors un voisinage de O dans le bulk. Par le Théoreme 6.16 cela donne un
énoncé qui correspond le mieux aux prédictions des théoriciens en AdS/CFT.
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