
Huiswerkopgave HW3

Laat U ⊂ C open zijn en (fk)k∈N een rij continue functies U → C die puntsgewijs convergeert naar
een limietfunctie f : U → C. Gegeven is verder dat de convergentie uniform is op iedere in U bevatte
gesloten schijf D̄(α, r).

(a) Toon aan dat voor iedere α ∈ U een r > 0 bestaat met D̄(α; r) ⊂ U.
(b) Toon aan dat f continu is op U.

(c) Veronderstel dat α ∈ U en dat r > 0 zo is dat D̄(α; r) ⊂ U. Zij z ∈ D(α; r). Bewijs dat

fk(w)

w − z
→ f(w)

w − z
, (k →∞),

uniform in w ∈ ∂D(α; r).

(d) Veronderstel dat α ∈ U en dat r > 0 zo is dat D̄(α; r) ⊂ U. We definiëren de functies
Fk : D(α; r)→ C door

Fk(z) =

∫
σ

fk(w)

w − z
dw, (z ∈ D(α; r)),

met σ : [0, 2π] → U de standaard parametrisering van ∂D(α, r). Toon aan dat voor iedere
z ∈ D(α; r) geldt dat

lim
k→∞

Fk(z) =

∫
σ

f(w)

w − z
dw.

Veronderstel in het vervolg dat voor iedere k ∈ N de functie fk continu complex differentieerbaar is
op U.

(e) Zij α ∈ U en veronderstel dat r > 0 zo is dat D̄(α; r) ⊂ U. Bewijs dat∫
σ

f(w)

w − z
dw = 2πif(z)

voor iedere z ∈ D(α; r).

(f) Toon aan dat f continu complex differentieerbaar is op U. Hint: gebruik het resultaat van Op-
gave 3.11.
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