
Huiswerkopgave HW4

In deze opgave is p : C→ C een veeltermfunctie van de graad n ≥ 1. Er is dus een stel coëfficiënten
a0, . . . , an ∈ C, an 6= 0 zo dat

p(z) =
n∑
j=0

ajz
j , (z ∈ C).

We noteren met N de collectie van nulpunten van p in C, dwz de collectie van α ∈ C met p(α) = 0.

(a) Veronderstel dat α ∈ N. Toon aan dat er een positief geheel getal m = m(p, α) bestaat en een
veeltermfunctie q : C→ C van graad strikt kleiner dan n zo dat q(α) 6= 0 en

p(z) = (z − α)mq(z), (z ∈ C).

Hint: ontwikkel p naar machten van z − α.
(b) Toon aan dat een r > 0 bestaat zo dat N ∩ D̄(α; r) = {α}.
(c) Toon aan dat ∫

∂D(α;r)

p′(z)

p(z)
dz = 2πi m(p, α).

waarbij we in de integraal gebruik maken van de standaardparametrisering van ∂D(α; r).

(d) Bewijs dat de functie p′/p holomorf is op D(α; r) \ {α} en dat

Resz=α

(
p′(z)

p(z)

)
= m(p, α).

We veronderstellen in het vervolg dat γ : [a, b] → C een gesloten stuksgewijze C1 kromme is zo dat
voor iedere z ∈ C \ γ([a, b]) geldt dat W (γ, z) ∈ {0, 1}. Zij B de verzameling van z ∈ C \ γ([a, b])
met W (γ, z) = 1 (het ‘binnengebied’ van γ).

(e) Als N ∩ γ([a, b]) = ∅, toon aan dat

1

2πi

∫
γ

p′(z)

p(z)
dz =

∑
β∈N∩B

m(p, β).
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