
Huiswerkopgave HW5

Doel van deze opgave is het bepalen van de integraal

I =

∫ ∞

0

√
x

1 + x2
dx.

Hiertoe beschouwen we de halflijn L = −[0,∞[ i ⊂ C.

(a) Toon aan dat de wortel functie x 7→
√
x, ]0,∞[→ R een unieke voortzetting heeft tot een

analytische functie w : C \ L → C. Hint: gebruik een geschikte tak van de logaritmische
functie.

In het vervolg schrijven we w(z) =
√
z voor z ∈ C \ L. Voor 0 < ε < 1 < R definiëren we de

stuksgewijze injectieve C1 kromme γ = γε,R door de eis dat hij een aaneenschakeling is van 4 krom-
men, namelijk de krommen met beelden c(ε,R), σR, d(ε,R) and τε, weergegeven in de onderstaande
figuur. De doorlooprichting is tegen de richting van de klok.
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(b) Bewijs dat ∫
γ

√
z

1 + z2
dz =

π√
2
(1 + i).

(c) Bewijs dat ∫
d(ε,R)

√
z

1 + z2
dz = i

∫ R

ε

√
x

1 + x2
dx.

(d) Toon aan dat
∫
σR

√
z/(1 + z2) dz → 0 voor R→∞.

(e) Toon aan dat
∫
τε

√
z/(1 + z2) dz → 0 voor ε ↓ 0.

(f) Bewijs dat I = π/
√
2.
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