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1 Rijen en reeksen van functies

Opgave 1.1 Voor k > 1 beschouwen we de functie fx : = — sin(z/k). Toon aan dat f, — 0
uniform op [—R, R| voor iedere R > 0. %)

Opgave 1.2 Zij V een verzameling. Een functie f : V' — C heet begrensd indien er een M > 0
bestaat zo dat |f(z)| < M voor alle x € V. Zij B(V,C) de lineaire ruimte van begrensde functies
f:v—==C

Voor f € B(V,C) definiéren we

[fllv = sup |f(z)] = sup{[f(z)| | z € V}.
zeV

Dit getal heet ook wel de sup-norm van de functie f op V.

(a) Toon aan dat door || - ||y inderdaad een norm op B(V, C) gedefinieerd wordt.

Als gevolg hiervan wordt door dy (f, g) := || f — g||v een afstand op V' gedefinieerd.

(b) Toon aan dat voor een rij (fx)ren in B(V, C) en een functie f € B(V, C) geldt dat de volgende
uitspraken gelijkwaardig zijn:

* Derij fj, convergeert op V uniform naar f.
* In de metrische ruimte (B(V,C), d) geldt limy_,~ fx = f.
(c) Veronderstel nu dat V' C R", en zij Cy,(V, C) de ruimte van begrensde continue functies f :

V' — C. Toon aan dat Cy,(V, C) een gesloten deelverzameling van B(V, C) is.
@

Opgave 1.3 Het doel van deze opgave is de volgende verscherping van Gevolg 3.13 te bewijzen.
Zij I = [a,b] een gesloten en begrensd interval, en (fx)ren een rij Riemann-integreerbare functies
I — R. Veronderstel dat de rij f op I uniform convergeert naar een functie f : I — R. Dan is f

Riemann-integreerbaar en
b b
/ f(z)de = lim/ fr(x) da.
a k—oo Jq

Bewijs:
(a) Per definitie van Riemann-integreerbaarheid geldt dat iedere functie f;, begrensd is. Toon aan
dat f begrensd is.

(b) ZijjV ={a =29 < ... < x, = b} een verdeling van I. Toon aan dat voor de bovensommen
van f en fi ten aanzien van V' geldt dat

IS(f, V) = S(fi: V)| < |If = frllr(b— a).

(c) Geef een soortgelijke schatting voor de ondersommen.

(d) Toon aan dat bij iedere ¢ > 0 een k € N bestaat zo dat voor elke verdeling V' van [a, b] geldt
dat:
_ — €
S(£,V) = 8(£V) < 5(fe, V) = S(fi, V) + 5

p—



(e) Toon aan dat f Riemann-integreerbaar op |a, b] is.
@

Opgave 14 Zij [ = [a,00[, met a € R. Zij g : I — R een niet-negatieve oneigenlijk Riemann-
integreerbare functie en zij voor iedere k£ € N een lokaal Riemann-integreerbare functie fj, : I — R
gegeven met | fi| < g op I. Veronderstel tenslotte dat f : I — R een functie is zodat fi, — f uniform
op ieder deelinterval [a, 5] C 1.

(a) Toon aan dat de functie f lokaal Riemann integreerbaar op [ is. Hint: gebruik de vorige opgave.

(b) Toon aan dat | f| < g. Waarom mag u nu concluderen dat f oneigenlijk Riemann-integreerbaar
op I is?

(c) Toon aan dat er voor iedere € > 0 een element 3y € I bestaat zo dat

0§/Oog(t)dt<e/4
B

0

(d) Toon aan dat voor alle 3 € [fy, oo[ geldt dat

’/00 f(t) dt‘ <e€/4, en
B

/;O £u(0) dt’ <e/t, (keN).

(e) Toon aan dat

/aoo F(t) dt = lim /aoo Fu(t) dt.

k—o00

@

Opgave 1.5 Zij I een begrensd interval in R en zij f,,, n € Z~¢, een rij van continu differentieerbare
complexwaardige functies op I.

(a) Neem aan dat de rij van afgeleiden f,,” uniform convergeert naar de functie g en dat er een
a € I enc € Cis, waarvoor f,(a) naar c convergeert als n — co. Bewijs dat er een continu
differentieerbare functie f op [ is, waarvoor f, uniform naar f convergeert als n — oo en
verder f' = g, f(a) = c.

Hint: gebruik de hoofdstelling van de integraalrekening en schrijf, voor iedere x € I,
x
fule) = fula) + [ Suw)dy
a

en bewijs dat dit voor n — oo convergeert naar ¢ + ff 9(y) dy.

(b) Neem aan dat de reeks van functies ) _, -, f3" uniform convergent is en dat de reeks van getallen
> x>1 fr(a) convergeert. Bewijs dat de reeks van functies ) |, - fj uniform convergeert, dat
de som een continu differentieerbare functie is en dat

d — = d
M;fk(l‘):;(mfk(x)a rel.

Men noemt dit de regel van differentiatie onder het somteken.



Opgave 1.6 Definieer de rij van functies f, : R — R, k € Z>, door

332

Jr(x) = 1122 z eR.

(a) Bewijs dat voor iedere € R de reeks ), f(x) convergent is en bereken de som s(z). Be-
handel hierbij het geval dat z = 0 apart. Is s : R — R continu? Bewijs dat de reeks ) _, fi(x)
niet uniform convergent is op R.

(b) Zij 6 > 0. Bewijs dat de reeks ) _,. fx(z) uniform convergentis op {x € R | |z| > §}.
%)

Opgave 1.7 We beschouwen een rij (ay,,)pen in een metrische ruimte (V, d). Onder een limietpunt
van de rij verstaan we een punt a € V met de eigenschap dat voor iedere ¢ > O en N € N een
n > N bestaat zo dat a,, € B(a;e). Toon aan dat de volgende beweringen gelijkwaardig zijn, voor
elkea € V.

(a) Er bestaat een deelrij (an,, )ken van (an)nen met limg_,o0 ap, = a.

(b) Het punt a is een limietpunt van (a,)pen.

We beperken ons vanaf nu tot V' = R en nemen aan dat de rij (a,,)nen in R begrensd is. We definiéren
een nieuwe rij (by, )nen door

by, = sup{an,anﬂ, .. } = sup{ak \ k> n}

(c) Bespreek waarom dit een correcte definitie is.
(d) Toon aan dat de rij (b,,) monotoon dalend is.

(e) Toon aan dat de rij (b,,) convergent is.

De limiet van de rij (b,,) wordt ook wel genoteerd met

limsup a, := lim b, = lim sup{ax | k£ > n}.
N—00 n—00 n—00

In het vervolg schrijven we A\ := lim sup a,.
n—oo

(f) Zij € > 0. Toon aan dat er voor elke N € N een n > N bestaat zo dat b,, — ¢ < A < b,,. Toon
aan dat hierbij een k > n bestaat zo dat b,, — ¢ < ag < by,.

(2) Toon aan dat \ een limietpunt is van de rij (ay,).

(h) Zij p een limietpunt van de rij (ay). Zij € > 0. Toon aan dat er een N € N bestaat zo dat
by < A+ %E. Toon aan dat hierbij een £ > N bestaat zo dat u < ay + %E. Toon aan dat
< A+e. Bewijsdat u < A.

Zij L de verzameling limietpunten van de rij (a,).

(i) Toon aan dat lim sup a,, = max L.
n—oo



(j) Definieer en bespreek een vergelijkbare limiet lirg inf a,,. Merk in het bijzonder op dat
n—oo

liminf a,, = min L.
n—o0

Opgave 1.8

(a) Toon aan dat door
f(z) = Z 27k sin kx
k=1

een continue functie f : R — R gedefinieerd wordt.

(b) Toon aan dat door

1 1
k=1

een continue functie R — R gedefinieerd wordt.

=

Opgave 1.9 Beschouw de reeks ) ;- ax in R met aj, = (—1)k

(a) Bewijs dat de reeks convergent is.
(b) Bewijs dat de reeks niet absoluut convergent is.

(c) Construeer een bijectie k — n(k) van Ny = {1,2,...} op zichzelf, zo dat de reeks
D an@)
k>1

convergent is met som 0.

Opgave 1.10 Definieer de functie f; : R — R door fi(z) = (sinz)* en beschouw de reeks

e (%)

k>0

(a) Bepaal de verzameling S van punten z € R waarin de reeks (*) puntsgewijs convergent is.
Bepaal de bijbehorende somfunctie g : S — R.

(b) Op welke in S gelegen intervallen / C R convergeert (*) uniform met som g7
@

Opgave 1.11 Gegeven zijn twee rijen (fx)r>0 en (gx)r>o van functies [0, 1] — R. Gegeven is verder
dat | fx(z)| < gr(z) vooralle k € Nenz € [0, 1].

Toon aan: als ), g, uniform convergent is op [0, 1], dan is ook ) .~ fi uniform convergent op
[0,1]. - N %



2 Machtreeksen en complex differentieerbare functies

Opgave 2.1 Definieer f(z) = 222 als z € C\ {0} en f(0) = 1. Bewijs dat f rond 0 ontwikkelbaar
is in een machtreeks (in machten van z). Bepaal de convergentiestraal van die machtreeks. @

Opgave 2.2 Zijc € Renzij f : R — R gedefinieerd door

_ 1+ ca?

(a) Zij ¢ # 1. Bepaal een machtreeksontwikkeling van f rond het punt 0. Bepaal de conergentie-
straal van die machtreeks. Wat gebeurt er voor ¢ = 1 met de convergentiestraal?
In het vervolg veronderstellen we dat a € R.

(b) Bepaal een machtreeksontwikkeling voor de functie
1 .
g:z—~——, C\{i} -C
z—1

rond het punt a. Hint: substitueer z = w + a en ontwikkel naar machten van w door gebruik te
maken van een meetkundige reeks.

(c) Bepaal voor ¢ # 1 een machtreeksontwikkeling van f rond a € R. Bepaal de convergentiestraal
van die machtreeks. Wat gebeurt er voor ¢ = 1 met de convergentiestraal?
@

Opgave 2.3

(a) Bewijs dat, als z # 1l enn € Z~y,

1 = z
_ k
1—z Z S 1—-=2
k=0
Substitueer z = —1?, integreer over i van 0 tot  en bewijs dat
n—1 (_1)k
arctan x = 22 (1) Ry (z),
2k +1
k=0
waarin
x y2n
R = d

(b) Bewijs dat de machtreeks

(=1D)F
Z T $2k+1 (*)
k>0

niet absoluut uniform convergent is op [0, 1]. Hint: bewijs dat deze uitspraak equivalent is met
de uitspraak dat .7, #ﬂ = o0o. Waarom is dit laatste waar?



(c) Bewijs dat voor iedere n € Z~g en x € R>( geldt dat

1 l,2n+1 x2n+1

- < R < .
T2yl =@ =5

Bewijs dat de machtreeks () uniform convergent is op [0, 1]. Wat is de convergentiestraal?
Wat is de som?

(d) Bewijs dat

Bewijs dat r,, — 0, ofwel Zz;é % — /4 als n — oco. Daarbij laat de eerste ongelijkheid

echter zien dat de convergentie uitermate langzaam is: als je een benadering met 6 nauwkeurige
decimalen wilt hebben, dan moet je al zo’n half miljoen termen sommeren. Voor iedere extra
nauwkeurige decimaal zijn 10 maal zoveel termen nodig.

Een stuk sneller gaat de benadering van 7/2™ met behulp van de partiéle sommen van (*), als
we T = a,, = tan(7/2"™) nemen met m een geheel getal dat groter is dan 2; de benadering gaat
des te sneller naarmate m groter is. Hierbij kunnen de a,,, inductief bepaald worden door as = 1
en door a,,,+1 te bepalen als de positieve oplossing = van de vergelijking a,, x> + 2z — a,,, = 0.
Deze x kan zeer snel met zeer grote nauwkeurigheid bepaald worden met behulp van Newton’s
benaderingsprocedure.

@

Opgave 2.4 Het eerste onderdeel dient als voorbereiding voor de rest van de opgave.

(a) Zij x > 0. Toon aan dat limg_, z1/k = 1. Hint: schrijf z als een e-macht.

We beschouwen nu een rij (ay, ),ecn van positieve reéle getallen zo dat

. An+1
lim sup nt =5,

n—00 an

Hierbij is S € [0, co]. We veronderstellen eerst dat S < oco.
(b) Zij e > 0. Toon dat er een N bestaat zo datn > N = ag—:l < S+e
(c) Toon aan dat voor alle £ > N geldt dat

ap < an(S +e)F N

(d) Toon aan dat lim sup,,_,._(az)'/* < S + €. Concludeer dat geldt

lim sup(az)/* < S.
k—o0

Dit geldt viteraard ook als S = oco.

(e) Toon aan dat

a
lim sup(az)*/* < lim sup RLARS

k—00 k—00 ag



Op soortgelijke wijze kan men een ongelijkheid voor liminf bewijzen. Dit leidt tot de volgende schat-

tingen:

lim inf 4L < lim inf(az)/* < limsup(ag)/* < limsup 4L,

k—oo  ag k—o0 k—o0 k—oo Ok

(f) Bewijs het volgende. Laat ), cx2* een complexe machtreeks zijn met ¢;; # 0 voor alle
k > 0. Veronderstel dat B
Chi1
Cr

lim

k—o0

=1L

Dan is de convergentiestraal van de machtreeks gelijk aan 1/L. (Laat zien dat deze uitspraak
ook een natuurlijke en correcte interpretatie heeft in het geval dat L = 0 of L = o0).
@

Opgave 2.5 Bepaal de convergentiestralen van de volgende machtreeksen:

@ > k>0 k22"
() Ypso(—1) k(k — )2
©) > >1 %ﬁ

k

) Zkzo %z% (pas hier op: a; = 0 voor k oneven).

Opgave 2.6 Bepaal de convergentiestralen van de volgende machtreeksen:

(@) > nlz™
(b) Z(Q"T!)IZ";
OPIE—=
() 3 mF

n!

@

Opgave 2.7 Het convergentiecriterium van Dirichlet zegt het volgende. Zij a,,, » > 1, een monotoon
niet-stijgende rij van re€le getallen die naar O convergeert als n — oo. Zij b,, n > 1, een rij van
complexwaardige functies op een verzameling V' waarvan de parti€le sommen uniform begrensd zijn,
in de zin dat er een positieve constante M is met de eigenschap dat voor iedere p > O en iedere z € V'

geldt dat
D ba(2)] <

n=1

Dan is er een functie f op V' waarvoor

P
pli)rgo z:l an by (2) = f(z), uniformvoor ze V.
n=



(a) Om dit te bewijzen, schrijf s,(z) = Y7 _| a, by(2) en By(z) = Y7 _, by(2). Bewijs met
volledige inductie over ¢ dat voor iedere ¢ > p > 1 geldt dat

q

sq(2) — sp(z) = Z (an — ant1) Bn(z) — aps1 Bp(2) + ag41 Be(2).
n=p+1

(Deze truc wordt ook wel parti¢le sommatie, of Abel-sommatie genoemd.) Gebruik nu dat
an — ap+1 > 0 en ay > 0 om aan te tonen dat

q
[sq(2) = sp(2)] < Z (an = any1) M+ app1 M + agr1 M = 2ap41 M.
n=p+1

Toon hiermee aan dat de functies s,(z) een uniforme Cauchy-rij vormen en maak het bewijs
van Dirichlet’s convergentiecriterium af.

(b) Als toepassing nemen we nu b, (z) = 2", en voor V' = Vj de verzameling der complexe getallen
z, waarvoor |z| < len |1 — z| > ¢, waarbij 0 een strikt positief reéel getal is. Bewijs dat als
an een rij van positieve re€le getallen is die monotoon naar nul convergeert, dan is voor iedere
0 > 0 de machtreeks anl an 2" uniform convergent op V;s. (Deze conclusie geldt natuurlijk
ook als we een willekeurige constante term ag aan de reeks toevoegen.)

Zij Vj de verzameling der z € C met |z| < 1 en z # 1. Bewijs dat het voorgaande impliceert
dat voor iedere z € V[ de machtreeks Zn>1 an 2™ convergeert en dat de functie

[e.@]
z) = Z an 2"
n=1

continu is op Vj.

(c) Neem nu a,, = 1/n in b). Bewijs dat in dit geval de machtreeks niet absoluut convergeert als
|z| = 1, hoewel zij wel voor iedere § > 0 uniform convergeert op Vj.

Bewijs dat als |z| < 1, dan is f complex differentieerbaar in z, terwijl f'(z) = 1/(1 — z) en

f(0) = 0. Bewijs hiermee dat f(z) = —log(1 — z) als |z| < 1, waarbij we de standaardkeuze
voor de hoekfunctie gebruiken. Gebruik tenslotte de continuiteit van f op Vj; om aan te tonen
dat

=1 1
Z— log , z€C, |2| <1, z# 1.
n -z

n=1

Bewijs dat de reeks divergeert als |z| > 1 en ook als z = 1.

Opgave 2.8 Bepaal alle complexe z waarvoor de volgende reeksen convergent zijn:
@ > 15@;
(b) - I
© X%



@

Opgave 2.9 Bepaal alle complexe z waarvoor de volgende reeksen convergent zijn, en bepaal de
som voor die z (neem n > 1):

(a) Z(_l)nz2n;
(b) S (—=1)"n2zm,
(©) Ytz
(d) Y 25em,
%)

Opgave 2.10 Toon aan dat als f,g : C — C partieel differentieerbaar zijn en aan de Cauchy-
Riemann vergelijkingen voldoen, dan voldoet ook de productfunctie h = fg aan de Cauchy-Riemann
vergelijkingen. %)

Opgave 2.11 Gegeven is een open deel U C C, een punt a € U en een functie f : U — C die
complex differentieerbaar is in a.

(a) Toon aan dat

voor zekere u, v € R.
(b) Toon aan dat |f’(a)| = Vu? + v2.
(c) Toon aan dat D f(a) het produkt is van een scalarvermenigvuldiging en een rotatie.

In het bijzonder is D f(a) hoekbehoudend. De afbeelding f : R? — R? heet daarom wel conform in
a. %)

Opgave 2.12 De functies f, g : R? — R? zijn gedefinieerd door

1.1
f(z,y) = <x2y—3y3,3w3—xy2>, en g=fof.

(a) Ganadat f (totaal) differenticerbaar is en bereken de afgeleide D f(x,y).
(b) Controleer of de functies F, G : C — C, gedefinieerd door

F(z +1iy) .= fi(z,y) +if2(z,y), Gz +iy) :== g1(z,y) +iga(z,y)

complex differentieerbaar zijn. %)

Opgave 2.13 De functies f : R? — R3 en g : R? — R? zijn gedefinieerd door

(z +y)?
f(xvy) = ([E - y)Z ) ((Z‘,y) S RQ);
4y2
en
uU+v—w
U—v

g, v, w) = % < > C ((wv,w) € B3,



(a) Bereken de Jacobi-matrix van f en toon aan dat f (totaal) differentieerbaar is.
(b) Bereken de Jacobi-matrix van g en toon aan dat g (totaal) differentieerbaar is. Wat valt op?

(c) De compositie go f : R?> — R? definieert op de gebruikelijke manier een complexe functie
h:C — C. Dus

h(z +1iy) = g1(f(x,y)) +ige(f(x,y)), (z +1iy € C).

In welke punten z € C is de functie » complex differentieerbaar?

@

Opgave 2.14 De reeksen ) | % eny, % hebben convergentiestraal R = co. We definiéren
x _n e n,2n
B z B (=)=
f(2) _ZH’ 9(2)—Zw~
n=0 n=0
Bewijs dat
f'(z) = f(2),
g9"(z) +9(z) =0
%

Opgave 2.15

(a) Bepaal de convergentiestralen van de machtreeksen in (2.9), (2.10), (2.11) en (2.12) in het
dictaat.

(b) Differentieer de machtreeksen in (2.9), (2.10), (2.11) en (2.12) in het dictaat termsgewijs en
identificeer de daardoor gegeven functies.

(c) Bepaal de machtreeks voor (1 — z)~2 in z = 0. Wat is de convergentiestraal?

(d) Zij m € Z>o. Bepaal de machtreeks voor (1 — z)~1™™ in z = 0.

Opgave 2.16 Gegeven is dat de machtreeks

f2) =Y ez — o)t

k=0
convergeert op de schijf D(a;r), waarbij a € Cenr > 0.

(a) Toon aan dat er een complex differentieerbare functie F' : D(a;r) — C bestaat zo dat F' = f;

)

dus F is een primitieve van f op D(a; 7). Toon aan dat F' gegeven wordt door een machtreeks,
en bepaal die machtreeks.

(b) Bewijs dat alle primitieven van f op D(a;r) worden gegeven door F'+ C met C' een complexe
constante functie.

(c) Toon aan dat F' uniek bepaald is door de voorwaarde F'(a) = 0.

10



@

Opgave 2.17 Zij U een samenhangende open deelverzameling van C en veronderstel dat f : U — C
en g : U — C complex analytisch zijn. Zij verder a € U en z; eenrij in U met z; # a voor iedere j
en z; — a als j — oco. Neem tenslotte aan dat voor iedere j geldt dat f(z;) = g(z;). Bewijs dat voor
iedere z € U geldt dat f(z) = g(2).

Hint: schrijf h(z) = f(z) — g(z). Bewijs met volledige inductie over [ dat voor iedere [ € Z>¢
geldt dat h(") (a) = 0. Maak daarbij gebruik van de Taylor-ontwikkeling van A (z) rond het punt a, en
deel door een geschikte macht van (z — a). @

Opgave 2.18 Zij U een samenhangende open deelverzameling van C, die symmetrisch is ten aanzien
van de spiegeling om de reéle as, dat wil zeggen, als z € U danis z € U. Zij verder a € U N R en zij
f : U — C complex analytisch. Bewijs dat de volgende uitspraken a) — c¢) equivalent zijn.

(@) Alsz e UNnRdanis f(z) € R.
(b) Voor iedere n € Z> is f) (a) € R.
(c) Voor iedere z € U geldtdat f(Z) = f(z).

Hint voor b) = ¢): bewijs eerst dat de functie g, gedefinieerd door

9(2) = f(z), =zeUl,

complex analytisch is in U. %)

Opgave 2.19

(a) We beschouwen een machtreeks ano cn 2™ die convergent is op de open schijf D(0;r) voor
een r > 0, en definiéren de functie f : D(0;r) — C door

f(z)= Z cnz".

Veronderstel dat f(z) € R voor alle z € D(0;7) N R. Toon aan dat ¢,, € R voor alle n € N.
(b) Toon aan dat voor alle z € D(0;r) geldt dat

(c) Toon aan dat voor alle t € R geldt dat
le?| = 1.

Opmerking: het is niet de bedoeling dat u gebruik maakt van de bekende eigenschappen van
sin en cos .

(d) Toon aan dat voor alle ¢t € R geldt dat

cos’t +sin’t = 1.

11
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Opgave 2.20 We willen een C''-kromme 7 : R — C definiéren met startpunt 1, en zo dat ~y(¢) de
eenheidscirkel |z| = 1 eenparig met snelheid 1 doorloopt
In formules vertaald betekent dit dat +y differentieerbaar moet zijn, 7/ continu, en dat

1. 7(0) =1,
2. () =1,
3. 1Y) =1,

voor alle ¢t € R.

(a) Toon aan dat voor alle ¢ € R geldt dat (y(¢), 7/(¢)) = 0. Hierin stelt (-, -) het Euclidische
inproduct op C ~ R? voor.

(b) Toon aan dat ofwel v/(t) = iy(t) ofwel 7/(t) = —i~y(t) voor alle ¢t € R.

In het vervolg eisen we bovendien dat y(¢) op ¢ = 0 de snelheidsvector i = (0, 1) heeft, dus 7/(0) = 1.
(c) Toon aan dat in dit geval geldt: v/(t) = i7(t) voor alle t € R.
(d) Toon aan dat er een unieke C'-kromme v : R — C bestaat met de eigenschappen 1,2,3 en
Im~/(0) > 0.
(e) Toon aan dat er een uniek paar differentieerbare functies f,g : R — C bestaat met f’ = g,
g =—fen f(0)=1,9(0) = 0.
We zien dus dat cos en sin als unieke oplossingen van een specifiek stelsel differentiaalvergelijkingen

met beginwaarden geintroduceerd kunnen worden. @

Opgave 2.21

(a) Toon aan dat de machtreeks Y, -, n~ 12" convergentiestraal 1 heeft.

Op de eenheidsschijf D = D(0; 1) definiéren we de functie f door
X _n

f&=3=
n=1

(b) Toon aan dat f complex differentieerbaar is op D met afgeleide

f'(z) = (z € D).

(c) Toon aan dat eI =1 — zvooralle z € D.

(d) Toon aan dat er een complex differentieerbare functie L : D(1;1) — C bestaat met L(1) = 0

en
L&) =5 (ze D(;1)).

Hierna zullen we log z schrijven voor L(z). In het vervolg mag u de bekende eigenschappen van sinus
en cosinus gebruiken.
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(e) Toon aan dat voor alle z € D(1;1) geldt dat
log z = log |z| 4+ i arg(z),

met — 7 < arg(z) < 5.

@
Opgave 2.22 (Eulers formule) Bewijs dat
e4+1=0
door gebruik te maken van de context van Opmerking 2.48 in het dictaat. %)
Opgave 2.23 (Dictaat, Opmerking 2.49)
(a) Bewijs dat 2v/2 < 7.
(b) Bewijs dat cos(m/4) = sin(m/4) = /2 enleid hieruit af dat 7 < 4.
@

Opgave 2.24 (Dictaat, Opmerking 2.53) Toon aan dat voor ieder tak van de logarithme geldt dat
d 1 1
—logw = —.
dw " ° w
@

Opgave 2.25 (Dictaat, Opmerking 2.54) Zij i € C. Toon aan dat een tak van de machtsfunctie
z — z# complex differentieerbaar is op zijn definitiegebied en dat

B, p—l
M=t
dz

@

Opgave 2.26 Zij ) k>0 c,2* een machtreeks met convergentiestraal p > 0. Toon aan dat voor alle
—p < a<b<pgeldt

b 0 k+1 k+1
b
/ g cpa” dx = Ch — g ke .
a — k+1 k+1
@

Opgave 2.27 Definieer de reéelwaardige functie f op R\ Z = {z € R | ¢ Z} door middel van

2 oo

s 1
f@)= —5—~ @— R

sin?(7x) Pt

Hierbij heet een reeks functies van de vorm . _, gi (puntsgewijs of uniform) convergent indien
beide reeksen D, gk en > .~ g—k (puntsgewijs, resp. uniform) convergent zijn. Bovendien note-

en we
00

> gr@) =g k@) + ) gr(x).
k=1 k=0

k=—o0

13



(a)

(b)

(©

(d)

(e)

Ga na dat voor iedere 0 < € < % de reeks uniform convergeert op [e, 1 — €]. Concludeer dat f
continu is op R \ Z.

Bewijs met Taylor-ontwikkeling van de functie = — sin(7 x) in het punt 0 dat
— 1
li —
L P

Bewijs dat voor iedere x € R\ Z en iedere | € Z geldt dat f(z + 1) = f(z). Bewijs dat f
kan worden voortgezet tot een functie, die we ook f noemen, die continu is op R. Concludeer
dat de aldus gedefinieerde f : R — R een continue periodieke functie is, en dat f bijgevolg
begrensd op R is.

Toon aan dat

15 )+f($+1>:4f(:c), zER.

Bewijs hiermee dat voor iedere z € R geldtdat | f(z)| < 1 sup |f|+ § sup|f], en daarmee dat
sup | f| < 3 sup|f|. Concludeer dat f = 0 op R, m.a.w., voor iedere z € R \ Z geldt dat
2 _ i 1
sin?(mz) Rt (x — k)%

Bewijs dat f(0) = 0, resp. f(1/2) = 0 leiden tot

o0 (e.9]
1 2 1 w2
2. E=g TP Z(214—1) R
n=1 k=1
Bewijs dat voor iedere gehele n > 1 geldt dat
" = 1
T —tan(mx) = n! Z — g
dz™ k=—00 (k - % o ‘FL‘)
De zeta-functie van Riemann is gedefinieerd door
> 1
C(s) := Z 5 Res >1
n=1
Bewijs dat
= 1
C(s) = Z @E—1) +277¢(s).
k=1

Bewijs dat voor iedere m € Z~q geldt dat
2™ tanm=D(0) = (2m — 1)122™ (1 —272™) 2¢(2m).

Door tan(™ voor n = 1, 2, 3, 4, 5, ... achtereenvolgens te bepalen, kan ¢ (2m) voor m =
1, 2, 3, ... achtereenvolgens bepaald worden. Bereken ((2), (4), ¢(6).
@
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3 De stelling van Cauchy

Opgave 3.1 Bereken de volgende lijnintegralen:

(a) f7 cos zdz met y : [0,1] — C een injectieve C'! parametrisering van het lijnstuk met beginpunt
1 — i en eindpunt 2 + 2.

(b) fU(ZQ — 2sin z) dz, met o een injectieve C'! parametrisering van het lijnstuk met beginpunt 1
en eindpunt 23.

(©) fT ¢ dz, met T een injectieve C'' parametrisering van het lijnstuk met beginpunt a € R en
eindpunt b € R.
@

Opgave 3.2 Gegeven is een open deel U C C en een C'! complex differentieerbare functie F' : U —
C. Verderis v : [a,b] — U een C''-kromme.

(a) Toon aan dat F o~ : [a,b] — C differentieerbaar is met als afgeleide

(Foy)(t)=F' ()Y ®), (€ la,b]).

Hint: volgens de kettingregel voor de totale afgeleide is het linkerlid gelijk aan DF(y(t)) (7' (t)).

(b) Zij f = F’. Toon aan dat

@

Opgave 3.3 Bereken de integraal |, ¢ 2 dz, waarbij C' een der volgende krommen met beginpunt 0 en
eindpunt 4 + 27 is:

(a) C wordt geparametrizeerd door o (t) = t? + it (0 <t < 2);

(b) C is de vereniging van het lijnstuk van O tot 27 en het lijnstuk van 2¢ tot 4 4 2.
@

Opgave 3.4 Zij C het deel van de kromme y = 2® — 322 + 42 — 1 dat de punten 1 + 4 en 2 + 3i
verbindt. Bereken de integraal

/ (1222 — 4iz) dz.
C
%)

Opgave 3.5 Zija,b € Cen~yp,v : [0,1] — C een tweetal krommen met beginpunt a en eindpunt
b. Toon aan dat vy en 1 homotoop zijn met behoud van eindpunten. %)

Opgave 3.6 We beschouwen het open deel U := C \ {i} van C.

(a) Laat R > 1. Bepaal een gesloten stuksgewijze C'! kromme + : [0, 27] — U zo dat ([0, 27])
gelijk is aan de vereniging van het lijnstuk [— R, R] en de cirkelboog {z € C | |z| = R,Im z >

0}.
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(b) Zijr > 0 willekeurig en definieer de cirkelparametrisering o : [0, 27r] — U door o (t) = i+re'.
Bewijs dat v en o in U homotoop zijn als gesloten krommen.
@

Opgave 3.7 Bereken de integraal |, c 22 sin(4z) dz met C hetin Im z > 0 gelegen deel van de positief
georiénteerde cirkel met middelpunt (7, 0) en straal 7. @

Opgave 3.8 Bereken de integraal |, olz+ 2)e’* dz met C het deel van de parabool 72y = z2 dat het
punt 0 met het punt 7 4 ¢ verbindt. @

Opgave 3.9 Laat D de cirkelschijf met straal  en middelpunt « in het complexe vlak zijn.

(a) Toon aan dat voor een, op een open omgeving van D gedefinieerde, complex differentieerbare

functie f geldt:
1 2

f(a) fla+rettydt.

In woorden: f(«) is de gemiddelde waarde van f over de cirkel 0D.

(b) Toon aan dat dezelfde formule voor een harmonische functie f geldt.
%)

Opgave 3.10 Vervolg op de vorige opgave. Laat {2 een samenhangende open deelverzameling van
C zijn.
(a) Toon aan dat het volgende ‘maximumprincipe voor harmonische functies’ geldt voor een niet

constante harmonische functie ¢ : & — R : de functie ¢ neemt nergens in ) een maximale
waarde aan. (Andersgezegd: voor iedere o € Q is er een 3 € € zo dat () > ¢(«).)

(b) Toon aan dat het volgende maximumprincipe geldt voor een niet constante complex differenti-
eerbare functie f : & — C : de functie |f(z)| neemt nergens in {2 een maximum waarde aan
(hint: gebruik de formule van Cauchy).

@

De volgende opgaven zijn gewijd aan een bewijs van de Stelling van Goursat, die zegt dat de afge-
leide van een complex differentieerbare functie f : U — C (met U C C open) altijd continu is op
U.

In de eerste opgave zijn de volgende twee resultaten uit Inleiding Analyse in Meer Variabelen nodig.

Stelling 1: ZijV C R" openena,b € Rzodata <b.Is f : V x [a,b] — RP een continue functie,
dan is de functie F' : V — RP? gedefinieerd door

b
Fz) = / Fatdt,  (zeV). (¥

continuV.— RP.
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Stelling 2: Zij I C R een open interval en a,b een tweetal reéle getallen met a < b. Is f : I x
[a,b] — RP continu en partieel differentieerbaar naar de eerste variabele, terwijl de bijbehorende
partiéle afgeleide Of /Ox : I X [a,b] continu is, dan is de functie F' : I — RP gedefinieerd door (*)
continu differentieerbaar met afgeleide gegeven door

_ [tof

Fl(z) = %(x,t) dt, (x €.

Opgave 3.11 We beschouwen een deel U C C. De variabele in U noteren we met z = x + yi. Verder
is gegeven een C''-kromme « : [0,1] — C en een continue functie f : U x v([0,1]) — C zo dat
voor elke w € ([0, 1]) de functie z — f(z,w) complex differentieerbaar is, terwijl de bijbehorende
partiéle afgeleide

of

azva([O,l])—MC

continu is.

(a) Bewijs dat de functie F' : U — C gedefineerd door

F(z) = Lf(z, w) dw

complex differentieerbaar is met complexe afgeleide

Hint: gebruik de Cauchy-Riemann vergelijkingen.

(b) Toon aan dat F’ continu is op U.
@

Opgave 3.12 ZijU C Copenen f : U — C complex differenticerbaar. We veronderstellen nier dat
de afgeleide van f continu is.

Zij R de collectie van alle rechthoeken R C U van de vorm R = [a1, ag] + [b1, ba]i = [a1, ag] X
(b1, bo) met a1, az,b1,b2 € R, a; < bj (j = 1,2). Voor zo’n rechthoek R noteren we de omtrek met
l(OR) := 2(by — a1) + 2(ba — a2). Bovendien definiéren we het complexe getal I(1") door

4
I(R) = 8Rf(z)d2=2 f(2) dz,

j=179Rj

waarbij de krommen o j : [0, 1] — C de standaardparametriseringen zijn van de randlijnstukken van
OR, positief georiénteerd, dwz. volgens de doorlooprichting tegen de richting van de wijzers van de
klok.

(a) Toon aan dat voor iedere R € R een R’ € R bestaat zo dat ' C R, [(R') = I(R)/2 en
I(R') > I(R)/4. Hint: verdeel R op de voor de hand liggende manier in vier congruente

rechthoeken Ry, ..., R4 en toon aan dat I(R) = Z?Zl I(R;).

We nemen een vaste R € R en kiezen inductief een rij (Ry)r>0 in R zo dat Ry = R terwijl voor
k > 0 geldt Ri.1 = (Ry)" als in (a) met Ry, in plaats van R.
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(b) Toon aan dat voor alle £ > 0 geldt dat

I(0Ry) = 1(OR) /2", |I(Ri)| > [I(R)|/4".

(c) Toon aan dat de doorsnede Ny>o R}, gelijk is aan {a} voor een unieke a € U. Hint: bewijs eerst
dat de doorsnede niet leeg is.

(d) Toon aan dat

1) = [ (1)~ f(@) - F@)(z - o)) d
ARy,
Toon vervolgens aan dat er voor elke € > 0 een & > 0 bestaat zo dat
[I(Ry)| < el(R)?/4F.

Hint: gebruik een geschikte schatting van p(2) = f(z) — f(a) — f'(a)(z — a).
(e) Toon aan dat I(R) = 0.
@

Opgave 3.13 De stelling van Goursat. Gegeven is een open deel U van C en een complex diffe-
rentieerbare functie f : U — C. Doel van deze opgave is te bewijzen dat de complexe afgeleide f’
continu is elk punt o € U. We fixeren een willekeurige o € U.

(a) Laat R en R’ een tweetal rechthoeken van de vorm [a1, b1] 4 [ag, ba]i respectievelijk [a], V] +
[ah, b]i zijn zo dat R C R’ en o € inw(R'). Bewijs dat
fw) [ fw)
OR W — & SR W — «
Hint: kies een geschikte verdeling van R in 9 rechthoeken R, (1 < j < 9), met Ry = R’ en
beschouw de integralen van f(w)/(w — o) over elke OR;, positief georiénteerd (dus tegen de
richting van de klokwijzers).

(b) Toon aan dat er een dalende rij rechthoeken R = Sp, S1, S, ... bestaat zo dat a € inw(S;)
voor alle j en
(w) (a)

“—— dw — ——— dw
as; W — o as; W—

=0.

lim
Jj—o0

(c) Toon aan dat voor alle z € inw(R) geldt

2mif(z) = (w) dw.

OR W — 2

(d) Toon aan dat de afgeleide functie f’ continu is in a.
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@

Opgave 3.14 Gegeven is een open deel U C Cen eenrij fi : U — C van complex differentieerbare
functies die puntsgewijs op U convergeert met limiet f : U — C. Verder is gegeven dat op iedere
gesloten schijf S := D(a;r) C U de convergentie uniform is, dwz., || fr — f|ls — 0 voor k — oc.
Een dergelijke convergentie wordt wel lokaal uniform op U genoemd.

Bewijs dat f complex differentieerbaar is en dat f; — f’ lokaal uniform op U. Hint: gebruik de
Cauchy integraal formule. %)

Opgave 3.15 Geef de machtreeksontwikkeling van de functie f(z) = (1 + 2%)~! rond het punt
z = 0. Wat is de convergentiestraal van de gevonden reeks? %)

Opgave 3.16 Geef de eerste vier termen van de machtreeksontwikkeling van de functie f(z) = (1+
z3)~! rond de punten: z = O en z = 1. Wat is de convergentiestraal van de betreffende machtreeks? @

Opgave 3.17 Bepaal de eerste vier termen van de Taylorreeks van
(a) ﬁ in de buurt van z = 0;

(b) —*— in de buurt van z = 7;

22—1
() ﬁ in de buurt van z = 0.
Bepaal voor elk van de reeksen de convergentiestraal. @

Opgave 3.18 Zijzo € Cenzij) ;- ar (2 — 20)* een machtreeks met positieve convergentiestraal;

neem aan dat a; # 0. Bewijs dat er een éénduidig bepaalde machtreeks Zkzo by (w — ag)* met
positieve convergentiestraal is, met de eigenschappen dat by = z( en dat als
[ee] [e.e]
f2) = ax(z—2)¥ glw) =Y by (w—ao)F
k=0 k=0
danis g(f(z)) = z voor alle z in een omgeving van z = z.
Bereken by in termen van aq en bereken by in termen van aq en as. %)
Opgave 3.19 Bepaal de volgende limieten:
sinz __ 1 3
@ tim &~V
z—0 sinz — z
eC0Sz _ 61—22
b) li
®) zl—% sin? 2
1 n
(¢) limn [(1 + > - e}
n—o0 n
@

Opgave 3.20 Bereken de volgende integralen, waarbij de contour C' : |z| = 1 eenmaal in positieve
zin wordt doorlopen:

@) [o(2* —sinz)dz;
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(b) Jo ¥ dz;
© Jo e dz
(d) fo 2= dz;
@ [o 2% dz;
6 Jo % dz.

@

Opgave 3.21 We beschouwen de rechthoek D = {z € C; |z| < 2, |y| < 1}. Bereken de integraal

/ z+4 €
— dz
op #—4 sinz

%
Opgave 3.22 Beschouw de negatief georiénteerde cirkel C' : |z| = 3. Bereken de integraal
/ sinmz? + cos mz?
2.
c (z=1D(z-2)
%

Opgave 3.23 Geef de Laurentreeksontwikkeling van de functie f(z) = (2 — 1) ! naar machten van
z op de gebieden 0 < |z| < len |z| > 1. %)

Opgave 3.24 Geef de Laurentreeksontwikkeling van de functie f(z) = (cos z) ™! naar machten van
z — T op de gereduceerde omgeving 0 < |z — §| < 7. %)

Opgave 3.25 Ontwikkel de volgende functies naar machten van z rond z = 0 (u mag volstaan met
het geven van drie termen). Wat is daarbij het geldigheidsgebied?

1 1
- b) ————.
(a) 22sinh 2’ (b) 2(23 + 2)
@
Opgave 3.26 De functie F'(z) = Z(Z‘;izﬂ) heeft een Laurentreeksontwikkeling op een gereduceerde

omgeving van z = (. Geef de eerste vier termen en het geldigheidsgebied. %)

Opgave 3.27 Ontwikkel de functie F'(z) = y haar machten van z in de gebieden:

1
(e+1)(2+3
@) l2l<1, (b) 1<|z|<3, (c) |2 >3

Q@

Opgave 3.28 Bepaal voor de onderstaande complexe functies de aard van de singulariteiten en
bereken de residuen:
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@ TG
®) ﬁ

(©

SlIl z'

@

Opgave 3.29 Gegeven is een complexe functie z — f(z) die in het punt & € C een pool van de orde
m heeft. Bewijs dat:

1 dm!
— 1i _ m
RGSZ:af(Z) - ;l_rgz (m _ 1)[ dzm—1 [(Z Oé) f(Z)]
@
Opgave 3.30 Bereken het residu in z = 0 van de functie: F(z) = 23 cot z coth z. @
Opgave 3.31 Bereken de volgende integralen:
(a) f 2+cos 0’
(b) f 3—2cos 0+sm 0-
%
Opgave 3.32 Bereken de volgende integralen:
(a) fo 2142 +4)2 dz,
z2d
(b) f (z2+41)2 (m2ﬁ—21+2) ’
© [y i de (a>0).
@

Opgave 3.33 De cerste twee onderdelen van de nu volgende opgave dienen ter voorbereiding op de
laatste twee.

(a) Toon aan dat voor alle 0 <t < 7 geldt: %t <sint < t. (Maak een plaatje!)
(b) Toon aan dat foﬂ/ 4 e—R?sin2t gy < 1z voor alle R > 0.

(c) Bepaal de integraal fooo ¢ dz door gebruik te maken van de residuenstelling. Hint: integreer
over de rand van de cirkelsector S = {re?; 0 < ¢ < T, 0<r < R}, enlaat R — oo.

(d) Bereken de integralen van Fresnel: f fooo sin( ) dx en f cos(z ) dzx.
Opgave 3.34 Bereken de integraal

/ sinh 3z d
——dz
ov (z—m/4)3

waarbij V' het vierkant met hoekpunten +2 + 2 is. @
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Opgave 3.35 Bereken de integraal

/ 2+ 3sinnz
————dz
av 2(z—1)?

waarbij V' het vierkant met hoekpunten +3 + 37 is. @

Opgave 3.36 Bepaal de Laurentreeksontwikkeling van

(a) (22 — 3)~! naar machten van z, en ook naar machten van z — /3, in het gebied || < v/3;
(b) (€* — 1)~! naar machten van z, in het gebied 0 < |z| < 27;

(¢) (2 + 42)~! naar machten van z — 24, in het gebied Re z > 4.

Opgave 3.37

(a) Bewijs dat de functie

1 1
f(z) = 27 cot 37

een ophefbare singulariteit heeft in z = 0.

(b) Laat zien dat de Laurentreeks van f in een gereduceerde omgeving van z = 0 van de vorm

> (=1 anZQn
1o =3 S

is; bepaal By, By, B2 en Bs.
De B, heten de getallen van Bernoulli.
@

Opgave 3.38 Bepaal de aard van de singuliere punten van de volgende functies; bepaal in de
geisoleerde singuliere punten het residu.

(a) m;

(b) ﬁ;

© e
d) =
(e) tan z;
(f) sin 1;
(2 ﬁ;
0) Gy
%

Opgave 3.39 Bereken met behulp van de residuenstelling de volgende integralen (a is een reéel getal,
n is een natuurlijk getal):

@ |7, sfeizde (a>1);

T a+cos ¢
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®) [§ asrmtrazde  (lal <1);
(c) f% €08 ? cos(ny — sin @)dyp;
@ fy° rrgyer (a>0);

© Jo° 25de (a>0);

0 J5° G55ndr (a > 0);

(@[5 2 da,

@

Opgave 3.40 Zij w de weg die ontstaat door de rand van de rechthoek met hoekpunten —R, R, R +
2mi en —R + 274 te onderbreken door binnenwaarts beschreven halve cirkeltjes met middelpunten O
en 273 (en met voldoend kleine straal d). Zij 0 < a < 1; bereken

oo jazr _ (l—a)z
/ S
0 et —1

ax

door integratie van

e —1

over w. %)

Opgave 3.41 Bepaal de eerste drie termen van de Taylorreeks van:

(a) de hoofdwaarde van (1 + z + 22)%, in de buurt van z = 0;
(b) de hoofdwaarde van (cos z)%, in de buurt van z = 0;

(c) de hoofdwaarde van /z, in de buurt van z = i;

(d) de hoofdwaarde van (1 + 22)7%, in de buurt van z = 0;

(e) de hoofdwaarde van log cos z, in de buurt van z = 0.
@

Opgave 3.42 Laat G het complexe vlak zijn, gecoupeerd volgens twee halfrechten: één vanuit -1
langs de reéle as naar links, één vanuit 1 langs de reéle as naar rechts.

(a) Definieer f(z) = (2% — 1)% als op G analytische functie z6 dat f(0) = 1.

(b) Bepaal de eerste drie termen van de Taylorreeks van f in de buurt van 0.

(c) Bereken f(51).
(d) Bereken
/ f(2)dz
k

waarin k het lijnstuk van —¢ naar ¢ is.

Opgave 3.43 Laat G het complexe vlak zijn met de coupure ¢ = 5
(a) Definieer f(z) = log z analytisch in G, z6 dat f(—i) = —%i.
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(b) Bereken f(1).
(c) Definieer g(z) = (y/z) log z analytisch in G, z6 dat g(1) = 0 en g(2) < 0.
(d) Bereken g(—1).

(e) Bepaal de eerste drie termen van de Taylorreeks van g in de buurt van z = —1.

Opgave 3.44 Laat G het complexe vlak zijn, gecoupeerd volgens het lijnstuk [1,2].
(a) Definieer f(z) = (22 — 3z + 2)% analytisch in G, z6 dat f(0) = —/2.
(b) Bereken f(—1), f(4) en f (2£2).

Bepaal de eerste drie termen van:
(c) de Taylorreeks van f in de buurt van 0;

(d) de Laurentreeks van f, naar machten van z, in het gebied |z| > 2.

Opgave 3.45 Bereken met behulp van de residuenstelling de volgende integralen:

@ J§° (1+§§) w

0 [5° st de.

Opgave 3.46 Bereken de integralen

0 ] ] 2
/ 8T 4z en / 28 Ty
0 1 —+ 1'2 0 1 -+ IE2
log? z
14+22°

door integratie van de functie

Opgave 3.47 Bereken

/oo log x dx
0o (@24+x+4+1)2
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4 Fourier-reeksen

Opgave 4.1 Beschouw de Fourier-reeks

1 ikx
> et
k>0

waarbij ¢, = 0 als k& < 0. Bewijs dat deze Fourier-reeks absoluut uniform convergeert en bereken de
som. Bewijs dat

o0

cos(k x)

k!
0 k=0

2. sin(k )
=e°®% cos(sinz), Z = e“® % sin(sin x).

Opgave 4.2 Beschouw de functie f : R — C die is gegeven door de Fourier-reeks
ag + Z ay, cos kx + Z by sinkx = Z ¢ R
E>1 E>1 kez
waarbij de convergentie uniform is. Bewijs dat

1 s

ap = o . f(z) dz,
1 ™

ar = — f(x) coskxdx, k>1,
™ —Tr
1 [7 .

by = — f(x) sinkxdx, k>1.

™

—T

Bewijs dat f symmetrisch is in de zin dat f(—x) = f(z) voor iedere x € R, dan en slechts dan als
f gegeven is door een cosinusreeks, dat wil zeggen, voor iedere £ > 1 geldt dat b = 0. En dat f
antisymmetrisch is in de zin dat f(—x) = — f(x) voor iedere = € R, dan en slechts dan als f gegeven
is door een sinusreeks, dat wil zeggen, voor iedere k£ > 0 geldt dat a;, = 0. @

Opgave 4.3 Schrijf (cos z)? als een eindige Fourier-reeks. Bewijs dat

1 o ' 1/8 als k=43,
(cosz)3 e % dp = ¢ 3/8 als k=+1,

27 Jo 0  in alle andere gevallen.

Het binomium van Newton luidt:

(a+b)":i<?>a”—lbl waarin <7)=(n_n'l)‘“

=0

Bewijs voor iedere n € Z>q dat

Lo | 2—n<7;> als k=n—-2,1€Z, 0<1<n,
71kxda;:

2 ), (cosz)™ e

0 in alle andere gevallen.
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Bewijs dat als | € Zx, dan is het gemiddelde van de functie (cos z)? gelijk aan (20)!/ ((1!)?2%). @

Opgave 4.4 We beschouwen een continue functie f : R — C die periodiek is met periode 27 en
definiéren de parti€le som van de bijbehorende Fourierreeks door

k=—n
Bewijs dat
n
sp(x) = agp + Z(ak cos kx + by, sin kx)
k=1
met
1 s
ap = — f(z) dz
2 J_,
en
1 ™
ar = — f(x) coskzx dx
™ —T
1 ™
by = — f(x)sin kz dz (1 <k<n)
™ —T
(let op de afwijkende factor voor de integralen). %)

Opgave 4.5 In het vervolg noteren we met C'(R/27Z) de ruimte van continue functies f : R — C
die periodiek zijn met periode 27, d.w.z., f(z+27) = f(z), vooralle z € R. Voor f, g € C(R/27Z)
definiéren we de functie f * g : R — C door

1

frgla)= o [ f—v)aly) dy

Deze functie heet de convolutie van f en g. In de leeswijzer is aangetoond dat f x g € C(R/277Z)
voor alle f,g € C(R/27Z). Convolutie kan dus gezien worden als bewerking op C'(R/27Z). In de
leeswijzer is verder aangetoond dat deze bewerking commutatief is, dwz. f x g = g * f voor alle
f,g9 € C(R/2xZ). Toon aan dat de volgende rekenregels gelden, voor alle f,g,h € C(R/27Z) en
reC:

(a) bi-lineariteit: (f + \g) x h = f*h + A(g % h);

(b) associativiteit: (f * g) xh = f * (g h) voor alle h € C(R/27Z).

In het vervolg zullen we daarom spreken over het convolutie-product.
(c) Bewijs dat voor alle f,g € C(R/27Z) en k € 7Z geldt:

F(f* 9k = F()rF(9)k-
We noteren dit ook als F(f x g) = F(f)F(g).

Tenslotte zullen we in deze opgave aantonen dat de ruimte C'(R/27Z) geen eenheidselement ten
aanzien van de convolutie bevat. Veronderstel dat ¢ € C'(R/27Z) zo’n element zou zijn, dus ¢ * f =
fvooralle f € C(R/27Z).
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(d) Toon aan dat F (), = 1 voor alle k € Z.
(e) Toon aan dat ¢ * P, — 0 puntsgewijs op [—m, 7] \ {0}, voor r T 1.

(f) Leidt een tegenspraak af.
@

Opgave 4.6 Zelfde notatie als in de voorgaande opgave. Zij f € C(R/27Z). We definiéren de
functie f¥ : R — C door f¥(z) = f(—=z). Het is duidelijk dat f¥ € C(R/2rZ). We schrijven
g=f=f"

(a) Bewijs dat F(g)r = |F(f)x|? voor alle k € Z.

(b) Gebruik de ongelijkheid van Bessel voor f om te bewijzen dat

glx) =D |F(frlPe™

keZ

voor alle z € R.

(c) Bewijs de gelijkheid van Parseval:

I£15 =D 1F(wl*

k=—o00

Hierin staat || f||2 voor de kwadraatintegraalnorm, gedefinieerd door

I1£13=(1.0) = 5z [ 1f@F o

—T

(d) Pas het bovenstaande toe op de functie f € C(R/27Z) die op [—m, ] gedefinieerd wordt door
f(z) = |z|, en leidt een interessante identiteit af.

@
Opgave 4.7 Zij D,, de in het dictaat gedefinieerde Dirichlet kern. Zij f € C'(R/27Z).
(a) Toon aan dat voor alle k € Z geldt dat f x ¢, = F(f)x €.
(b) Bewijs dat
n
F*Dn=Y_ F(frcx
k=—n
@

Opgave 4.8 Zij f de 27-periodieke functie op R, waarvoor f(z) = x? als —7 < x < 7. Maak een
schets!

Bereken de Fourier-coéfficiénten van f. Bereken de symmetrische parti€le sommen van de Fou-
rier-reeks van f. Onderzoek de convergentie van de Fourier-reeks van f.

Bewijs dat
n2

n=1

n $2 7T2

cos(nm)zz—ﬁ, —r<z<m,
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waarbij de convergentie uniform is. Bewijs dat deze identiteit nier geldt als |x| > 7. Ga na dat
invullen van z = 0, resp. = 7 leidt tot

21y oF 2 6’
n=1 n=1

waarbij we de laatste identiteit al eens eerder hebben gezien. Probeer nog wat meer waarden van x,
waarvoor u voor iedere positieve gehele n de waarde van cos(n ) expliciet kent. %)

Opgave 4.9 Zij f de 2m-periodieke functie op R, waarvoor f(z) = lals0 < z < men f(z) = —1
als —m < x < 0. Voor z = 0 en z = 7 mag u aan f(x) iedere waarde geven die u wilt. Maak een
schets!

Bereken de Fourier-coéfficiénten van f. Bereken de symmetrische parti€le sommen van de Fou-
rier-reeks van f. Onderzoek de convergentie van de Fourier-reeks van f. Wat gebeurt er voor x = 0
en voor r = 7?

Bewijs dat

L sin((20 = 1)z
3 (( )x)

T
= — 1 .
2 — 1 1 als O<aox<m

I=1
Wat gebeurt er als —m < = < 0, als z = 0 en als x = 7?7 Op wat voor intervallen is de convergentie
uniform? @

Opgave 4.10 Zij ¢y, k € Z, een rij van complexe getallen waarvoor

o0

Z |k c| < oo.

k=—o00
Bewijs dat de Fourier-reeksen

E cp % resp. E ik ey e

kezZ keZ

uniform aboluut convergent zijn. Noteer de som met f(x), resp. g(x). Bewijs, gebruik makend van
Opgave 1.5, dat f continu differentieerbaar is en dat f = ¢g. Anders gezegd,

d o0
— Z ckeZm:Zikcke’kx,
dx

k=—o00 keZ

ofwel de Fourier-reeks mag termsgewijs gedifferentieerd worden.

Gebruik Opgave 4.8 om ) -, (_n# sin(n x) te berekenen. Wat wordt dit voor z = 5? @
Opgave 4.11 Zij f een continue 2m-periodieke functie op R, waarvan de Fourier-coéfficiénten cy,
k € 7Z, absoluut sommeerbaar zijn. Zij I de integraal van f over het interval [0, 27]. Definieer, voor
iedere N € Z~(, de Riemann-som



Bewijs dat I = 27 cg en dat

o0
Ry =27 Z Cin-

l=—o00

Hint: substitueer de Fourier-reeks van f in de definitie van Ry. Onderscheid bij de berekening het
geval dat k een geheel veelvoud van N is en het geval dat k& geen geheel veelvoud is van N. Bewijs
dat Ry — [ als N — oo.

Neem nu aan dat f € C™, m > 2. Bewijs dat voor iedere k& € Z met k # 0 geldt dat

ek < Con(f) [K[T™,

2
Culh) =5 |

[Ry — 1| <47 Co(f) B N7,

waarin

Fm (CL‘)‘ dx.

Bewijs hiermee dat

waarin
oo
B =Y 17
=1

Dit betekent dat voor N — oo de Riemann-sommen Ry des te sneller convergeren naar de
integraal I van f over een periodeninterval, naarmate de functie f een gladdere periodieke functie is.

Opmerking Men noemt een numerieke integratiemethode met IV tussenpunten van de orde m als
de fout in de benadering van de integraal van iedere voldoend gladde functie geschat kan worden op
een constante maal N ~"". Voor willekeurige gladde functies op een gegeven interval is de benadering
met Riemann-sommen van de orde één, en niet beter. Om een benadering van hogere orde te krijgen
moeten men andere lineaire combinaties van de waarden van de functie in de tussenpunten gebruiken
dan de Riemann-sommen. Als geldt dat f)(27) = £)(0) voor alle 0 < j < m, dan is de 2n-
periodieke uitbreiding van f tot R een m keer continue differentieerbare functie. In dit geval doet zich
het opmerkelijke verschijnsel voor dat de Riemann-som toch een benadering van de orde m oplevert.
Men kan dit ook bewijzen zonder gebruik te maken van Fourier-reeksen, maar het is vrij natuurlijk om
aan Fourier-reeksen te denken als men zich realiseert dat de voorwaarde f/) @2rm)=f () (0) voor alle
0 < 7 < mbetekent dat f een m keer continu differentieerbare uitbreiding heeft tot een 27-periodieke
functie.

Men zegt dat de Riemann-sommen Ry exponentieel snel naar I convergeren voor N — o0
als er constanten C' > 0 en 0 < p < 1 zijn, met de eigenschap dat voor iedere N geldt dat
|Ry — I| < Cp~~. Men kan bewijzen dat dit het geval is indien f(z) = ¢ (ei””), z € R, voor
een complex analytische functie ¢ die gedefinieerd is op een open omgeving U van de eenheidscirkel
in het complexe vlak. %)

Opgave 4.12 In dit vraagstuk bekijken we hoe Fourier de naar hem vernoemde reeksen toepaste in
zijn theorie van warmte. Is u(x, t) de warmtedichtheid, die athangt van één positiecoordinaat = € R
en van de tijd ¢, dan wordt de diffusie van de warmte beschreven door de parti€le differentiaalverge-
lijking
ou(z, t)  O*u(z, t)
o 0z2
a) We maken de volgende veronderstellingen.

.1
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i) 0 < T < oo en u is een continue functie op R x [0, T7.

ii) Vooriedere z € Rist +— u(x, t) differentieerbaar. De functie (x, t) — 6“5;;’ Y is continu

opR x 0, T7.

iii) Voor iedere ¢ € |0, T'[ is de functie u(t) : © — u(x, t) een tweemaal continu differenti-
eerbare en 27-periodieke functie op R.

iv) u voldoet op R x ]0, T'[ aan de warmtediffusievergelijking (4.1).

Noteer, voor iedere k € Z, de k-de Fourier-coéfficiént van de functie u(t) met c,(t). Bewijs
dat ¢, continu is op [0, T'[, differentieerbaar op |0, T'[ en dat voor iedere ¢ € |0, T'[ geldt dat
' (t) = —k2 ¢ (t). Bewijs dat voor iedere k € Z en t € |0, T geldt dat ¢, (t) = ¢(0) e=***.
Bewijs dat voor iedere z € Rent € |0, T'[ geldt dat

u(w, t) = Y cx(0) e F e (4.2)

k=—00

b) Zij nu ug een continue 2m-periodieke functie op R, waarvan de Fourier-coéfficiénten ¢ (0)
absoluut sommeerbaar zijn. Definieer de functie v op R x [0, co[ door middel van de formule
(4.2). Bewijs dat u continu is op R x [0, oo en dat voor iedere x € R geldt dat u(x, 0) = ug(z).
Bewijs, gebruikmakend van Opgave 4.10, dat op R x |0, oo[ de functie u willekeurig vaak
differentieerbaar is en voldoet aan de warmtediffusievergelijking (4.1).

@

Opgave 4.13 Zij f : R — R oneven en 2r—periodiek. Bewijs dat f(k7) =0 vooralle k € Z. ©

Opgave 4.14 Zet de op [—m, 7] gedefinieerde functie f(z) = §ma(m — |z|) 2r—periodiek voort naar
heel R en ga na dat de zo gedefinieerde functie f : R — R continu differentieerbaar is. Bereken de
Fouriercoéficiénten ay, by, € R van f. @

Opgave 4.15 Zij —1 < ¢ < 1 en p > 0. Toon aan dat de Keplerse vergelijking £ — gsin £ = p
een unieke oplossing E heeft en approximeer deze d.m.v. de contractiestelling (uit Inleiding Analyse).
Aanwijzing: definieer Fy = p en recursief E,, 1 = ¢sin E, + p. Men kan bewijzen dat de oplossing
E = E(p, q) willekeurig vaak differentieerbaar van (p, ¢) athangt. %

Opgave 4.16 Schrijf ¢)(p, ¢) voor de in opgave 4.15 verkregen oplossing van de Keplerse vergelijking
¥(p,q) = p+qsiny(p, q) en bewijs dat de eenduidigheid impliceert dat 1) (p+ 27, q) = (p, q) +27
en dat ¥)(—p,q) = —(p, q). Hieruit volgt dat de functie p — f(p,q) := ¥(p, q) — p 2m—periodiek
en oneven in p is. Bewijs dat

b(pq) = p+ Y bi(g)sinkp
k=1

waarin de Fouriercoéfficiénten
1 27

br(q) = 2 /. f(p, q) sin(kp) dp (4.3)
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snel afnemend zijn, in de zin dat er voor iedere n € N een constante C' = C'(n, ¢) is met de eigenschap
dat |bx(¢)| < Ck~" voor alle k € N.

Het probleem is dat de integraal (4.3) gedefinieerd is in termen van de functie ¢ (p,q) = p +
f(p, q), die niet expliciet bekend is. Pas partiéle integratie toe (en gebruik de Keplerse vergelijking)
om dit te verbeteren. @

Opgave 4.17 Beschouw de Fourierreeks van de functie f(z) = 7|sinx|.
(7) Toon aan dat de Fourierreeks puntsgewijs naar f convergeert.

(1) Bereken de Fouriercoéfficiénten van f.

(7i7) Bewijs dat de Fourierreeks uniform op R naar f convergeert.
@

Opgave 4.18 Definieer f : R — R door f(z) = (22 — 7%)? voor x € [, [ tot heel R voort te

zetten tot een 2m—periodieke functie.
(i) Toon aan dat de Fourierreeks uniform op R naar f convergeert.

(79) Bereken de Fouriercoéfficiénten van f.
%

Opgave 4.19 Zij f € C(R/2nZ) en zij (¢ )kez := F(f) de bijbehorende rij Fourier-coéfficiénten.

(a) Toon aan: indien f continu differentieerbaar is en stuksgewijs C* dan bestaat er een v > 0 met
de eigenschap dat
ool <AA+ P (ke Z)

(b) Veronderstel nu dat f € CP(R/27Z) en dat f stuksgewijs CP*? is, met p > 1. Bewijs dat er
een I' > 0 bestaat zo dat

ekl ST(L+ (kP27 (kez).

Opgave 4.20 We definiéren de functie f : |— m, 7] — C door

e (0<x<m)
fz) = 0 (ze{0,7})

—e (=7 <x<0)

en 27-periodieke voortzetting tot R. We definiéren g = Ref : R - Renh =Im f : R — R. De
Fourier-coéfficiénten van deze functies worden genoteerd met (ci)rez = F(g) en (dg)kez = F(h).

(a) Toon aan dat h(x) = > 22 die™*® uniform op R.

(b) Bereken de Fourier-coéfficiénten ¢y, (of alternatief de coéfficiénten a en by van de reéle ge-
daante van de Fourier reeks).

(c) Bewijs dat (ci)rez ¢ 1M(Z).
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@

Opgave 4.21 Zij f : R — C een continue 27-periodieke functie met Fourier-coéfficiénten ¢y, voor
k € Z. Bewijs de volgende beweringen.

(a) Indien er een v > 0 bestaat zo dat
lek] < (1 + k2! vooralle k€ Z,

dan is f continu differentieerbaar.
(b) Zijp € Z,. Indien er een I' > 0 bestaat zo dat

lex| <T(1+ [k[PT?)~!  vooralle k€ Z,

danis f € CP(R/27Z).
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S De gelijkheid van Parseval, orthonormale stelsels

Opgave 5.1 Zij f : R — R gedefinieerd door: f(z) = § —zals0 < z < 7, f(z) = f(—x) als

—7m < x <0en fis 2r-periodick. Maak een schets van f. Is f continu?

a) Bereken de Fourier-coéfficiénten van f. Bewijs dat de Fourier-reeks van f absoluut uniform
convergent is. Bewijs dat

o

1 T m
—cos(2n+1)zx)=———z, 0<z<m.
nz:;](znﬂ)2 s 1

Wat geeft dit voor x = 0?

b) Watis, voor een willekeurige 27-periodieke continue functie, de identiteit van Parseval? Bewijs

dat
— (2n+ )% 96

¢) Leid uit a) af dat, voor iedere 0 < x < T,

1 2 m
—— _sin((2n+1Da)= —z— =22
ng_o Gn 1) sin((2n + 1) x) g g%

Bewijs vervolgens dat, voor iedere 0 < z < T,

_nio w cos((2n + 1) z) = 7;; [502 - (2)1 B 27; [ms N (gﬂ '

Opgave 5.2 Zij c een gegeven strikt positief re€el getal. Zij f : R — R gedefinieerd door: f(z) =
eT+e P als —m < x < m,en fis 2w-periodiek.

a) Maak een schets van f op het interval [—27, 27]. Is f continu? Merk op dat f(z) = f(—=) als
—n <z

b) Bereken de Fourier-coéfficiénten van f. Gebruik daarbij dat voor iedere k£ € Z geldt dat

e—ikw — eilwr _ (_1)](?.

Bewijs dat de Fourier-reeks van f absoluut uniform convergent is. Bewijs dat

1 0 (71)k > (71)]6 " T eCT feCF
62+2;MCOSU€$):]€Z m‘ezwzz'm, —7T<I'§7T.
= =—00

c) Bewijs dat

1 | > 1 T e e O
g+2202+k2:2 02+k2:2.c7r —cm’
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Formuleer een voorwaarde waaronder een reeks van functies een continue functie definieert.
Bewijs daarmee dat de functie
o
= 1
=Y s
2 2
c k
k=1 -

continu is op R. Bewijs hiermee vervolgens dat
7'(' CT 4 e—CT 1 0 1
lim S ) Z —.
cl0 | ¢ et —e—cT 02 Pt k?

Bewijs met behulp van Taylor-ontwikkeling dat het linkerlid gelijk is aan %-.

d) Watis, voor een willekeurige 27-periodieke continue functie, de identiteit van Parseval? Pas de
identiteit van Parseval toe op de in dit vraagstuk gegeven functie f en bereken hiermee
o

1
Z (02—}-%2)2‘

k=—00

e) Leid uit b) af dat, voor iedere 0 < x < m,

)k eCT _o—CZ

o0
x (—1 . 7T
c2+2; oy -sin(kz) = 3 en

_e—CT{'

@

Opgave 5.3 Bereken de integraal fo% (cos x)8 dx door de functie (cos x)? met behulp van de formule
van Euler als een complexe Fourier-reeks te schrijven en vervolgens daarop de identiteit van Parseval
voor Fourier-reeksen toe te passen. %)

Opgave 5.4 Pas de identiteit van Parseval voor Fourier-reeksen toe op de functie f in Voorbeeld
5.25, resp. Voorbeeld 5.46, resp. Opgave 4.8, resp. Opgave 4.9. Laat zien dat hieruit de volgende
identiteiten volgen:

4 2

s OO1_7T =1 s s
> o Sa % Latw Lmomo

7=1

Opgave 5.5 Een functie f € C*°(R, C) is een trigonometrische veelterm als

m
k=1

met j1,...,Um € Renay,...,a, € C. Verifieer dat
| Y A —
{(flg) = [lim ¢ 7Tf(t)g(t)dt

een inproduct op de ruimte F' van alle trigonometrische veeltermen definieert en dat de functies
e, (t) :=e" een (overaftelbaar) orthonormaalsysteem (e,,) ,cg vormen. %
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Opgave 5.6

(a) Laata,b € Rmeta < b. Toon aan dat voor iedere Riemann-integreerbare functie f : [a,b] — C
geldt dat

lim /b f(z) e dz = 0. (%)

|§|—o0

Dit is het Riemann-Lebesgue lemma, dat in het dictaat bewezen is voor het speciale geval dat f
continu is. Hint: gebruik Lemma 6.22 om f te benaderen met een continue functie.

In het vervolg beschouwen we de algemenere situatie dat f :]a, b[— C een lokaal Riemann-integreer-
bare functie is zo dat | f| oneigenlijk Riemann-integreerbaar is over |a, b[. Voor n > 1 definiéren we
de functie ¢, : [a,b] — R door

0 als |z—a|l<1/n
op(z) =< 0 als |[z—0b<1/n
1 als min(jz —al,|z —b]) > 1/n.

(b) Toon aan dat voor iedere n > 1 de functie ¢, f Riemann-integreerbaar is op [a, b] en dat

b
i [ 17(2) = (o) f(@)] do = 0.

n—oo

(c) Toon aan dat (*) ook geldt in de huidige algemenere situtatie.

(d) Formuleer een Riemann-Lebesgue lemma voor intervallen van de vorm |a, b[ met ¢ = —oo of
b = oc.
©
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