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Hoofdstuk 1

In deze collectie opgaven is de nummering van de hoofdstukken in de Naslagtekst Analyse 2
aangehouden.

Opgave 1.1 Bepaal de volgende limieten. Geef daarbij precies aan welke stellingen en reken-
regels u gebruikt.

. (n+ 1)
() Jim ST

(Vn+1—/n); (c) lim (Vn?+n—n).

lim

(b)

Opgave 1.2  Voor een rij (an)nZO in R spreken we af dat lim,_, a, = oo betekent: voor alle
R > 0 bestaat er een N € Nzodat n > N = a, > R.

In deze opgave veronderstellen we dat (a,),>0 en (b,)n>o tijen in 0, oo zijn. Tevens veron-
derstellen we dat er een L > 0 bestaat zo dat

Toon aan:

(@) lim, 4o a, =00 <= lim, o a;! =0.

(€) limpyseo tp =00 <= lim,o by = 0.

Opgave 1.3 Gegeven is een monotoon stijgende rij (a,),eN. Toon aan dat de volgende be-
weringen gelijkwaardig zijn.

(a) De 1ij (a,) is niet naar boven begrensd;

(b) 1i_>m a, = 0.

Opgave 1.4 Gegeven is een getal ¢ > 0. We definiéren de 1ij (a,),>1 door

an, = .
(a) Toon aan dat 1i_>m log(a,) = 0.

(b) Toon aan dat 1i_>m a, = 1.
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Opgave 1.5 Een rij (an)nzl wordt gedefinieerd door de recurrente betrekkingen ay = 1 en
ant1 = +/3a, voor n > 1. Bewijs de volgende beweringen.

(a) De rij (a,)n>1 is monotoon stijgend.
(b) De rij (a,)n>1 is naar boven begrensd.

(c) nh_)rréo a, = 3.

Opgave 1.6 Een rij (an)nzl wordt gedefinieerd door de recurrente betrekkingen ay = 2 en
anp1 = (a2 +3)/2(a, — 1) (n>1).

Bewijs dat a,, > a,41 > 3 voor alle n > 2. Bewijs dat de rij (a,) convergeert en bepaal de limiet.

Opgave 1.7 Bepaal:

nsoo\nZ T p2— 1 T w2 1)

Hint: geef eerst een van k onafhankelijke boven- en onderschatting voor 1/(n? — k + 1), als
1<k <n.

Opgave 1.8 Gegeven is een rij reéle getallen (a,),eN. Bewijs:

(a) 1i_>m a, = a met a > 0 = er bestaat een N € N zo dat voor alle n > N geldt a, > 0;

(b) Tim a4, =a= lim |a,| = la]
(¢) lim a, =0= lim |a,| = 0;

Ga voor (a) t/m (c) na of de omgekeerde implicatie ook juist is. Zo nee, geef een tegenvoorbeeld.

Opgave 1.9 Bewijs, door alleen de definitie van limiet te gebruiken, dat

. n+1 1
lim = —.
n—=co 2n+1 2

Opgave 1.10  Van een rij (a,) in R is gegeven dat lim,~ a, = 0o en dat |a,41 — an| < R
voor alle n € N; hierbij is R > 0 een constante. Toon aan dat

. 41
lim
n—00 Uy,

= 1.

Hint: schrijf a,41 = a,, 4+ 74.



Opgave 1.11 Gegeven is een 1ij (a,)neN in ]0, 00[. Voorts is gegeven dat er constanten N € N,
C'1 > 0en Cy > 0 bestaan zo dat

a
Oy < 2 <oy, voor alle n > N.
a

n

(a) Toon aan dat voor alle n > N geldt: {/a, < Cy/anCy ™.

. .o a
Hint: schrijf a,, = a“—"l e fl\’;laN.
e

b) Toon aan dat er voor elke C% > C5 een N’ € N bestaat zo dat: n > N' = pa, < C).
2 2 2
Hint: gebruik Opgave 1.4.

(c) Toon aan dat er voor elke C'} < Cy een N” € N bestaat zo dat: n > N" = va, > C].

Hint: pas de voorgaande onderdelen toe op de rij a;!.

(d) Zij L > 0. Laat zien dat de volgende implicatie geldt:

. p41
lim
n—oo @,

=L = lim a, =1

Opgave 1.12  Gegeven zijn begrensde deelverzamelingen Vi, V5, ..., Vi van R™. Bewijs dat
UE_,V; begrensd is. Geef een voorbeeld waaruit blijkt dat de vereniging van oneindig veel
begrensde verzamelingen niet begrensd hoeft te zijn.

Opgave 1.13 Gegeven zijn deelverzamelingen Wy, ..., Wi van R™ en een punt ¢ € R" dat
inwendig punt is van alle W;,¢ = 1,..., k. Bewijs dat ¢ inwendig punt is van ﬂfZIWZ-. Geef
een voorbeeld waaruit blijkt dat de analoge uitspraak voor oneindig veel deelverzamelingen niet
waar hoeft te zijn.

Opgave 1.14 Geef een voorbeeld waaruit blijkt dat de vereniging van oneindig veel gesloten
verzamelingen niet gesloten hoeft te zijn.

Opgave 1.15 Gegeven is een metrische ruimte (V, d) en een deelverzameling A C V.

(a) Toon aan: als S C V gesloten is en S D A, dan S D A.
(b) Zij C de collectie gesloten verzamelingen T C V met T O A. Toon aan dat A = NpecT.

Opgave 1.16 7Zij (V,d) een metrische ruimte. We zullen een verzameling A C V begrensd
noemen als er een @ € V en een R > 0 bestaan zo dat A C B(a; R).

(a) Zij A C V begrensd. Toon aan dat voor iedere b € V een R’ > 0 bestaat zo dat A C
B(b; R').

(b) Zij (F,||-]|) een genormeerde lineaire ruimte. Toon aan dat een deelverzameling A C F
begrensd is dan en slechts dan als er een R > 0 bestaat zo dat ||a|| < R voor alle a € A.
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Een rij (a,) in V heet begrensd als de deelverzameling {a, | n € N} van V' begrensd is in V.

(¢) Zij (an)neN een convergente rij in V. Toon aan dat (a,) begrensd is in V.

Opgave 1.17  We beschouwen de ruimte B = B(R) van begrensde functies R — R, voorzien
van de sup-norm. Bedenk een rij (f,)n,>0 in B die begrensd is, maar geen convergente deelrij
bezit. Bewijs vervolgens uw beweringen. Hint: start met een begrensde functie fo : R — R die
niet identiek gelijk aan nul is, en beschouw verschuivingen daarvan.

Opgave 1.18 Geef het bewijs van Lemma 1.28 uit de Handleiding.

Opgave 1.19 Geef het bewijs van Lemma 1.39 uit de Handleiding.

Opgave 1.20 Gegeven is een genormeerde lineaire ruimte (V,||-||), en een rij-compacte deel-
verzameling D C V.

(a) Toon aan dat D gesloten en begrensd is. Uit welke eerder gemaakte opgave blijkt dat het
omgekeerde niet hoeft te gelden?

(b) Toon aan dat iedere gesloten deelverzameling A C D weer rij-compact is.

(c) Gegeven is een rij gesloten niet-lege verzamelingen A,,, n € N met Ag = Den A, D A1
voor alle n > 0. Toon aan dat de doorsnede

A= mneNAn

niet-leeg en rij-compact is. Hint: beschouw een rij (a,),eN met a, € A,,.
(d) Geef een voorbeeld van een rij A,, van niet-lege gesloten delen van R zo dat N,eNA, = 0.

(e) Geef een voorbeeld van een rij A,, van niet-lege begrensde delen van R zo dat N,eNA, = 0.

Opgave 1.21 Laat (V,d) een metrische ruimte zijn. Een rij (a,)n,eN in V heet een Cauchy
rij als er voor elke ¢ > 0 een N € N bestaat zo dat: voor alle m,n > N geldt:

n,m>N =  dlay,a,) <e.

(a) Toon aan dat iedere convergente rij in V' een Cauchy rij is.

(b) Toon aan dat iedere Cauchy rij in V' begrensd is.

De metrische ruimte V' heet volledig indien iedere Cauchy rij in V' convergent is.

(c) Toon aan dat RP volledig is. Hint: gebruik de stelling van Bolzano-Weierstrass.



Opgave 1.22 Bewijs dat de volgende afbeeldingen R” — R continu zijn:

(a) @ — (a,2), waarbij a een gegeven vast element in R™ is.
(b) z = |lz]].
(¢) 2 (x,2).

Geef het bewijs op twee manieren:

(i) Zonder gebruik te maken van codrdinaten en met behulp van de definitie van continuiteit
en eigenschappen van het inprodukt.

(i) Door gebruik te maken van codrdinaten en geschikte stellingen toe te passen.

Opgave 1.23 Gegeven is een interval I C R. (We veronderstellen verder niets over dit interval,
het mag open of onbegrensd zijn.) Voorts is een differentieerbare functie f: I — R gegeven. We
veronderstellen dat er een M > 0 bestaat zo dat

|f/(z)] < M vooralle ze€l.
(a) Toon aan dat voor alle a,b € T geldt:
£ () = fla)| < M[b - al.
Hint: gebruik de middelwaardestelling.

(b) Toon aan dat f uniform continu is op I.

Opgave 1.24 Gegeven is een open deel U C R” dat convex is; d.w.z. als a,b € U dan is ook
het lijnstuk L, = {a+t(b—a) |0 <t <1} bevat in U. Voorts is een differentieerbare functie
g : U — R gegeven met ||grad g(z)]| < M voor alle z € U.

(a) Toon aan dat voor alle a,b € U geldt |g(b) — g(a)| < M|[b — a||. Hint: gebruik de vorige
opgave.

(b) Toon aan dat de functie g uniform continu is op U.

Opgave 1.25

(a) Bewijs dat 2 +— ||z]| een uniform continue afbeelding van R™ naar R is.

(b) Zij f : R™ — R” continu (resp. uniform continu). Bewijs dat 2 — ||f(z)|| continu (resp.
uniform continu) is.

Opgave 1.26 7ij V een begrensde en gesloten deelverzameling van R” en f : V — RP een
continue functie met de eigenschap dat voor alle z € V' geldt f(z) # 0.

(a) Bewijs dat inf{||f(z)]| |z € V} > 0.
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(b) Geef voorbeelden met V' C R? waaruit blijkt dat de uitspraak onder (a) niet meer juist
hoeft te zijn als V' niet begrensd of niet gesloten is.

Opgave 1.27 In deze opgave zijn V, W, Z metrische ruimten.

(a) Gegeven zijn twee uniform continue functies f,¢g: V — R”. Toon aan dat f+g¢ een uniform
continue functie V' — RP is.

(b) Gegeven zijn afbeeldingen ¢ : V. — W en ¢ : W — Z. Toon aan: als ¢ en 1 uniform
continu zijn, dan is hun compositie ¥ o ¢ dat ook.

(c) Onderzoek of de functie R? — R gedefinieerd door (z,y) — zy uniform continu is. Bewijs
uw beweringen.

(d) Bewijs dat iedere lineaire afbeelding A : R” — R” uniform continu is.

Opgave 1.28 De functie f: R? — R is gedefinieerd door

2
f(x,y) = %_}_yyg als (x7y)7£(070)
7(0,0) = 0.
(a) Bewijs dat f continu is op R*\ {(0,0)}.

(b) Bewijs dat voor iedere # € R de functie y — f(z,y) continu is en dat voor iedere y € R de
functie 2 — f(x,y) continu is.

(c) Schets de niveauverzamelingen van f voor de functiewaarden —1, —%, 0, %, 1.

(d) Bewijs dat f niet continu is in (0,0).

(e) Voor welke ¢ € R bestaat er een rij (2, Yn)n>1 in R? met 1i_>m (Zn,yn) = (0,0) en
- n (o]

1i_>m f(zn,yn) = ¢? Voor welke ¢ € R bestaat er niet zo’n rij? Motiveer uw antwoord.
n (o]

(f) Bewijs dat f begrensd is en bereken sup f en inf f.

Opgave 1.29 De functies g : R? = R en h : R? — R zijn voor (z,y) # (0,0) gedefinieerd door

2 2

Y h(a,y) = .

g(z,y) =

Verder is g(0,0) = h(0,0) = 0.

(a) Onderzoek of g en h continu zijn in (0,0).
(b) Onderzoek of g en h begrensde functies zijn.

Motiveer uw antwoorden.



Opgave 1.30 De functie f: R? = R is gedefinieerd door

cosry—1
S als z#0 en y#0,

fla,y) = !
als =0 of y=0.

D=

(a) Bewijs dat f continu is.

(b) Bewijs dat f niet uniform continu is.

Aanwijzing: Beschouw f als compositie van twee geschikte functies.
De functie ¢ : R? = R is gedefinieerd door

cosxy — 1
= ——— al 0
g(x,y) xg(xg_}_yg) als $7§ )
1
g(o7y) - _5'

(c) Onderzoek in welke punten de functie g continu is en in welke niet.

Opgave 1.31 Als 1 < 4,57 < n, dan noteren we met F;; de n X n matrix met een 1 op
de positie van de ¢-de rij en de j-de kolom en op de overige posities nullen. De matrices
Fity.. .. Fin, Far, ..., E,, vormen een basis van de lineaire ruimte V bestaande uit de n X n
matrices (met reéle coéfficiénten). Via deze basis identificeren we V' met R™; aldus kunnen we
spreken over continue afbeeldingen V.— Ren V = V.

(a) Bewijs dat de afbeelding f : V — R, M ~ tr(M) continu is (hierbij is tr(M) het spoor
van de matrix M, d.w.z. de som van de diagonaalelementen).

(b) Bewijs dat de afbeelding g : V' — V, M + 'M continu is. (‘M is de getransponeerde of
gespiegelde van de matrix M.)

(c) Bewijs dat de afbeelding h : V — R gedefinieerd door h(M) = det(M) continu is.

Laat U de deelverzameling van V zijn bestaande uit de matrices met determinant ongelijk aan
nul.

(d) Toon aan dat U een open deel is van V. Hint: gebruik het voorgaande onderdeel.

(e) Bewijs dat M ~ M~! een continue afbeelding U — V is.

Opgave 1.32 Schets elk van de volgende verzamelingen V C R2, en bepaal tevens het inwen-
dige V'™, de afsluiting V en de rand V' \ VI"™. Zeg tevens of de verzameling open en /of gesloten
of geen van beiden is. Hierbij mag u volstaan met het geven van antwoorden zonder motivatie.

(a) V.={(z,y) e R*| ||(z,p)ll < 1},

(b) V={(z.y) e R*| [[(z, )]l < 1},

() V={(z,y) e R*| [|(z, )] < 1,y >0},

(d) V={(z,y) €R?| 2y <1},

(e) V=A{(z,y) e R*| 2] <1, [yl < 1, (,y) # (0,0)},
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(f) V={(z,y) eR*| 2y =1,y > 0},

Opgave 1.33 Bewijs de juistheid van de in de vorige opgave in de onderdelen (¢) en (e) gedane
beweringen.

Opgave 1.34 Schets elk van de volgende deelverzamelingen V C R? en bepaal of hij open of
gesloten of geen van beiden is. Bewijs uw beweringen door zoveel mogelijk gebruik te maken
van de resultaten van Hoofdstuk 2 uit de Handleiding.

(a) V=A{(z,y) e R?| y <27},

(b) V=A{(z,y) € R? | y < 2?},

(©) V={(z,y) eR*| 0 <y <2’}

(d) V={(z,y) e R*| 0 <y <a*<4},

(@) V.="{(z,y) e R*| |2| <1, |yl < 1, (z,9) # (0,0)},
(f) V={(z,y) eR*| a2y =1,y > 0}.

Opgave 1.35 Gegeven is een tweetal verzamelingen V. W en een afbeelding f : V — W.
Voorts is een index verzameling A gegeven en voor iedere o € A een deelverzameling B, C W.

(a) Bewijs dat f~'(UpeaBa) = Uscaf 1 (Ba).
(b) Bewijs dat f™1(NaeaBa) = Nacaf 1 (Ba).
Aanwijzing bij bijvoorbeeld (a). Het werkt prettig om twee inclusies te bewijzen, namelijk ‘C’

en ‘D’. Voor de inclusie ‘C’ kun je als volgt te werk gaan. Begin met ‘Zij 2 € f~"(UyeaBa)
Probeer vervolgens door een redenering aan te tonen dat @ € Uyeaf™1(B,).

Opgave 1.36 Geef het bewijs van Lemma 2.4 uit de Handleiding Analyse 2.

Opgave 1.37

(a) Toon aan dat de functie f : R™ — R gedefinieerd door f(z) = z; (de j—de coordinaats-
functie) continu is.

(b) Toon aan, door het vorige onderdeel en geschikte rekenregels te gebruiken, dat de volgende
functies R? — R continu zijn:

2,,2
f(% y) =+ y2 cos(xy + 1)7 g(x, y) _ log(lx—i-i yy2 )—:—2cosx.




Opgave 1.38 Gegeven is een deelverzameling S C R?.

(a) Toon aan dat @ € R” een verdichtingspunt van S is dan en slechts dan als er een rij (zy)
in S bestaat met limj_ . x5 = a.

(b) Toon aan dat S gesloten is dan en slechts dan als voor iedere in S gelegen rij (z) geldt:

lim z; bestaat = lim z; € S.
k— 00 k— 00

Opgave 1.39 Gegeven zijn twee gesloten en begrensde verzamelingen S C R”™ en T C R".
Op natuurlijke wijze vatten we S x T op als deel van de metrische ruimte R”*". Voorts is een
continue functie f: S x T — R gegeven. De variabelen in R” noteren we met z = (24, ..., 2m),
die in R” met y = (y1, ..., Yn)-

(a) Toon aan dat er voor elke ¢ > 0 een § > 0 bestaat zo dat voor alle a,b € S met |ja—b|| < §
geldt:

VyeT = |f(a,y) = f(b,y)ll <e.

Voor elke z € S definiéren we
m(z) = max f(z,y).
(b) Toon aan dat voor elke ¢ > 0 een § > 0 bestaat zo dat voor alle a,b € S met ||a — b|| < &
geldt: m(a) > m(b) —e. Aanwijzing: gebruik dat m(b) = f(b,ys) voor een geschikte van b
afhankelijke 1y, € T.

(c) Toon aan dat de functie m : S — R, 2 — m(z) continu is.

Opgave 1.40 Gegeven is een continue afbeelding f : RP — R? met de eigenschap dat het
volledig origineel f~!(A) van ieder gesloten en begrensd deel A C RY gesloten en begrensd in RP
is.

(a) Laat (21)r>1 een rij in R” zijn zo dat de rij (f(zz))r>1 convergent is met limiet b € R9.
Toon aan dat (xk)kZI een convergente deelrij heeft. Zij a¢ de limiet van die convergente
deelrij. Toon aan dat f(a) =b.

(b) Gegeven is een gesloten deel V' C RP. Toon aan dat f(V') een gesloten deel van R is.

(c) Bedenk zelf een uitbreiding van het bovenstaande naar een zo algemeen mogelijke context.

Opgave 1.41 Gegeven is een niet-lege verzameling V' C RP en een punt a € RP. Voor 2,y € RP
noteren we d(z,y) = ||z — y||. Merk op dat de verzameling {d(a,z) | 2 € V'} een niet-lege naar
onderen begrensde deelverzameling van R is en derhalve een infimum bezit. We noteren dit getal
met

d(a,V) :=inf{d(z,a) | 2 € V}

en noemen het de afstand van a tot V.

(a) Toon aan dat a een verdichtingspunt van V' is dan en slechts dan als d(a, V) = 0.
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Veronderstel nu dat V' gesloten is.

(b) Toon aan dat a € V <= d(a,V) =0.

(c) Toon aan dat er een b € V bestaat zo dat d(a, V) = d(a,b). Hint: beschouw de verzameling
V N B(0; R) voor een geschikt gekozen R > 0.

Opgave 1.42 We gaan de functie f :]0,1[x]0,1[— R, gegeven door f(z,y) = 2? + vy, op
verschillende manieren illustreren.

(a) Teken een aantal niveaulijnen van f.

(b) We kunnen ook doorsneden van vlakken met de grafiek van f tekenen. Dat doen we door
één van de variabelen vast te houden; dat levert een functie van één variabele op.

Schets onder elkaar de grafieken van z — f(2,0), z — f(z, %) en z— f(x,1).
Maak ook enkele doorsneden evenwijdig aan de y-as.

(c) Maak een schets van de driedimensionale grafiek van f.

Opgave 1.43 7Zij U = {(z,y) | 22 + y* < 25}. Beantwoord de vragen uit de vorige opgave
voor de functie g : U — R gedefinieerd door: g(z,y) =5 — /a2 + y2.



Hoofdstuk 2

Opgave 2.1  Onderzoek, welke van de volgende functies R?> — R in (0,0) continu, resp.
richtingsdifferentieerbaar ten opzichte van elke v € R? zijn:

2

(@) Sroy) = 7t s (@) # (0.0), f(0,0)=0.
0) g(r,y) = 57 als (#.9) #(0,0), 9(0,0)=0.
(c) h(ac,y):ggfify4 als  (z,y) # (0,0), h(0,0)=0.

Opgave 2.2 Dezelfde vragen als in Opgave 2.1 voor:

(@) fn) = 5 @l (@) # (0,0, f(0,0)=0.
2lyl3/2
0) g =G0 ks () £ 0,0, 9(0.0)=0.

Opgave 2.3 Bereken de partiéle afgeleiden van de functie f : R2 — R3 gedefinieerd door
o) = (6n(e® + ), ).

Opgave 2.4 Bepaal de volgende partiéle afgeleiden:

0 0 J 2
(?_y(x + )%, a—xlog(l + 2%y?), % (exﬂ/ cos(zy?) — x3) :

Bepaal voor f(z,y) = log(1 + 2%y?) de partiéle afgeleiden

T
0xdy’  Oydx’ 022 Oy’

Opgave 2.5 Gegeven is een veelterm p(z,y) in twee variabelen, en een twee keer differentieer-
bare functie f : R — R. Toon aan dat

o 0 0)) = o ).

Waarschuwing: we hebben niet verondersteld dat de tweede orde afgeleide f” van f continu is.

11
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Opgave 2.6 Zij f: R” — R partieel differentieerbaar en zij grad f(z) = 0 voor iedere z € R™.
Bewijs dat f constant is.

Opgave 2.7 f:R? — R is gedefinieerd door f(z,y) = (1 —22)(1 — y?).

(a) Bereken alle stationaire punten van f.

(b) Onderzoek in alle stationaire punten of f een lokaal maximum, een lokaal minimum of geen
van beide heeft. Aanwijzing: teken het nulniveau van f en gebruik de maximum-minimum
stelling.

Opgave 2.8 De functie f : R? — R is gedefinieerd door f(z,y) = zy(z +y — 1).

(a) Bewijs dat f vier stationaire punten heeft.

(b) Bewijs dat f in precies één van deze punten een extremum heeft. Aanwijzing: teken het
nulniveau en gebruik de maximum-minimum stelling.

Opgave 2.9 De functie f: R” — R (met n > 2) is gedefinieerd door f(z) = (z,2)? - (a,z)?
waarin a een vaste vector in R™ \ {0} is.

9

(a) Bewijs dat
J7H] = 00,00) € B(0; [|al]).

(b) Bewijs dat (grad f)(z) =4(x,z )z — 2(a,z )a.
(c) Bewijs dat f twee lokale minima heeft en bereken deze. Aanwijzing: gebruik de maximum-
minimum stelling op B(0;||a||) := {z € R™ | ||z|| < ||a||} en merk op dat f(—z) = f(2).

(d) Geef met behulp van een tekening voor het geval n = 2 de tekenverdeling van de functie

1.

Opgave 2.10 Beschouw de veeltermfunctie

1
f(x,y):§x3—x+xy2

van twee variabelen. Bereken de partiéle afgeleiden 0f/0xz en df/0y, en bepaal de kritieke
punten. Onderzoek of f zijn maximum en/of minimum aanneemt op het rechter halfvlak

Vi =A{(z,y) |z >0},
respectievelijk op het linker halfvlak
Vo= {(r,y) |z <O}

Is dit zo, bepaal dan ook het maximum, resp. minimum. Beantwoord tenslotte dezelfde vragen

met f(x,y) vervangen door g(z,y) = %x?’ —x — 2y’
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Opgave 2.11  Onder een vectorveld op een open deel U C R”™ verstaan we een afbeelding
v : U — R™. De naam vectorveld is afkomstig van het feit dat aan ieder punt van z € U een
vector v(x) = (vi(x),...,v,(2)) toegevoegd wordt. In toepassingen stelt men zich vaak voor dat
de vector v(z) aangrijpt in het punt z : aldus wordt een ‘veld’ van vectoren op U gedefinieerd
(denk bijvoorbeeld aan krachtvelden in de natuurkunde). Het vectorveld v heet C* als iedere
component v; tot C*(U) behoort. Ts f € C?(U), dan is grad f een C'—vectorveld op U.

(a) Toon aan: als het C'~vectorveld v : U — R™ de gradient van een C'*~functie is, dan moet
gelden:

(%Z- . (%j

8$]‘ N 8952

(1<d,j<n).

Zij nu n = 3. Voor een C'-vectorveld v op U definiéren we de rotatie van v als het vectorveld
rot v gegeven door

Ovs vy dv Ovs Dvy  On

8%2 8$3 ' 8$3 8951 ' 8951 8952

(in de Engelstalige literatuur gebruikt men de notatie curl f i.p.v. rot f). Voorts wordt de
divergentie van v gedefinieerd als de functie divwv : U — R gegeven door:

8?)1 87)2 8?)3

dry | Ory | Oas’

rotv = (

dive =

(b) Laat zien dat voor f € C*(U) geldt: rotgrad f = 0.
(¢) Laat zien dat voor elk C'*~vectorveld v op U geldt: divrotv = 0.

Men kan de definities van grad,rot en div onthouden door gebruik te maken van de formele
notaties:
g o0 0

= G Gy B2y

(spreek uit: nabla) en:
grad f =V f, rotv=Vxov, dive=V-v=(V,v).

De hierboven gedefinieerde differentiaaloperatoren spelen een belangrijke rol in de Maxwell the-
orie. Ze zijn verbonden door de belangrijke integraalstellingen van Gauss, Green en Stokes, die
later in dit college (of in het college Infinitesimaalrekening B) zullen worden bestudeerd.

Opgave 2.12  Veronderstel dat f en ¢ differentieerbare functies R* — R zijn. Bewijs de
volgende rekenregels voor de gradiént:

(a) grad (fg) = fgrad g + ggrad f.
(b) grad (f") = nf""'grad f.

1

7

(c) grad () = —f%grad f, voor die punten van R™ waarin f ongelijk nul is.
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HOOFDSTUK 2.



Hoofdstuk 3

Opgave 3.1 Bewijs zorgvuldig uitgaande van de definitie van O:

2’42 =0(2% (z— o0)
4 =0(z)) (z—0)
2?4z =0(1) (z—9)

Opgave 3.2 Waar of onwaar? Geef argumenten.

r=o(VE) (2 oo)
r=o(a) (2 10)
zlogz =o(z) (z]0)
zlogz =o(zlogz) (z ] 0)

Opgave 3.3 Gegeven is een tweetal veeltermfuncties p,¢ : R — R. Toon aan: als de graad
van p strikt kleiner is dan die van ¢, dan geldt:

p(z) = o(lg(x)]) (2 — o0).

Opgave 3.4 Van een veeltermfunctie p : R — R van graad ten hoogste n is gegeven dat
p(z) = o(|z|") (z — 0). Toon aan dat p de nulveelterm is.

Opgave 3.5 Van een functie f : R” — R is gegeven dat f(2) = o(]|z||) (z — 0). Toon aan dat
f partieel differentieerbaar is in 0, en bepaal grad f(0).

Opgave 3.6 7ij f:R” & R, a een inwendig punt van dom(f) en laat alle partiéle afgeleiden
van f in een omgeving van a bestaan en in die omgeving begrensd zijn.

(a) Bewijs dat f continu is in a.

(b) Geef een voorbeeld van een functie f : R* — R die in (0,0) niet continu is, maar wel de
eigenschap heeft dat alle partiéle afgeleiden in een omgeving van (0,0) bestaan.

15
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Opgave 3.7 De functie f : R? — R wordt gedefinieerd door: f(z,y) = 2y + €. Laat zien
dat f in het punt (1,1) richtingsdifferentieerbaar is in iedere richting v € R2. Geef een formule
voor D, f(1,1).

Opgave 3.8 We definiéren de functie ¢ : R? — R door ¢(2,y) = zy. Laten f,g: R — R
differentieerbare functies zijn. Gebruik de kettingregel voor differentiéren langs een kromme om

@70 9)

uit te drukken in f, ¢ en hun afgeleiden f’,¢’. Kunt u het gevonden resultaat ook op een andere
manier begrijpen? Formuleer en bewijs een produktregel voor differentiatie van een produkt van
n functies R — R.

Opgave 3.9 Laat f € C'(R"\ {0}) zijn en m € R. Bewijs dat de volgende twee uitspraken
equivalent zijn:

(a) o7, xz-g—gi(x) = mf(z) voor alle z € R" \ {0}.
(b) f(tz) =t"f(x) voor alle z € R™\ {0} en t > 0.

Hint: Onderzoek de afgeleide naar ¢ van de functie:
T f(te) =T f(tey, .. tey).

De functie heet positief homogeen van de graad m als zij aan (b) voldoet. De vergelijking in (a)
heet de differentiaalvergelijking van Fuler. Bewijs in het geval n = 1, dat f op [0, 00[ op een
constante factor na is vastgelegd door (a). Laat aan de hand van een voorbeeld zien dat iets
soortgelijks niet geldt zodra n > 1.

Opgave 3.10 7Zij
r=r(ry) = (2 +y4)

de afstand van het punt (x,y) in het vlak tot de oorsprong en zij
flz,y) =¢(r(z,y))

een redelwaardige functie op R?\ {0}, waarin ¢ :]0,00[— R een nader te bepalen tweemaal
differentieerbare functie is. Bepaal de functies ¢, waarvoor

P
dx2? Oy

op R%\ {0}. Hint: herken een Euler differentiaalvergelijking voor de functie ¥ (r) = ¢'(r).



17

Opgave 3.11 Bepaal het raakvlak in het punt (a, f(a)) van de grafiek van de functie f: R? a
R in de volgende gevallen.

(a) f(x,y):xQ—xy—yQ, a = (170)7
(b) f(z,y)=2%—zy—y? a=(0,1),

(©) flz,y)=VA—42+y?, a=(1,1).

Opgave 3.12 Gegeven zijn de functies f : R — R? en g : R? = R gedefinieerd door:

f(t) = (t7 COSt)7 g(:l:, y) = e” cos y.
Bereken de afgeleide van go f op twee manieren:

(a) Door een formule voor go f te bepalen en die te differentiéren.

(b) Door de kettingregel toe te passen.

Opgave 3.13 Gegeven zijn de functies f : R — R? en g : R®> = R gedefinieerd door:
ft) = (cost,sint,t),  g(z,y,2)=(z+y)° - 2"
Bereken de afgeleide van go f op twee manieren:

(a) Door een formule voor go f te bepalen en die te differentiéren.

(b) Door de kettingregel toe te passen.

Opgave 3.14

(a) Gegeven zijn differentieerbare functies f: R — R en g : R — R. Bewijs dat grad (fog) =
(/o g)aradg.

(b) Gegeven zijn een differentieerbare functie g : R® — RP en een C''-functie f : R? — R.
Bewijs dat de i-de component van grad (fog) gelijk is aan

0
((grad f)og.5.0).

Opgave 3.15 Gegeven zijn een C''-functie f : R® — R, en een drietal punten a,b, v € R”.

(a) Druk de afgeleide van de functie t — f(a + tv) uit in de partiéle afgeleiden van de functie
I

(b) We definiéren L(a,b) als het lijnstuk in R™ met beginpunt a en eindpunt b. Toon aan dat
er een ¢ € L(a,b) bestaat zo dat

f(0) = fla) = (grad f(¢),b - a)

Hint: gebruik het vorige onderdeel met v = b — a.
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(c) Toon aan dat

£ = Fla)| < maxczrad f()][1b = oL

(d) Veronderstel nu dat z — ||grad f(z)|| begrensd is op R™. Toon aan dat de functie f uniform
continu is op R™.

Opgave 3.16 We beschouwen de functie f :]0,1[x]0, 1[— R, gegeven door f(z,y) = 22 + y.
In Opgave 1.42 werd reeds gevraagd een aantal niveaulijnen van f te schetsen. Bepaal nu grad f,
en maak een schets van dit vectorveld.

Opgave 3.17 7ij U = {(z,y) | 22 + y? < 25}. Beantwoord de vragen uit de vorige opgave
voor de functie g : U — R gedefinieerd door: ¢g(z,y) =5 — /22 + y? (zie ook Opgave 1.43).

Opgave 3.18 We beschouwen de functie f(z,y,2) = 2% + y? + 422

(a) Schets de niveauverzameling N van f voor het niveau 6.

(b) Bepaal grad f(1,1,1).

(c) Aan de in (a) gemaakte schets zien we dat N in (1,1, 1) een raakvlak behoort te hebben.
Gebruik onderdeel (b) om een vergelijking voor dit raakvlak op te stellen.

Opgave 3.19  Bereken het raakvlak in (2,1,1) aan de ellipsoide £ C R? gegeven door de
vergelijking:
F: x2+2y2—}—322:9

op twee manieren:

(a) Door gebruik te maken van Lemma 3.4.4.

(b) Door F in de buurt van (2,1, 1) te beschrijven als grafiek van een functie en de techniek
van Voorbeeld 3.2.4 te gebruiken.

Opgave 3.20 Van f:R? — R is gegeven dat

1

(grad f)(=,y) = (ye", e" — m

).

Bereken alle f die hieraan voldoen.



Hoofdstuk 4

Opgave 4.1

(a) Bewijs, zonder Stelling 4.2.6 te gebruiken, dat de afbeelding f : R? — R?, gedefinieerd
door f(z,y) = (¢ + y,2? + y?, 2y), in ieder punt van R? totaal differentieerbaar is en
bereken de afgeleide, dat wil zeggen geef voor ieder punt (a,b) € R? de afbeelding (h, k) —
Df(a,b)(h,k) aan.

(b) Overeenkomstige vragen voor ¢ : R* — R gedefinieerd door ¢(z,y, 2) = zyz + 2y + .

(c) Tdem voor ¢ : R — R? gedefinieerd door ¢(z) = (1,z,2?).

Opgave 4.2 Gegeven zijn twee vaste vectoren b en ¢ in R". Bewijs, zonder gebruik te maken
van coordinaten, dat elk der onderstaande afbeeldingen in ieder punt van R”™ totaal differen-
tieerbaar is en bereken zijn afgeleide, dat wil zeggen geef in ieder punt a € R™ de afbeelding

h— Df(a)(h) aan.

(a) f(z) = (b,2),

(b) flz) = (b;z){e,2),
(c) flz)=(z,2),

(d) f(z) = (b, 2)b,

(e) fz)=(2,2)a.

Opgave 4.3 De functie f : R* = R is gedefinieerd door

f(x7y7z7t):

Ty
z 1

Bewijs, zonder Stelling 4.2.6 te gebruiken, dat f totaal differentieerbaar is en bereken de afge-
leide.

Opgave 4.4 Onderzoek welke van de functies in de Opgaven 2.1 en 2.2 totaal differentieerbaar
zijn in (0, 0).

19
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Opgave 4.5 Veronderstel dat f en g twee totaal differentieerbare functies R™ — R zijn.

(a) Bewijs dat ook fg totaal differentieerbaar is en dat geldt:
D(fg)(a) = f(a)Dg(a) + g(a)Df(a).

ZijU={peR"| f(p) # 0}.
(b) Toon aan dat U open is.

¢) Toon aan dat de functie h : U — R gedefinieerd door h(z) = —— differentieerbaar is in
(c) g )

fe
ieder punt p € U. Geef een formule voor de afgeleide.

Aanwijzing: pas de kettingregel toe op h = io f, waarbij ¢ : R\ {0} — R gedefinieerd is

door i(t) = 1.

Opgave 4.6 Gegeven is dat f : R® — RP en ¢ : R — RP totaal differentieerbare functies
zijn. Bewijs dat I : R" — R, gedefinieerd door F'(z) = ( f(z),g(z)), een totaal differentieerbare
functie is en bewijs dat de totale afgeleide DF gegeven wordt door de formule:

DF(z)(h) = (f(x), Dg(x)(h) )+ (Df(z)h,g(x))  (he€R").

Opgave 4.7

(a) Zij f : R™ — R differentieerbaar en zij Df(xz) = 0 voor iedere z € R™. Bewijs dat f
constant is. Aanwijzing: het resultaat is bekend voor het 1-dimensionale geval. Gebruik
nu richtingsafgeleiden.

(b) 7Zij F' : R™ — RP differentieerbaar en zij DF(x) = 0 voor iedere z € R". Bewijs dat F
constant is.

Opgave 4.8 Zij f : R™ — RP een differentieerbare functie, L : R — RP een lineaire afbeelding,
en veronderstel dat Df(z) = L voor iedere z € R”. Bewijs dat er een ¢ € RP is zo dat
f(z) = L(z) 4+ ¢ voor iedere z € R"™.

Aanwijzing: bekijk f— L.

Opgave 4.9 Van f:R? — R? is de Jacobimatrix gegeven door

2. x

y et 2ye”

J(z,y) = X X

Bereken f als ook nog gegeven is dat f(0,1) = (1,0).
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Opgave 4.10 De afbeeldingen ¢ : R®> = R? en h : R? = R? zijn gedefinieerd door
g9(x,y,2) = (zz,log(y” + €%)),  h(z,y) = (z +y,2y).
Bereken de Jacobimatrix van hog op twee manieren:
(a) rechtstreeks, dat wil zeggen door hog te berekenen en de definitie van de Jacobimatrix te

gebruiken;

(b) met behulp van de kettingregel.

Opgave 4.11 De afbeeldingen f:R? — R® en ¢ : R® — R? zijn gedefinieerd door
Fle,y) = (2% y,2y), g(z,y,2) = (zyz, zsin(ay)).

Bereken de Jacobimatrices van fog en go f.

Opgave 4.12 Gegeven zijn differentieerbare afbeeldingen f : R” — R en g : R =+ R". Noem
de componenten van g respectievelijk ¢q,...,¢9,. Geef de Jacobimatrices van fog en go f in
termen van de partiéle afgeleiden van f en de afgeleiden van de g;.

Opgave 4.13  Gegeven is een differentieerbare functie f : R? — R. De variabelen geven we
aan door u en v. We definiéren F': R? — R door F(z,y) = f(z +y,z — y).
Geef een formule die 0F /0x + OF /dy uitdrukt in df/0u en 0 f/0v.

Opgave 4.14 We beschouwen een differentieerbare functie f : R? — R; de variabelen in f wor-
den genoteerd met (z,y). De functie g : R? — R is gedefinieerd door g(p, ¢) = f(pcos ¢, psin ¢).

(a) Geef een formule die de partiéle afgeleiden van g uitdrukt in p, ¢ en de partiéle afgeleiden
van f.

(b) Geef een formule die df/dx(pcosd, psing) en Of/0y(pcos, psin @) uitdrukt in p, ¢ en

de partiéle afgeleiden van g.
(c) Geef een formule die
2 2
(G + 55 pcosspsing)

uitdrukt in p, ¢ en de (eventueel hogere orde) partiéle afgeleiden van g.

Opgave 4.15 De functie F': R® — R? is gedefinieerd door
F(r,8,¢) = (rsinfcos ¢, rsinfsin ¢, rcosb).

Bereken de Jacobimatrix van F. In welke punten is de determinant van deze matrix gelijk aan
0?7
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Opgave 4.16 f:R™ — R is een differentieerbare functie.

(a) De functie ¢ : R — R is gedefinieerd door ¢(t) = f(tz), met 2 € R" vast gekozen. Bewijs
dat ¢'(t) = Df(tz)(x).

(b) Veronderstel nu dat f homogeen is van de graad m, dat wil zeggen dat voor iedere z € R"
en iedere t > 0 geldt f(tz) =1t" f(x). Bewijs dat Df(z)(z) = mf(z) voor iedere z € R™.

(c) Veronderstel nu dat Df(z)(x) = mf(x) voor iedere # € R". Bewijs dat f homogeen is
van de graad m. Aanwijzing: neem g als in onderdeel (a) en bereken de afgeleide van
t— gt(—,fl), t €10, cof.

Opgave 4.17 Zij L een bijectieve lineaire afbeelding van R"™ naar zichzelf. Bewijs dat er een
¢ > 0 bestaat zo dat voor alle h € R™ geldt ||L(h)|| > ¢||h]|. Aanwijzing: schrijf b = L™'(L(h))
en gebruik Lemma 4.3.1.

Opgave 4.18 Zij U C R” een open deel, en f: U — R” een functie. Zij a € U en veronderstel
dat f differentieerbaar in @ is en dat D f(a) bijectief is. Bewijs dat er een § > 0 en een M > 0
bestaan zo dat voor alle h met ||h]| < & geldt:

1f(a+h) = fla)l| = M]|A].
Aanwijzing: gebruik Opgave 4.17.

Opgave 4.19 Laten V en W deelverzamelingen van R" zijn en f : V — W een bijectieve
afbeelding met inverse afbeelding g. Zij a een inwendig punt van V en veronderstel dat voldaan
is aan de volgende voorwaarden:

(a) de afbeelding f is differentieerbaar in a en D f(a) is bijectief,
(b) f(a) is inwendig punt van W en g is continu in f(a).

Bewijs dat ¢ differentieerbaar is in f(a) en dat Dg(f(a)) = D f(a)™!.
Aanwijzing: gebruik Opgave 4.18 bij het schatten van g(f(a) + k) — g(f(a)) — Df(a)~" (k).

Opgave 4.20 Laten V en W open deelverzamelingen van R" zijn. Zij f : V — W bijectief
en differentieerbaar en zij f=!' : W — V differentieerbaar. Bewijs dat voor iedere a € V de
afgeleide D f(a) bijectief is en dat D f(a)™! = D(f=1)(f(a)).

Opgave 4.21 Bewijs dat Stelling 3.2.1 (en dus ook Stelling 4.2.6) nog juist is onder de zwakkere
veronderstelling dat slechts n — 1 partiéle afgeleiden van f in een omgeving van a bestaan en
in a continu zijn en van de resterende partiéle afgeleide alleen verondersteld wordt dat hij in a
bestaat. Aanwijzing: gebruik hetzelfde idee als in het bewijs van Stelling 3.2.1 en schrijf

flat+h)—fla) =
= D (la+hD) = fla+hOTD)) + fla+ hY) = f(a).
7=2
Pas nu op >77_, de methode van het bewijs van Stelling 3.2.1 toe en op de resterende term de

definitie van afgeleide. (We veronderstellen dus dat de partiéle afgeleide 0f/0x; de uitzonde-
ringsrol vervult; wat verandert er in het bewijs als een andere partiéle afgeleide dit doet?)
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Opgave 4.22 We beschouwen de functie ¢ : ¢ +— (cost,sint).
(a) Toon aan dat ¢ differentieerbaar is, en bepaal de afgeleide ¢'.
(b) Toon aan dat er geen 7 € [0, 7] bestaat zo dat
p(7) = 9(0) = ¢'(r)7.

Het analogon van de middelwaardestelling geldt dus in het algemeen niet voor vectorwaardige
functies (vergelijk ook met Opgave 3.15). Uit de twee onderstaande opgaven zal blijken dat het
analogon van de ‘middelwaardeschatting’ wel geldt voor vectorwaardige functies.

(c) Toon aan dat er wel een 7 € [0, 7] bestaat zo dat

le(m) = (O < [l¢"(7) I

Opgave 4.23 Voor een lineaire afbeelding I : R* — RP definiéren we

12l = (. L)V

1<i<p
1<5<¢q

waarin L;; staat voor het element in de i-de rij en de j-de kolom van de matrix van L ten aanzien
van de standaardbases.

(a) Toon aan dat voor iedere 1 < i < pen elke h € R" geldt:

[(Lh))? < (Z L?j) 17]°.

Aanwijzing: gebruik de ongelijkheid van Cauchy-Schwarz voor het standaardinprodukt in
R™.
(b) Toon aan dat voor elke h € R™ geldt:

LA < \ILII[IA]]-

Opgave 4.24 We beschouwen een open verzameling U C R” die convez is: d.w.z. voor elk
tweetal punten a,b € U behoort het lijnstuk L(a,b) met eindpunten a en b weer tot U. Laat
voorts f : U — RP een differentieerbare functie zijn.

(a) Toon aan: als a,b € U, dan geldt voor 0 <t <1 dat:

©f(a+ 10— ) = Df(a+ 1(b—a))(b—a).

(b) Toon aan: als a,b € U, dan bestaat er voor elke v € R? een ¢ € L(a,b) 7o dat:

(f(b) = fla),v) = (Df(e)(b—a),v).
Hint: beschouw de functie g : R @ R gedefinieerd door ¢(t) = ( f(a 4+ t(b— a)),v).
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We veronderstellen nu dat f een C''-functie is.
(c) Toon aan: de functie z — ||Df(2)||, U — R is continu.
(d) Toon aan: als w € R” en |(w,v)| < Clv|| voor alle v € RP, dan ||Jw|| < C.
(e) Toon aan: als a,b € U, dan geldt:

17 (6) = fla)l < max |IDf(c)[[|[b~ al-

€L(a,b)

(Waarom bestaat het maximum?)

Opgave 4.25 We beschouwen de lineaire ruimte £ = L(R",RP) van lineaire afbeeldingen
R™ — RP. Als L € £ dan schrijven we L;; voor het element op de i-de rij en j-de kolom van de
matrix van I ten aanzien van de standaardbases.

(a) Toon aan dat door
@ L— (L117L127---7L1n7L217---7L2n7---7Lp17---7Lpn)
een lineaire bijectie L — R™ gedefinieerd wordt.

Via de bijectie ¢ zullen we in het vervolg £ identificeren met R"”. In het bijzonder verkrijgen we
zo een norm || - || op L :als L € £, dan is ||L]| := ||¢(L)]||. Merk op dat deze norm overeenkomt
met die in Opgave 4.23.

(b) 7Zij U C R™ een open deelverzameling, en f : U — RP een functie. Toon aan dat f een
C''-functie is dan en slechts dan als f differentieerbaar is op U met een afgeleide D f die
continu is als afbeelding U — L.

Opgave 4.26 Notaties als in Opgave 4.25; we veronderstellen voorts dat p = n.

(a) Toon aan dat de verzameling U = {L € L | det L. # 0} open is.

(b) Toon aan dat de afbeelding S : U — L, L — L~" differentieerbaar is (en dus ook continu).
Hint: gebruik de regel van Cramer en observeer dat de codrdinaten van L~! (gedefinieerd
via ¢) rationale functies zijn in de codrdinaten van L.

Definieer de functie p : £ 2 £ door:
p(H)y=SI+H)-S(H+H=(I+H)""-T+H.
(d) Toon aan dat (I 4+ H)p(H) = H?>.

(e) Toon aan dat p(H) = o(||H||) (H — 0).
oon aan dat de afgeleide van S in I gegeven wordt door: :Hw— —H.
f) T dat de afgeleid Sin I geg dt d DS(I): H H



Hoofdstuk 5

Opgave 5.1 7Zij f : [a,b] X [c,d] — R een begrensde functie die continu is op ]a,b] x [e, d].
Bewijs dat voor iedere y € [c,d] de integraal f: f(z,y) dz bestaat en dat y +— f: fz,y) dz
continu is op [e, d].

Opgave 5.2
(a) Bereken fOA (ﬁdﬁ voor ¢ > 0.
Aanwijzing: differentieer de functie F' :]0, co[— R, gedefinieerd door F'(t)

/00 dz
o (1+22)2

_ (A _dr
—JO 224¢¢
(b) Bereken de integraal:

Opgave 5.3 Definieer f: R — R door:

1 g—a®(141%) p

(a) Bewijs m.b.v. een substitutie van variabelen dat geldt:
f(a) = —2e" / e da (a € R).
0

Definieer g : R — R door:
a 2
g(a) = f(a) + (/ e dx) .
0

(b) Bewijs dat ¢’ = 0 op R; en concludeer dat g(a) = %, voor alle a € R.

(c) Bewijs dat 0 < f(a) < e~ voor alle a € R; toon vervolgens aan dat geldt:

/ e dr = V.

— 00

Opgave 5.4 Bereken
/2
/ log(1 4 t cos® x) da
0

voor t > —1.
Aanwijzing: definieer F'(t) = 07r/2 log(1 +tcos? 2)dz (t > —1) en bereken F’(t).
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Opgave 5.5 Zij f : R* — R continu. Veronderstel dat = — f(2,y), R — R differentieerbaar
is voor elke y € R en dat df/0x : R — R continu is. Zij

)= [ " fle.y)dy.

(a) Bewijs dat F' continu differentieerbaar is en dat

P = e+ [y

Aanwijzing: de variabele z komt op twee plaatsen voor: in de integrand, en als bovengrens
van de integraal. Aan het voorgegeven antwoord ziet u dat F'(z) gevonden wordt als som
van de afgeleiden naar elk van die xz-en afzonderlijk. Schrijf, om de juistheid hiervan te
bewijzen, F'= Ho K, waarin H(t,s) = f(f f(s,y)dyen K(z) = (x,z) en pas de kettingregel
toe.

(b) Bewijs dat

femdy= [ feayder [T ey dyda.
/a /a /a/a oz

Opgave 5.6  Zij f(z,y) = e"™y. Bewijs dat f continu is op R?, dat voor iedere y > 0 de
oneigenlijke integraal
(o]
/ e” Yy dx
0

yr—>/ e~ Yydr, R—R
0

bestaat, maar dat de functie

niet continu is.
Stelling 5.1.3 is dus niet zonder meer goed voor oneigenlijke integralen.



Hoofdstuk 6

Opgave 6.1

(a) Toon aan dat de functie (z,y) — y/(z? + y?) continu is op [0, 1] x [1, 2].
(b) Controleer d.m.v. een direkte berekening dat

2 01y L2y
dz d :// dydzx.
/1/0 22 4 g2 Y o J1 x?2+y? Y

Opgave 6.2 Gegeven zijn a,b,c,de Rmet 0 <a<ben 0<c<d.

(a) Toon aan dat de functie f: (2,y) — 1/(z 4+ y) continu is op [a, b] x [c, d].

(b) Controleer d.m.v. een rechtstreekse berekening dat
b oprd d rb 1
dy dx :/ / — dz dy.
/a /c Tty Y c Ja T+Y Y

Opgave 6.3 (Vectorwaardige integralen) Zij I = [a,b] een gesloten en begrensd interval,
en f = (f1,...,f,) een begrensde vectorwaardige functie I — RP. We schrijven ||f|| voor de
functie I — R, z — || f(2)]].

De functie f heet Riemann-integreerbaar als iedere component f; (1 < j < p) Riemann-
integreerbaar is. Is dit het geval dan definiéren we de bijbehorende integraal als de volgende

/abf(x) dz = (/abfl(x) dx,...,/abfp(x) dx).

(a) Toon aan: als f Riemann-integreerbaar is, dan is ||f|| dat ook. Aanwijzing: gebruik
Propositie A.10.6.3 uit Analyse A, die hieronder herhaald wordt.

vector in RP :

In het vervolg veronderstellen we dat f Riemann-integreerbaar is.
(b) Toon aan: voor iedere £ > (0 bestaat er een verdeling V' van I zo dat:

Jre

voor elke keuze van strooipunten bij V. Hierbij is de (vectorwaardige) Riemann-som

S(f,V,2) € R? (met V = (2;)o<i<m, Z = (§j)1<i<m) gedefinieerd door:

Z 7 — T4p— 1 2)

=1

Hint: merk op dat S(f,V,=Z); = S5(f;,V,=).

<e
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(c) Toon aan dat voor elke verdeling V' van I en elke keuze = van strooipunten bij V' geldt:

1SCH VB < SAIL VL E).

(d) Toon aan dat de volgende ‘driehoeksongelijkheid’ voor vectorwaardige integralen geldt:

[ s i< [ s e

Propositie A.10.6.3 Stel f,g: [a,b] = R zijn Riemann-integreerbare functies. Dan geldt:

(a) De produktfunctie fg is Riemann-integreerbaar over [a, b].
(b) De functie min(f, g) is Riemann-integreerbaar over [a, b].
)
)

(c

(d) De functie | f| is Riemann-integreerbaar over [a, b].

Voor iedere continue functie ¢ : R — R is ¢o f Riemann-integreerbaar over [a, b].

Opgave 6.4 (De oppervlakte van een kromme is nul) We beschouwen een continue
functie ¢ : I =[0,1] = R met o(I) C J = [¢,d]. Zij W = (y;)o<;<n een verdeling van [c, d]; we
schrijven J(j) = [y;—1,y;] voor het j-de deelinterval bij W, en_uZW) voor de minimale lengte
van de deelintervallen .J(j).

(a) Toon aan dat er een verdeling V' = (2;)o<i<m van [0, 1] bestaat zo dat voor elke 1 < i < m
geldt dat supygy ¢ —infriy @ < p(W). Hierbij hebben we geschreven: (i) = [z;_1,2].
Hint: gebruik uniforme continuiteit.

7Zij 1 < i < m. Merk op dat wegens de tussenwaardestelling voor continue functies geldt dat
@(I(1)) = [infri) @, supy(;) ¢]. Het beeld o(I()) is dus een interval met lengte strikt kleiner dan
p(W).

(a) Toon aan dat het aantal punten y; met y; € ¢(I(7)) ten hoogste gelijk is aan 1.

(

b) Toon aan dat het aantal intervallen .J(j) met J(j) N ¢(I(i)) # 0 ten hoogste gelijk is aan
2.

(c) Beschouw de verzameling T; van indices j met graf ¢ N [I(i) x J(j)] # 0. Toon aan dat
#T; < 2.

(d) Toon aan dat
2 2 (mi = i)~ v5m0) < 2m(W);
=1 j€T;

hierin is m (W) de maas van de verdeling W (zie dictaat). Analyseer de betekenis van deze
ongelijkheid ook met behulp van een schets.

(e) Welke 2-dimensionale oppervlakte zou u toe willen kennen aan graf ¢? Motiveer.

We beschouwen nu de functie f: I x .J — R gedefinieerd door f(z,y) =1 als (x,y) € graf ¢ en
f =0 buiten graf ¢.
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(f) Toon aan dat
0= S(f, (VW) < 5(f, (V, ) < 2m (WD),

(g) Zou u de functie f Riemann-integreerbaar over I x .J willen noemen? Motiveer.

Opgave 6.5 (Inhoud vierzijdige piramide) Bereken de inhoud van de vierzijdige piramide
in R? met grondvlak [—1,1] x [~1,1] x {0} en top (0,0, 1). Hint: beschouw de functie f:R? — R
gedefinieerd door f(z,y) = min{l — |2|,1 - |y|}.

Opgave 6.6 (Inhoud driezijdige piramide) Bereken de inhoud van de verzameling D in
R? bestaande uit de punten (z,y, z) met:

r4+y+2<1l,2>0,y>0, 2>0.

Hint: beschouw de dubbele integraal van een geschikte continue functie f:[0,1]? — R.

Opgave 6.7 (Inhoud kegeltop) Beschouw de de kegeltop in R? beschreven door de onge-
lijkheden:
@l <1, 0<z<1—][(z,y)l

Beschrijf de inhoud van deze kegeltop met behulp van een geschikte dubbele integraal. U hoeft de
gevonden integraal niet uit te rekenen: in een later stadium zullen we een methode ontwikkelen
die het berekenen van zo’n integraal gemakkelijker maakt.

Opgave 6.8 Geef een meetkundige interpretatie van de integraal

V1=z?
/ / \/1— 22 —y?dydz.
V1—z?
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Hoofdstuk 7

Opgave 7.1 (Cilindercoordinaten) Definieer ¥ : R? — R? door:

U(r, o, x3) = (rcosa, rsin o, x3).

(a) Bewijs dat ¥ wel surjectief, maar niet injectief is.

(b) Bepaal alle punten (r,a, z3) € R® waarvoor det DU(r, a, z3) # 0.

Zij R>0en a,b € R,a < b. We beschouwen de cilinder C'in R? bestaande uit de punten 2 € R?
met 22 + 23 < R?en a < 23 < b.

(c) Bepaal een drie dimensionaal blok B C R?, zo dat W(B) = (|, en 7o dat de beperking ¥|g
voldoet aan de voorwaarden van de substitutiestelling.

(d) Bepaal het beeld W(9B) van de rand 9B = B\ B™ van het blok B.

(e) Merk op dat uit het voorgaande onderdeel volgt dat C' Jordan-meetbaar is. Bepaal het
volume van C.

Opmerking: Men noemt (r, a, z3) de cilindercoérdinaten van @ = ¥ (r, a, x3).

Opgave 7.2 (Bolcoordinaten) Definieer ¥ : R?* — R? door:
U(r,a,8) = r(cosacosb,sinacos,sin ).

(a) Toon aan dat:

cosae —sina 0 cosf
U(r,a,8)=r| sina cosa 0 0
0 0 1 sin

(b) Bepaal de beelden van de vlakken r = constant, resp. « en § = constant, en vervolgens
van de lijnen (a, #) = constant, resp. (r,0) en (r, o) = constant.
(c) Bewijs dat W surjectief, maar niet injectief is.
(d) Bewijs:
det DU (r, v, §) = r? cos 9,
en bepaal de verzameling van alle punten (r,«,8) € R® waarvoor de gevonden Jacobiaan

niet gelijk aan 0 is.

Zij R > 0. We beschouwen het blok D = [0, R] x [-7, 7] x [-F, T].
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(e) Toon aan dat het beeld W(D) gelijk is aan de gesloten bol B(0; R) in R® met middelpunt
0 en straal R. Bepaal U(0D) (met 9D de rand van het blok D).

(f) Toon aan dat de bol B(0, R) Jordan-meetbaar is, en dat

4
volg(B(0; R)) = §7TR3.
Opmerking: Men noemt (r, «, 8) de bolcodrdinaten van @ = ¥(r, o, x3).

Opgave 7.3 (Inhoud kegel) Zij D de gesloten eenheidsschijf in R2. Zij K C R? de verza-
meling bestaande uit de punten 2 € R* met (21,29) € D, en 0 < 23 < 1 — ||(21,22)]|. Bereken
het volume van K door een geschikte functie te integreren over D.

Opgave 7.4 Definieer de functie f : R? — R door
f(x) — e_||$||2.
Voor R > 0 definiéren we Vg := [0, R] x [0, R], en Sg:={z € R? | 1,29 > 0, ||z|| < R}.

/VRf(x) de = (/ORe_t2 dt)Q.

(b) Toon aan dat: [g f(z)de = F(1 - e 1.

(c) Toon aan dat:
/SRf(x)de/VRf(x)dxg/S f(z) da.

RV2

(a) Toon aan dat:

(d) Toon aan dat:

o 1
/ e dt = —\/T.
0 2

Opgave 7.5 (Omwentelingsfiguur) We beschouwen een 2-dimensionaal blok B C R? en een
Cl-afbeelding 1) : B — R? die voldoet aan de voorwaarden van de substitutiestelling. Voorts
veronderstellen we dat ¢(B™) in het halfvlak 2o > 0 ligt. Merk op dat hieruit volgt dat
A :=1(B) in het halfvlak z5 > 0 ligt. (Waarom?)

Voor a € R schrijven we:

1 0 0
R(a)=| 0 cosa —sina
0 sina  cosa

voor de rotatie rond de z-as over een hoek a.

7ij L de verzameling die ontstaat door A x {0} rond de x;-as te wentelen, d.w.z. L bestaat
uit de punten R(«)(z1,22,0), met (z1,22) € A, @ € R. Doel van deze opgave is het volume van
L uit te drukken in een integraal over A.
Definieer de afbeelding ¥ : B x [0, 27] — R? door

(Y1, y2, ) = R(@)($(y), 0) = B(a) ($1(y), ¥a(y), 0).
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(a) Toon aan dat de Jacobi-matrix van ¥ gegeven wordt door:

0
DU(y,a) = R(a) | PPW) g
0 0 ay)

(b) Toon aan dat de verzameling L Jordan-meetbaar is, en dat:

vols(L) = 27r/ xo dz.
A

(c) Kunt u de bovenstaande formule ook langs intuitieve weg begrijpen?

(d) We beschouwen nu de torus T' die ontstaat door in het bovenstaande voor A de cirkelschijf
met middelpunt (0,b) en straal a te nemen (met 0 < a < b). Toon aan dat:

vol3(T) = (2rb)ma’.

Hint: substitueer geschikte co6rdinaten in de integraal over A.

(e) Zijnu A4 de doorsnede van A met het vlakdeel x5 > b. Zij T4 het deel van T dat ontstaat
door Ay rond de 21-as te wentelen (een ring met ‘platte’ binnenzijde). Toon aan dat

1
V013(T+) > §V013(T).
Opgave 7.6 Zij D de eenheidsschijf in R%. Bewijs dat [, 2323 dz = 79

Opgave 7.7 Z7ij B de bol met straal R en middelpunt 0 in R>. Bereken:
/ zizoas||z))? de.
B

Aanwijzing: begin niet meteen te rekenen.
Opgave 7.8 Zij D de gesloten schijf met middelpunt 0 en straal a. Toon aan:
2
/ \|z|| dz = Zma®.
D 3
Opgave 7.9 Stel 0 <a <benzijS={zxecR|a<]|z| < b} Bewijs:

b
/ HxH_?’dx = 4rlog (—) .
S a

Opgave 7.10  Zij a,b,c > 0. Bereken het volume van de ellipsoide in R® bestaande uit de
punten x met:

Antwoord: %ﬂabc.
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Opgave 7.11  Gegeven is een n-dimensionaal blok B en een C'-afbeelding ¥ : B — R" die
injectief en regulier is op B™. Schrijf A = W(B). Toon aan:

(a) Is ® : R» — R™ een (C'l-afbeelding die injectief en regulier is op A, dan is iedere continue
functie f: ®(A) — R Riemann-integreerbaar over ®(A), terwijl:

A(A)f(x) dz = /Af(@(y)) | det D®(y)| dy.

(b) Is T': R™ — R” een bijectieve lineaire afbeelding, dan is iedere continue functie f: T'(A) —
R Riemann-integreerbaar over T'(A), en er geldt:

/. Ly (@) do = |det ] [ 5w dy.



Hoofdstuk 8

Opgave 8.1 7Zij I = [a,b] met a < b. We beschouwen de kromme v : I — R? gegeven door
v(t) = (cost,sint,t).

(a) Maak een schets van het beeld im () van 7.

(

(c) Zij c € R, v = (v1,v9,v3) € R®. Bepaal de integraal van de functie f(z) = ¢+ (v, 7 ) langs
.

b) Bepaal de lengte van 7.

Opgave 8.2 Beschouw de functie f(z) = [e” 4+ €77]/2. Schets de grafiek van f. Bepaal de
lengte van het deel van graf f dat gelegen is tussen de lijnen z; = 0 en 2 = a in R?, voor elke
a € R.

Opgave 8.3 (Invariantie van de lengte onder isometrieén) Gegeven is een Cl-kromme
v: I =Ja,b] - R"

(a) Zij L : R* — R” een orthogonale lineaire afbeelding. We beschouwen de kromme Lo~ :
I — R™ t+ L(y(t)). Toon aan dat Loy een C''-kromme is, en dat [(L o) = (7).

(b) Zij p € R™, en beschouw de translatie T : R™ — R", 2 + 2 + p. Toon aan dat T o7y een
Cl-kromme is, en dat [(To7y) = I(7).

Opgave 8.4 (Lijnstuk als kortste verbinding) In het vervolg is [ = [0, 1].

(a) Toon aan dat voor iedere continue functie g : I — R met ¢ > 0 op I geldt:

1
/ gty dt =0= g = 0.
0

Hint: stel dat g(fo) # 0. Toon eerst aan dat er een § > 0 bestaat zo dat g(t) > 1¢(to) voor
alle t € I met |t — tg] < 6.

(b) Toon aan dat voor iedere C'-functie i : I — R geldt:

[l > b~ ho).

Toon aan dat de bovenstaande formule geldt met = i.p.v. < dan en slechts dan als A’ > 0
op I.
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In het vervolg beschouwen we een C''-kromme ~ : I — R™.

(¢) Zijd > 0. Toon aan: als y(0) = 0, v(1) = (d,0,...,0),dan is de lengte /() van v minstens
d. Toon verder aan: als [(y) = d dan is er een monotoon stijgende C''-functie k : I — R 7o
dat y(t) = (k(t),0,...,0) voor alle t € I.

Hint: vergelijk ||v/(¢)|| met |v{(t)|, en gebruik de voorgaande onderdelen.

(d) Toon aan dat [(y) > ||v(1) — v(0)||. Hint: gebruik Opgave 8.3.

(e) Zij p,q een tweetal verschillende punten in R™. Toon aan dat voor elke C''-kromme 7 :
[0, 1] — R met beginpunt p en eindpunt ¢ geldt:

1(y) > llg = pll-

Toon aan dat gelijkheid geldt dan en slechts dan als er een monotoon stijgende C''-functie
¢ : I — I bestaat zo dat y(t) = p+ ¢(t)(¢ — p) voor alle t € I. Toon aan dat in dat geval
im () het lijnstuk is dat p en ¢ verbindt.

Opgave 8.5 Gegeven is een niet-lege samenhangende open deelverzameling U van R.

(a) Toon aan: als a,b € U, en a < b, dan is [a,b] C U. Hint: gebruik een geschikte stelling.

(b) Toon aan dat U een open interval is.

Opgave 8.6 Bepaal een C''-kromme « : [0,1] — R? met beginpunt (1,1) en eindpunt 0, die
[0, 1] bijectief afbeeldt op de verzameling:

P={(z,y)eR?|y=2>,0<2 <1},

Bereken de integraal van het vectorveld F(z,y) = (z,y) langs ~.

Opgave 8.7 Beschouw de kromme 7 : [0, %] — R? gedefinieerd door

1 1
y(t) = (5\/5 cos i, 5\/§cos wt, sin 7t).
Toon aan dat v een C'l-kromme is. Schets de verzameling im v (hint: denk aan bolcodrdinaten).
Bepaal de integraal van het vectorveld F(z) = (—xq, 21, 23) langs 7.

Opgave 8.8 Gegeven is een niet-lege open deelverzameling U C R™. Toon aan dat de ver-
zameling U samenhangend is dan en slechts dan als iedere continue funktie f : U — R met
im f C {0, 1} constant is.

Hint: toon aan dat voor een dergelijke continue functie de verzamelingen Uy = f~'(0) en
Up = f~1(1) open zijn.
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Opgave 8.9 (Newton potentiaal) In deze opgave is n > 3. Op de open verzameling
U :=R"\ {0} beschouwen we het vectorveld F' gedefinieerd door

F(z) (z € U).

IR iEd
(a) Toon aan dat F een C'-vectorveld op U is dat op U aan de integreerbaarheidscondities

AF = 0 voldoet.

(b) Toon aan dat de verzameling U samenhangend, maar niet stervormig is.

Men kan aantonen dat de verzameling U enkelvoudig samenhangend is (ga na dat uit dit feit
volgt dat F op U een scalaire potentiaal heeft). Intuitief vindt u het wellicht aannemelijk dat U
enkelvoudig samenhangend is. Het is echter tamelijk lastig dit te bewijzen. Wij zullen daarom
dit idee niet verder uitwerken.

Ons doel is een kandidaat te vinden voor een scalaire potentiaal, en tenslotte aan te tonen
dat de gevonden functie ook daadwerkelijk een potentiaal is. Zij S := {x € R" | ||z]| = 1} de
eenheidssfeer in R™.

(c) Zij v een C''-kromme met im v C S. Toon aan dat J(F(z), diz) = 0. Hint: differentieer
de uitdrukking (~v(¢),~(t)) naar ¢.

(d) Zijp € S, en r > 0. Geef een C''-kromme o : [0, 1] — R"™ met beginpunt p en eindpunt rp,
en zo dat im (o) gelijk is aan het lijnstuk L(p,rp) dat p en rp verbindt.
Bepaal [ (F(x), dix).

(e) Bepaal een functie f : U — R waarvan u vermoedt dat grad f = F; controleer dat dit
laatste inderdaad geldt.

Opgave 8.10 7ij I = [0, 1]. Gegeven is een C''-vectorveld F op R?, en een punt a € R2. Voor
u € R? definiéren we de C*°-afbeelding T',, : I* — R? door:

Cu(z1,22) = a4 (2101, 22us).
(a) Schets het beeld van T, in R%.
(b) Toon aan dat

[ P i) = o, 0) 4 (1) = (1 2) = 6(0.0),

met

ety = [ Frat @) den, b= [ R+ () das

(c) Toon aan dat:
DlDQQO(U) = D2F1 (a + u)

(d) Toon aan dat
DlDQQb(u) = DlFQ((L + u)
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(e) Veronderstel dat gegeven is dat de integraal van F' langs iedere gesloten C''-kromme in R?
gelijk is aan 0. Toon aan dat dan geldt: Dy Fy — Dy Fy = 0.

We veronderstellen nu dat G een C''-vectorveld op een open verzameling U/ C R” is, en dat de
integraal van G langs iedere gesloten C''-kromme in U gelijk is aan nul.

(f) Toon aan dat GG voldoet aan de integreerbaarheidscondities AG = 0.



Hoofdstuk 9

Opgave 9.1 Beschouw de afbeelding ® : [0,27] x [0,5] — R? gedefinieerd door
$ (o, 0) = (cosacos b, sin acos b, sin ).

(a) Bepaal het beeld im (®) van ® in R? (u hoeft uw antwoord niet te bewijzen).

/ xrs3 d2$.
P

Opgave 9.2 7ij ® : [0, 1] x[0, 7] = R? gedefinieerd door ®(¢,a) = ((1—1) cosa, (1—1) sin a, t).

(b) Bepaal de integraal

(a) Schets im ().
(b) Bepaal opp(®).
(c) Bepaal de integraal [4(z} + 23) daa.

Opgave 9.3 Gegeven is een rechthoek B C R? en een C''-afbeelding ® : B — R?. Toon aan
dat voor iedere orthogonale lineaire afbeelding I, : R® — R? geldt:

opp(L o ®) = oppd.

Opgave 9.4 Zij B=1[0,2x]x [-%, %], en zij ® : B — R? gedefinieerd door
$ (o, 0) = (cosacos b, sin acos b, sin ).

Zoals u weet is het beeld van ® de eenheidssfeer in R3. Tn het vervolg schrijven we o = (a, ).
Voor een gegeven r >  definiéren we de afbeelding ®, : B — R? door ®,(c) = r®(a) (0 € B).

(a) Bepaal im (®,) voor elke r > 0.

Zij R > 0. We definiéren de afbeelding ¥ : [0, R] x B — R? door ¥(r, ) = ®,.(c) = r&(0).
(b) Toon aan dat

|det DU(r, 0)| = | D1®, (o) x Da®, ()| ((r,0) € [0, R] x B).

Hint: bepaal de kolommen van de matrix van DW(r, o) en gebruik de definiérende eigen-
schap van het uitwendig product. Gebruik verder het (uit het dictaat) bekende feit dat de
vectoren ® (o) en D1®,(0) X Dy®, (o) proportioneel zijn. Vermijd daarbij rekenwerk.

39
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Voor r > 0 schrijven we B, = { € R? | ||z]| < r}.

(c) Gegeven is een continue functie f :[0, R] = R. Toon aan dat

/BRf(HxH) dz = /ORf(r) opp(®,) dr.

Hint: pas op de integraal in het linkerlid een geschikte substitutie van variabelen toe.
(d) Toon met behulp van het voorgaande onderdeel aan dat

d
o volz(B,.) = opp(P,).

Opmerking: uit de formule voor vols(B,) volgt dus die voor opp(®,), en omgekeerd. Probeer
de gevonden formule intuitief te begrijpen door het linkerlid op te vatten als limiet van een
differentiequotiént.

Opgave 9.5 Gegeven zijn een blok B C R? en een C'-afbeelding ¥ : B — R? 70 dat W
injectief en regulier is op B™¥. Schrijf A = U(B). Zij U een open deel van R? dat A bevat, en
7ij ® : U — R? een C''-afbeelding.

Toon aan dat voor iedere continue functie f: ®(A) — R geldt:

/@ (@) doa = /A F@W)) 1D1®(y) x Dad(y)]| dy.

Opmerking: de bovenstaande identiteit kan opgevat worden als de generalisatie van een identiteit
uit het dictaat. Welke? Men zou [y f(2) daz nu kunnen definiéren als het rechterlid van de
bovenstaande identiteit.

Opgave 9.6 Beschouw de afbeelding ® : [0,2] x [0, 27] — R? gedefinieerd door:
S(z,0) = ((2— z)cosa, (2 — 2)sina, 2).
Beschouw voorts de C''-kromme + : [0, 27] — R? gedefinieerd door () = (2cost,2sint, 0).
(a) Schets im (V) en im (7).

(b) Toon aan dat voor ieder C'-vectorveld F op R? geldt:

/¢<rotF,1/>(x) dye = —/(F(x) Ly,

~

(c) Controleer de bovenstaande formule voor het vectorveld F(z) = (—z3, 21, 3).

(d) Idem, maar nu voor het vectorveld F(z) = (-3, 27,0).
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Opgave 9.7 Zij U : [0,27] x [0, 37] — R? gedefinieerd door:
U (e, ) = 2(cos avcos @, sin acos 6, sin ),
en zij v : [0,27] — R? de kromme gedefinieerd door:
v(t) = 2(cost,sint, 0).

(a) Schets im (V) en im (7).
(b) Toon aan dat voor ieder C' vectorveld F op R? geldt:

A<rotF,y>(x) dyr = A(F(x) Ly,

(c) Controleer de hierboven gegeven formule voor de vectorvelden uit de onderdelen (¢) en (d)
van de vorige opgave.

Opgave 9.8 7ij 0 < a < ry; <ry <b, en definieer de krommen v, : [0,27] = R? voor j = 1,2
door:
v; () = r;(cos a,sin av).
ZijU={z € R*|a < || <b}.
(a) Schets U,im (1) en im (7y2).
(b) Toon aan dat voor ieder C'-vectorveld F' = (Fy, F3) op U met
or _on,
8%2 N 8951
geldt:
[ (F@) dia) = [ (F), diz).
"

V2

Hint: bedenk een geschikte rechthoek B C R? en een geschikte C'?-afbeelding ® : B — R?
met als beeld de verzameling {z € R? | ry < ||z|| < r2}. Pas vervolgens de Stelling van
Green toe.

Opgave 9.9 Gegeven is een C'l-vectorveld F op R%. Voor t € R definiéren we de kromme
v : [0,27] = R? door v;(a) = t(cos @, sin ). Voor ¢ € R definiéren we I(¢) € R door:

T() = / (F(2), da).
vt
(a) Toon aan dat I(t) =tIy(t) 4 t1z(t), met
27
Li(t) = —/ Fi(tcosa,tsina)sina da,
0

27
L(t) = / Fy(tcos o, tsin &) cos o dav.
0
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(b) Toon aan dat I; een C''-functie is, en dat I1(0) = —x Do Fy (0, 0).
(c) Toon aan dat Iy een C''-functie is, en bepaal T5(0).
(d) Toon aan dat

. I(1)

111’1’1 — = 7T[D1F2(0, 0) — D2F1 (0, 0)]

t—0 t2

In de rest van de opgave zal de gevonden formule nogmaals afgeleid worden, maar nu door
gebruik te maken van de stelling van Green. Zij S; de cirkelschijf in R? met middelpunt 0 en
straal ¢ (voor t > 0).

(e) Toon aan dat voor elke t > 0 geldt:

T() = /St[Dng(x) _ Dy Fy(2)] da.

(f) Zij f : R? — R een continue functie. Toon aan dat er voor iedere ¢ > 0 een § > 0 bestaat
zo dat

0<t<éd =

/ [f(z) — f(0)] dz| < mt%e.
St

Toon voorts aan dat

tim =2 [ [f(@) = 7(0)] do =0,

10

en dat

limt_Q/S f(z) dz = 7 f(0).

10

(g) Toon nogmaals aan dat de in (d) gevonden formule geldt, maar nu door gebruik te maken
van de onderdelen (e) en (f).

Opgave 9.10 7Zij S = {z € R? | ||z]| = 1} en 7zij f : R® — R gedefinieerd door f(z) =
(221,0,0). Bewijs op twee manieren dat:

8T
) dan = =

(a) door een directe berekening, (b) door gebruik te maken van de Stelling van Gauss.

Opgave 9.11 Beschouw de cilinder
U={z€eR®|2i+23<1, -1 <23<1}.

De verzameling U is een begrensde open verzameling met omsluitende stuksgewijze C''-rand
AU, bestaande uit de C'-stukken: M = {z € R® | 2} + 23 = 1, -1 < 23 < 1} (de mantel),
O={zeR®| 22+ 2% <1, 23 =—1} (het ondervlak) en B={z € R® | 22 + 23 <1, 23 =1}
(het bovenvlak). Verifieer de stelling van Gauss voor U en het vectorveld F' op R? gedefinieerd
door:

F(z) = (w122, 2229, 23).
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Opgave 9.12 7Zij Q C R? de begrensde open deelverzameling begrensd door:

de eenheidssfeer {z e R?|||z|| = 1};
het cylinderoppervlak {z eR® |22+ 22=1
de twee horizontale vlakken {z €R?| 23 =h;} (

=1};
i=1,2),

waarbij —1 < hy < hy < 1. De rand 09 is dus de vereniging van een schil Sy op de sfeer en een
schil Sy op het cilinderoppervlak.

(a) Schets Sy en Ss.

(b) Toon aan dat de schillen Sy en Sy gelijke oppervlakte hebben. Hint: pas de divergentie-
stelling toe op het vectorveld F op R? gegeven door:

Fa) = (

T T2

D) 20 2 29
i+ xy w23

0).
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Hoofdstuk 10

Opgave 10.1  Schrijf in de vorm a + b7 met reéle a en b:

4
(2 + i\/§)27 35—E Z'Z'

Opgave 10.2 Bereken absolute waarde en argument van

: 1 1+
1— 2
(1=iV3)% 0 T3

zonder deze getallen eerst in de vorm a + bi te schrijven.

Opgave 10.3 Teken een punt z op de eenheidscirkel in het complexe vlak. Geef vervolgens

de ligging aan van de punten 22, 2%, 271, 2, —z, iz en iz. Ga in de figuur na dat z+ L reéel is en
zZ

geef van deze bewering ook een rechtstreeks bewijs.
Opgave 10.4 Bewijs Lemma 10.1.4.

Opgave 10.5 Bewijs:
|2 4+ w|? = |2” + [w]? + 2Re (2w),

|z 4+ w]? + |z — w|? = 2]2|? + 2|w|>.

Geef van de laatste eigenschap een meetkundige interpretatie in termen van zijden en diagonalen
van een parallellogram.

Opgave 10.6 Zij f(2) = ap2" + ap_12" "1 + ... + a1 2 + ap met reéle a;.
Bewijs: Als f(w) =0 dan is f(w) = 0.

Opgave 10.7 Bereken alle z € C waarvoor

(a) 24 =1,
(b) 28 — 224 = —1,
(c) 2t —22242=0.

45
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Opgave 10.8 7Zij z € C met z # —1. Bewijs:

z—1
z+1

|z] <1< Re( ) < 0.

Interpreteer dit resultaat meetkundig.

Opgave 10.9 Zij T de complexe eenheidscirkel {z € C| |z| = 1}.

(a) Bepaal p(T\{1}) als ¢(2) = 5.
(b) Bepaal ¢(T) als ¢(z) = 22_272“
(c) Bepaal ¢(R) als ¢(z) = %

Bewijs ook dat de gevonden verzamelingen de juiste zijn.

Opgave 10.10 Geef formules die sin 6¢ en cos 6¢ uitdrukken in sin ¢ en cos .

Opgave 10.11 Geef een formule voor

4a_1

Qiewia

waaruit blijkt dat dit getal voor reéle « reéel is.

Opgave 10.12

n .
(a) Bereken 3 €% en bewijs hiermee dat
k=1

— alsx #2Nr (N € 7).
sin 3

- sin gna cos §(n+ 1)z
Z coskx =
k=1 2

(b) Wat vindt u voor 2 = 2Nx?

(¢) Vind zelf een analoge formule voor i sin k.
k=1

Opgave 10.13  Schrijf de volgende getallen in de vorm re!?, met r > 0,¢ €] — 7, 7] :
1—4, 527, =527, /3—i, 3i+4.

271 e—7rz/47 619937rz7 P

Opgave 10.14 Bepaal reéel en imaginair deel van ™, €™, e
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Opgave 10.15 Gegeven is een continue funktie f: C — C met

lim f(l

z—0 z

)= 0.

Toon aan dat de funktie f begrensd is, d.w.z. er bestaat een M > 0 zo dat |f(z)| < M voor alle
z € C.

Opgave 10.16 We bekijken de functie r : C\ {0} — C gegeven door r(z) = (5)2

(a) Laat zien dat lim _r(z) = 1.
z—)O,ZER

(b) Onderzoek lim _r(z).

2—0,z6iR

(¢) Onderzoek lim r(z).

z2—0

Opgave 10.17

(a) Schrijf 1+ 7 in poolcodrdinaten.

(b) Bepaal het reéle en het imaginaire deel van (1 + 7)%.

)
)
(c) Bepaal het reéle en het imaginaire deel van (i — /3)'?.
(d) °
)
)

Geef alle z € C die voldoen aan z° = 1.

e) Geef ook alle z € C die voldoen aan 27 = 128.
f) Schets de oplossingsverzamelingen van de vergelijkingen in d) en e).

(
(

Opgave 10.18 Probeer voor elk van de volgende rijen zoveel mogelijk te zeggen over de
verzameling van limietpunten.

(e7rin/3)n21 v (4951 ((1 —2}_ l)n) o1’ (em)n21 ’

L
2

Opgave 10.19 Bewijs dat lin%e 22 niet bestaat.
e d

Opgave 10.20

(a) Bewijs dat de afbeeldingen z — Re z, z+— Im z, 2z |z| in geen enkel punt z complex
differentieerbaar zijn.
(b) Onderzoek de totale en de complexe differentieerbaarheid van de functies z — |z]? en
)
Z ey 22,
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Opgave 10.21

(a) Gegeven is een complex differentieerbare functie f : C — C. Schrijf f = fi+if2, met fi, fo
reéelwaardig. Toon aan dat voor alle a € C geldt:

grad fi(a) L grad fy(a).

Wat vermoedt u op grond van deze vergelijking voor de niveaulijnen van f; en f57

(b) Schets de niveaulijnen van f; en fy als f(z) = z2. Controleer uw vermoeden voor deze f.

Opgave 10.22

(a) Bewijs dat sin’ z = cos z en cos’ z = —sin 2.

(b) Bewijs dat cosh’ z = sinh z en sinh’ z = cosh 2.

Opgave 10.23 Laat een tweetal funkties f : R & Cen g : C & C gegeven zijn, en veronderstel
dat f differentieerbaar is in @ en dat g complex differentieerbaar is in f(a). Toon aan dat de
samenstelling go f differentieerbaar is in a en dat:

(gof)(a)=2g'(f(a))f (a).

Opgave 10.24

(a) Bepaal constanten A en B zo dat xQI_H = ng. + £ (breuksplitsen).
(b) Bewijs met behulp van onderdeel (a) dat 3:(log(z — i) — log(z + i)) een primitieve is van
(x € R).

(c) Bewijs dat §(arg(z — i) — arg(z + )) een primitieve is van

1
r241
g;Z’IT (z € R).

(d) Bewijs dat arg(z + i) = § — arctanz en arg(z — i) = —arg(z +1i) (z € R).

(e) Leid uit het voorgaande af dat arctan  een primitieve is van ——.
r2+1

Opgave 10.25 We gaan de vergelijking sin z = 2 oplossen.

(a) Geef alle complexe getallen w waarvoor w? — 4iw — 1 = 0.
Aanwijzing: Waaraan moet w — 2¢ voldoen?
(b) Geef alle complexe getallen » die voldoen aan €% = i(v/3 + 2).

(c) Bekijk de definitie van de complexe sinusfunctie. Wat heeft de vergelijking w?—4iw—1=0
met de vergelijking sin z = 2 te maken?

(d) Bepaal alle complexe getallen z die voldoen aan sin z = 2.



Opgave 10.26

(a) e =1+1,
(b) coshz=1.

Opgave 10.27
Opgave 10.28
(a) 2' =1,

(b) ¥ =1.

Opgave 10.29

Opgave 10.30

(a) |2V =zRev als 2 € R,z > 0.

Bepaal alle complexe z die voldoen aan:

Bepaal log i, log(1 + i), log(1 — iv/3), log e=27/3 en log e=47/3,

Bepaal alle complexe z die voldoen aan:

Bereken (e%)°.

Bewijs:

(b) 2" = |2|" als w € R.

Opgave 10.31

(a) Toon aan:
er geldt:

(b) Toon aan:

Opgave 10.32

Gegeven is een interval I C R, en een tweetal functies f,g: 1 — C.

49

als f en g differentieerbaar zijn in @ € I, dan is fg: 2 — f(2)g(2) dat ook, en

als f en g continu differentieerbaar zijn op [a,b] C I, dan geldt:

[ Fwaea

Bereken de integraal:

xr =

/ et (t 4 0)? dt.
0

(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

Opmerking: u kunt partiéle integratie gebruiken zoals u dat gewend bent bij integralen van
reéelwaardige functies. Zie Opgave 10.31.
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Opgave 10.33 Gegeven is een punt o € C en een tweetal positieve reéle getallen h, k > 0. Zij
R de rechthoek in C met hoekpunten o, o+ h, a4+ h + ik en a + k. Bereken de integraal

/ zdz
AR

(a) door gebruik te maken van de definities;

(b) door gebruik te maken van de stelling van Green.

Opgave 10.34 Gegeven zijn functies f : R & C en g : C & C. Veronderstel dat f differen-
tieerbaar is in a € R, en dat ¢ totaal differentieerbaar is in f(a).

(a) Toon aan dat go f: R @ C differentieerbaar is in a en dat (go f)(a) = Dg(f(a))f'(a).
(b) Laat bovendien gegeven zijn dat g complex differentieerbaar is in f(a). Toon aan dat go f
differentieerbaar is in @ en dat

(go f)(a)=g'(f(a))f (a).

Opgave 10.35

(a) Gegeven is een complex differentieerbare C''-functie f : C — C. Toon aan dat voor iedere
Cl-kromme 7 : [a,b] — C geldt:

L F(2) dz = F(v(b)) = f(x(a))-

(b) Bepaal de integraal
/(22 +2z—1)dz,
-

als v : [0, 1] = C gegeven wordt door v(t) = (1 — t)e’ + it.
(¢) Toon aan dat voor iedere rechthoek R in C geldt:

/ (pz+q) dz =0,
OR
zonder gebruik te maken van de stelling van Cauchy. Hierbij zijn p en ¢ complexe con-

stanten.

Opgave 10.36 7Zij U C C open. Gegeven is een continue functie ¢ : [0,1] x U — C met de
eigenschap dat voor iedere t € [0, 1] de functie g; : U — C, z +— g¢(t, z) complex differentieerbaar
is. De complexe afgeleide van deze functie noteren we met g—g(t, z) := L g,(2). We veronderstellen

bovendien dat g—g continu is op [0, 1] x U. Toon aan dat de functie G : U — C gedefinieerd door

G(z) = /Olg(t,z) dt

complex differentieerbaar en C'! is met als complexe afgeleide:

a'(z) = /01 %(t,z) dr.

Hint: gebruik de Cauchy-Riemann-vergelijkingen.
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Opgave 10.37 Gegeven is een complex differentieerbare C''-functie f : C — C. Voor ieder
punt z € C definiéren we de kromme v, : [0,1] — C door ~,(t) = tz. We definiéren de functie
F:C— Cdoor

(a) Toon aan dat de functie I’ complex differentieerbaar en C' is. Hint: herschrijf de integraal
voor F' zo dat de vorige opgave toepasbaar wordt.

(b) Toon aan dat F’(z) = f(z) voor alle z € C.

Opgave 10.38 Gegeven is een open deel U C C en een punt a € C. Gegeven is voorts een
functie f : U @ C die complex differentieerbaar is in a. Schrijf p(z) = f(2) — f(a) — f' (o) (2 — ).

(a) Toon aan dat er voor iedere £ > 0 een § > 0 bestaat zo dat voor alle z € C met [z —a| < §
geldt: |p(2)] < elz — a.

(b) Laten € > 0 en § > 0 als boven zijn. Zij R een rechthoek in C, met zijden met lengten h
en k, die geheel in B(a;§) ligt. Toon aan dat
| [ f(z) dz| < de(h® + 1),
OR

Hint: leidt eerst een geschikte schatting van de integraal faR(h) p(z) dz af. Gebruik voorts
onderdeel (c) uit Opgave 10.35.
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Opgave 10.39 Zij U een open deel van C en f : U — C complex differentieerbaar. We
veronderstellen niet dat f continu differentieerbaar is. De Stelling van Green kan dus niet
gebruikt worden om die van Cauchy af te leiden.

Onder een rechthoek in C parallel aan de coordinaatassen verstaan we een rechthoek van de
vorm R = [a,b] x [¢, d]. Voor een dergelijke rechthoek noteren we [,(R) =b—aen [,(R) =d—c.
Voor een dergelijke rechthoek R definiéren we het complexe getal I(R) door

I(R) = /aRf(z) dz.

(a) Toon aan dat er voor iedere rechthoek R in U parallel aan de coordinaatassen een rechthoek
R’ C R parallel aan de coordinaatassen bestaat, met [,(R') = [,(R)/2 en met [,(R') =
l,(R)/2, zodanig dat

1
18| > Y1)
Hint: verdeel R op een voor de hand liggende manier in vier gelijke stukken.

In het vervolg veronderstellen we dat R een vaste rechthoek in C is met zijden parallel aan de
coordinaatassen.
(b) Toon aan dat er een rij rechthoeken (Rj)p>o bestaat, met zijden parallel aan de coordi-
naatassen, en met, voor alle k > 0,
(1) Ro= R en Rgy1 C Ry
(2) L(Re) = 21 (R) en 1,(Fy) = 1, (R);
(3) |1(Rp)| > gl I(R)].
(c) Toon aan dat de doorsnede N2, Ry niet leeg is en uit precies één punt o € U bestaat.
(d) Toon aan dat er voor elke £ > 0 een k > 0 bestaat zo dat

[1(Ru)| < de sl (R) + 1, (R)?],

Hint: gebruik het laatste onderdeel uit Opgave 10.38.
(e) Toon aan dat I(R) = 0.

Opgave 10.40 Notaties en veronderstellingen zijn precies als in de vorige opgave. We zullen
aantonen dat f continu differentieerbaar op U moet zijn.

(a) Gegeven zijn twee rechthoeken Ry, Ry parallel aan de coordinaatassen zo dat « € RIM™ en
Ry C Ry C U. Toon aan dat:

ﬁdz: Mdz.

Rlz_a RQZ_OZ

Hint: verdeel Ry \ R"™ in eindig vele rechthoeken en pas de vorige opgave toe. Licht uw
redenering toe met een schets.



53

(b) Voor h > 0 definiéren we de rechthoek Ry, := [y — h, vy + h] X [ag — h, ag + h]. Toon aan
dat

lim J(z) dz =2mif(a).
hlo JR, 2 — &

Hint: schrijf f(z) = f(a) + f'(a)(z — @) + p(2).
(c) Zij R een rechthoek in U parallel aan de coordinaatassen. Toon aan dat voor iedere
2z € R™ geldt:
1
f(z) = — Jw) dw.

T ot Japw — 2

(d) Toon aan dat f een C''-functie op U is; hint: gebruik Opgave 10.36.

(e) Toon aan dat f willekeurig vaak differentieerbaar op U is.

Opgave 10.41  Gegeven is een open deel U C C en een complex differentieerbare functie
f:U — C. We veronderstellen dat | f| constant is. Zij (-, -) het R%-inproduct op C.

(a
(b

) Toon aan dat <%(2), f(2)) =0 voor z € U. Hint: differentieer |f|%.
)

(¢) Zij z € U. Bewijs: als f(z) # 0 dan bestaat er een reéel getal A zo dat %(z) = /\%(z).
)
)

Toon aan dat <%(z),f(z) ) =0 voor z € U.

(d) Toon aan dat voor alle z € U geldt f(z) # 0= f'(z) = 0.

(e) Toon aan dat f lokaal constant is, d.w.z. voor ieder punt o € U bestaat een § > 0 zo dat
f constant is op de schijf B(«,§).

(f) Geef een voorbeeld van een nergens lokaal constante differentieerbare functie ¢ : R — C
waarvoor |g| constant is.

Opgave 10.42 In het vervolg veronderstellen we dat U een open deelverzameling van C is en
f:U — C een complex differentieerbare functie (de functie f is dan automatisch C').

(a) Zij @ € U en 7ij r > 0 zo dat de gesloten schijf B(a;r) in U ligt. Toon aan dat

fla) = /01 fla+ tre?™ity dt,

(b) Laten o € U en r > 0 als in onderdeel (a) zijn. Toon aan: als |f(z)| < M voor alle
z € 0B(a,r), dan is | f(a)| < M. Toon verder aan: als f niet constant is op dB(«,r), dan
is | f(a)] < M (hint: gebruik de vorige opgave).

(c) Toon aan: neemt |f| een maximale waarde aan in een punt o € U, dan is f constant op
een omgeving van o.
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Opgave 10.43 Voor r > 1 beschouwen we de open verzameling G, = {z € C| |z| < r, Im 2z >
0}. Voorts definiéren we de kromme o, : [0, 7] — C door o, (t) = re*.

(a) Toon aan dat voor alle r > 1 geldt:

1
/ dz =1.
oG, 1+ 22

Hint: pas de stelling van Cauchy toe op de functie g(z) = 1/(z + 7).

(b) Toon aan dat voor alle r > 1 geldt:

1 Tt
/ dz = + R(r),
o

G, 1+ 22 —r 1412

met R(r)= [, l-k% dz.

(c) Toon aan dat voor alle r > 1 geldt:

Tr
< .
|R(T)| — 7,2 _ 1

(d) Gebruik de voorgaande onderdelen om de integraal

/°° dt

oo 1412

te berekenen. Vergelijk het verkregen antwoord met het antwoord dat u krijgt door pri-
mitiveren.

Opgave 10.44 7Zij n > 0. Voor r > 0 beschouwen we de open rechthoek R, met hoekpunten
—r,r,r 4, —r 4.

(a) Met behulp van welke stelling volgt de onderstaande bewering?
/ e dz=0.
ORy

(b) 7ij V, het deel van de rand van R, dat ligt op een der lijnen Re z = £r. Toon aan dat:

€ 2 dz| <2 6"2 TQ.
S 47
Vy

(c) Zij vy : [-r,r] = C de kromme gegeven door v, (t) =t + in. Toon aan dat

lim e~ dz = V2.

r—r0o0 Yr
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(d) Toon aan dat:

U o —n?
e e "M dt =\ 2me” .
— 00

(e) Toon aan dat voor alle a € R geldt:

o0 2 a2
/ e " cos(at) dt = /2me” 7.

— 00

Opgave 10.45 Gegeven is een veeltermfunctie p : C — C van de graad n > 1.
(a) Toon aan dat er constanten C' > 0 en R > 0 bestaan zo dat voor alle r > R geldt:

| L dz| < Cr'™™,
aB(0yr) P(2)

(b) Veronderstel dat n > 2. Toon aan dat er een constante R > 0 bestaat zo dat voor alle

r > R geldt:
1
[l
2B (o) P(2)

(¢) Zij p(2) = az + b. Toon aan dat er een R > 0 bestaat zo dat voor r > R geldt:

Opgave 10.46  Gegeven zijn n verschillende complexe getallen ay,...,a, (n > 1). We be-
schouwen de complexe veeltermfunctie

o) =TI~ ).

(a) Toon aan dat voor iedere 1 < k < n geldt:

IT (er —a;) =p' ().

1<5<n
J#k

Gegeven is voorts een open begrensde deelverzameling ¢ C C met een stuksgewijze C'! rand
J0G C C die geen der a; bevat.
(b) Toon aan dat

1 1
——dz=2m:
/8G p(Z) 1<zk;n p/(Oék)

akGG

Hint: kies § > 0 zo dat voor iedere k met ay € G geldt B(ag;258) C G, en pas de stelling
van Cauchy toe op de verzameling

Go =G\ U B(ag;§).
1<k<n
akGG
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Opgave 10.47 Zij k > 1. We beschouwen de veeltermfunctie p(z) = 1+ 22k Voor r > 1
definiéren we de open verzameling GG, door G, = {z € C | |z| < r, Im(z) > 0}.

(c) Toon aan dat de veelterm p precies k enkelvoudige nulpunten ay, ..., ay heeft die in G,
gelegen zijn.

(d) Toon aan dat voor r > 1 geldt:

Hint: gebruik Opgave 10.46.

(e) Toon aan dat




