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1 Complex differentieerbare funkties

1.1 Inleiding

In het college algebra A werd het systeem C der complexe getallen aanschouwelijk gemaakt
door een getal z = x+yi € C te identificeren met het punt (z,y) in het vlak R?. We hadden
deze identificatie ook kunnen gebruiken om C te definiéren als R? met een extra bewerking,
namelijk de complexe vermenigvuldiging:

(1,0) (7, y) = (i — gy va). (1)
Vatten we u + vi op als notatie voor (u,v) dan kunnen we (1) herschrijven als:
(vt vi)(z +yi) = (ur —vy) + (vz + uy)i,

en dit is precies de gebruikelijke schrijfwijze voor de complexe vermenigvuldiging. In het
vervolg zullen we ons op het standpunt stellen dat C = R? met de extra bewerking (1),
en we zullen @ 4+ yi = (x,y) schrijven als ons dat zo uitkomt. Fen complexe variabele zal
veelal z of w heten. We spreken af dat we dan altijd + = Rez, y = Imz, u = Rew en
v = Imw zullen schrijven. Is een funktie f : C — C gegeven dan schrijven we f; = Re f
en fo =1Imf, zodat f = fi + 1 f,. Een uitspraak als ‘f is partieel differentieerbaar’ heeft

nu zin, en betekent dat alle partiele afgeleiden % en % (1 = 1,2) bestaan.
w y

Voorbeeld.

We beschouwen de funktie f : z — 2% Er geldt f(z) = (z + 1y)* = 2? — y* + 22y,
hetgeen in de R*notatie herschreven kan worden als

fl(x7y):x2_y27 f?(x7y):2xy-

Hieraan zien we dat f partieel differentieerbaar is met partiéle afgeleiden

Of ., 0f_, R, b,
oz T Ox Y dy Y Ay .
In de complexe notatie schrijven we
0 . 0 .
a—j: =2x 4+ 21y en a—JyC = ix — 2y.
Merk op dat Z—f = ig—f. Verderop zullen we zien dat dit geen toeval is, maar een
y T

speciaal geval van de zogenaamde Cauchy-Riemann vergelijkingen.

Ook andere begrippen die we vroeger voor R? geintroduceerd hadden gaan door voor C.
70 heet een deelverzameling V' van C open als voor iedere z € V een ¢ > 0 bestaat zo dat
het cirkelschijfje

D(z,¢) ={w e C;lw—z| < ¢} (2)
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geheel in V' ligt. Merk op dat we hier de oude definitie voor R? herschreven hebben in de
complexe notatie. De norm ||.|| op R? komt overeen met de modulus op C: immers er geldt

()]l = /22 + 3?2 = |z + yil.

Hieronder laten we nog enige, reeds voor R? geintroduceerde, begrippen de revue passeren,
maar dan in de complexe notatie.

Limiet van een rij. Laat een rij a, van complexe getallen gegeven zijn, en zij a € C.
Dan betekent

Iim a, = a
n—F00

dat lim |a,, —a] = 0. Men zegt dan ook wel dat de rij a,, convergeert met limiet a. Een niet
convergente rij heet divergent.

Opmerking. In de bovenstaande definitie hebben we gebruik gemaakt van het feit dat
la, — a| een rij reéle getallen vormt, waarvoor we reeds een definitie van limiet kennen.
Herschrijven van die vroegere definitie levert: wvoor iedere € > 0 is er een natuurlijk getal
N te vinden zo dat voor iedere n > N geldt: |a, — a| < e.

Voorbeelden. Laat z een complex getal zijn en beschouw de rij a,, = z™.

(1) Als |z| <1, dan is |a, — 0] = |2"| = |2]" en de laatste uitdrukking heeft limiet 0 als
n — oo. Derhalve geldt lima, = 0.

(2) Als z =1, dan is a, = 1 voor alle n, dus lima, = 1.

(3) Als|z| =1, z # 1 dan blijft a,, op de cirkel met middelpunt 0 en straal 1 ‘rondlopen’
(maak zelf een plaatje). We kunnen dat rondlopen in formulevorm weergeven:

Opp1 = Z0p.

Stel dat de rij a, convergeerde met limiet @ € C. Dan zou uit de bovenstaande
recurrentie door limietovergang volgen dat a = za, dus a = 0. Dus |a,—a| = |2]" =1,
in tegenspraak met de definitie van limiet. De rij a, heeft derhalve geen limiet.

(4) Als |z] > 1, dan is in een plaatje (maak dat zelf!) snel te zien dat a, wegloopt van
ieder tevoren gekozen complex getal a. We kunnen dat ook met een schatting laten
zien: voor iedere a € C geldt dat |a, —a| > |2"|—|a| terwijl lim |2"| = lim |z]" = +oc0.
Er is dus geen complex getal a dat als limiet van de rij a, op kan treden.

In het bovenstaande voorbeeld (3) hebben we stilzwijgend een voor de hand liggende
produktregel gebruikt. In het lemma hieronder inventariseren we nog eens de rekenregels
voor complexe rijen. Ze zijn gelijk aan die voor reéle rijen. Omdat de bewijzen in wezen
ook hetzelfde zijn laten we die achterwege.



Lemma 1.1 Laten a, en b, convergente rijen complexe getallen zijn. Dan zijn ook de
rijen |a,|, an + by, ca, (¢ € C), en a,b, convergent, en er geldt:

(1) lim|a,| = [lima,l;

(2)

(3) limca, = climay,;

(4)

Als bovendien gegeven is dat limb, # 0 dan convergeert ook de rij a, /b, en er geldt dat:

(5) lim g2 = e,

lim(a, + b,) = lima, + limb,;

lima,b, = lima, limb,,.

Limiet van een funktie. In het vervolg is V steeds een deelverzameling van C, en f
een funktie V-— C. Als o € V, . € C, dan betekent

lim f(z) =

zZ—roy

dat er voor iedere € > 0 een § > () te vinden is zo dat
zeV, 0<|z—a|<d = |flz2)—L|<e

De rekenregels voor limieten met betrekking tot de operaties optellen, vermenigvuldi-
gen en delen zijn gelijk aan die voor funkties R — R. Omdat de bewijzen ook hetzelfde
zijn, laten we ze achterwege.

Lemma 1.2 Zij a € V en laat een tweetal funkties f,qg : V — C gegeven zijn waarvoor
lim f(z) en limg(z) bestaan voor z — «. Dan bestaan ook de limieten van |f|, f +
g, c¢f (¢ € C)en fg voor z— « en er geldt (steeds voor z — «):

(1) Tim | f(2)| = | lim f(2)].
(2) lim(f() + g(=)) = lim /(=) + limg (=),
(3) limef(z) = clim f(2),

(4) Tim f(=)g(=) = lim f(=) lim g(2).

Als bovendien gegeven is dat lim g(z) # 0, dan bestaat ook de limiet van f/g voor z — «
en er geldt dat

oo £z lim f(2)
(5) lim 9(z) — Timg(z)"

Continuiteit. De funktie f heet continu in het punt a € V, als
lim f(z) = f(e).

Opmerking. Lemma 1.2 heeft het voor de hand liggende gevolg voor de continuiteit van
sommen, produkten en quotiénten van continue funkties.
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1.2 Complexe differentieerbaarheid

In het vervolg zal V' steeds een open deelverzameling van C zijn en f een funktie V — C.
In het college Infinitesimaalrekening B maakten we reeds kennis met het begrip differen-
tieerbaarheid voor funkties van R” naar R?. We herhalen de definitie daarvan nog eens
kort voor onze situatie (dus met p = ¢ = 2), en met de complexe notatie.

Definitie 1.3 De funktie f is differentieerbaar in het punt a € V, als f partiéel diffe-
rentieerbaar is in « en er bovendien een (complexwaardige) funktie R bestaat zodanig
dat

fla+w) = f(a) + Df(a) (1) + Rw)

en

Bedenk bij het lezen van de bovenstaande definitie dat we zouden schrijven w = u + v1.
Verder is D f(a) een verkorte notatie voor de Jacobi matrix:

() g
WLa) Ha)
We brengen het volgende, praktisch zeer bruikbare, kenmerk voor differentieerbaarheid in

herinnering.

Lemma 1.4 Indien alle partiele afgeleiden van f bestaan in een open omgeving van « en
continu zijn in o, dan is [ diflerentieerbaar in a.

Definitie 1.3 hebben we indertijd gemotiveerd met de constatering dat deling door een
vector (Z) in R? niet mogelijk is zodat we niet zoiets als de limiet van een differentiequo-

tient konden opschrijven. In C ligt de zaak echter anders: deling door w = u + vi is
mogelijk. Vandaar de volgende definitie.

Definitie 1.5 De funktie f heet complex differentieerbaar in het punt o € V als de limiet

. fla+h)— fla)
i h 3)

bestaat (NB: hierin is h een complexe variabele). De limiet heet dan de (complexe) afgeleide

df
5(@).

van f in a, notaties: f'(a) of

Ga na dat de definitie van complexe differentieerbaarheid verkregen kan worden uit de
oude definitie van differentieerbaarheid van funkties R — R door in die definitie overal R te
vervangen door C. Door vroegere bewijzen op soortgelijke wijze aan te passen verkrijgen
we de volgende rekenregels voor complexe afgeleiden. We laten de bewijzen achterwege.



Stelling 1.6 Veronderstel dat de funkties f,qg:V — C complex differentieerbaar zijn in
a €V, enzijc € C. Dan zijn ook de funkties f + g, c¢f en fg complex differentieerbaar in
« en er geldt:

(1) (f +9)(a) = f(a) +d'(a),
(2) (ef) (@) = cf'(a),
(3) (f9)(a) = fi(a)gla) + f(a)g' ().

Als g(e) # 0 dan is § complex differentieerbaar in o en er geldt

b _ (f'(e)g(e)=f()g'(=))
(1) (£)(a) = WLlekiol=flofto)
Het is duidelijk dat een constante funktie complex differentieerbaar is met als afgeleide
de funktie die identiek gelijk aan nul is. Omgekeerd geldt:

Stelling 1.7 7Zij D een open cirkelschijfin C en f: D — C een complex differentieerbare
funktie met f'(z) = 0 voor alle z € D. Dan is er een constante C' € C zo dat f(z) = C
voor alle z € D.

Bewijs: We herleiden het resultaat de overeenkomstige stelling voor funkties van een reéle
variabele als volgt. Zij o het middelpunt en R de straal van D. Fixeer een willekeurig punt
20 € D, zo # a en beschouw de funktie g(t) = f(z0 + t(z0 — ) (0 <t <1). Dan is

gt +¢) —g(t) f(z0 4+ 1(z0 — @) + €(20 — a)) — f(20 + t(20 — @))

fim = = lim p— (20— )
= lim f(ZO + t(zo — a) tw) -~ f(ZO + t(zo — a)) (20 — oz)
w—0 w

Derhalve is g(t) op het interval [0, 1] differentieerbaar naar de reéle parameter ¢ met afge-
leide identiek gelijk aan nul. De funktie ¢ is dus constant op dat interval. We concluderen

dat f(z0) = g(1) = ¢g(0) = f(a). Voor willekeurige zo € D hebben we dus bewezen dat
f(z0) = f(a). -

Naast de in Stelling 1.6 genoemde rekenregels geldt er ook een kettingregel voor de
samenstelling van complex differentieerbare funkties. Het bewijs is in essentie hetzelfde als
dat voor differentieerbare funkties R — R. We laten het daarom achterwege.

Stelling 1.8 (De kettingregel). Laten V en W open deelverzamelingen van C zijn, f :
V.— W en g: W — C funkties, en veronderstel dat f complex diflerentieerbaar is in
a € V terwijl g complex differentieerbaar is in f(«). Dan is go f complex differentieerbaar
in « en er geldt:

(go f)(a)=4d(f(a)f (a).
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Uit de rekenregels van Stelling 1.6 volgt direkt dat een polynoom of veeltermfunktie
p(z) = ap + a1z + ... + a,2" complex differentieerbaar op C is, met afgeleide p'(z) =
ay +2ayz + ...+ na,z""'. Denkend aan Taylor reeksen zouden we ons nu de vraag kunnen
stellen of een funktie f gedefinieerd door een oneindig voortlopende reeks

n

f(z) =ao+ a1zt +agZ? + a4+

ook complex differentieerbaar is. De studie van een dergelijke machtreeks zal een van de
hoofdonderwerpen van dit college worden. Om enig gevoel te krijgen voor wat het betekent
dat een funktie door een machtreeks gedefinieerd wordt, beschouwen we de veeltermen
sp(2) =1+ z+ 2>+ ...+ 2"(n > 0). Men rekent eenvoudig na dat

1 — Zn-}-l

sn(2) =

1 -z

Als |z] < 1, dan is lim, . 2" = 0 (zie Voorbeeld (1) in Paragraaf 1.1) en door toepassing
van de rekenregels in Lemma 1.1 zien we dat

lim (1—}—2—}—22—}—...—}—2”) = lim s,(2)

n—00 n—r00
C1-0 1
o l—z 1-—z

Later zullen we zien dat dit precies de betekenis is van de uitdrukking

=1 4+z+224+224+....

1 -z

Het linkerlid van de bovenstaande uitdrukking is wegens Stelling 1.6 complex differentieer-
baar op het gebied |z| < 1. Bovenstaande meetkundige reeks definieert op dat gebied dus
inderdaad een complex differentieerbare funktie. In de volgende hoofdstukken komen we
nog uitgebreid terug op de theorie der machtreeksen.

1.3 De Cauchy-Riemann vergelijkingen

Veronderstel wederom dat de funktie f complex differentieerbaar is in het punt o € V.
Door in (3) de limiet te nemen met de beperking dat h slechts reéle waarden doorloopt
zien we dat f in o partieel differentieerbaar naar z is, terwijl bovendien %(a) = f(a).
Door de limiet alleen over zuiver imaginaire waarden van h te nemen, zien we dat f in «
ook partieel differentieerbaar is naar y, terwijl

af . flatie) = f(a)
3,0 = lim ;
i Lot — ()

= if'(a)
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In het bijzonder zien we dat
=120
—(a) = ==(a).
oz 1 Jy
Door f in reéel en imaginair deel te splitsen (f = fi; 4+ if2), vinden we tenslotte dat

dfi dfs dfi dfs
8—x(a) = 6—y(a)’ 8—y(a) = _8—x(a)' (4)

Bovenstaande vergelijkingen staan bekend als de Cauchy-Riemann vergelijkingen.

Voorbeeld.

In Paragraaf 1.1 zagen we dat de funktie f : z — 2% voldoet aan de Cauchy-Riemann
vergelijkingen. Dit wordt nu verklaard uit het feit dat f complex differentieerbaar is.

Een funktie kan differentieerbaar zijn zonder complex differentieerbaar te zijn. Voor-
beeld: de funktie g(z) = |z|* = 2? + y? is differentieerbaar (ga dit zelf na!) maar niet
complex differentieerbaar. Immers

dg
or =
dg
= = 9.
dy Y

Hieruit blijkt dat buiten het punt (0,0) niet aan de Cauchy-Riemann vergelijkingen
voldaan wordt. De funktie g(z) = |z|? is dus niet complex differentieerbaar zodra

z # 0.

Omgekeerd is een complex differentieerbare funktie wel altijd differentieerbaar. Het pre-
cieze verband wordt gegeven in onderstaande stelling.

Stelling 1.9 De funktie f : V — C is complex diflerentieerbaar in het punt o € V dan
en slechts dan als f differentieerbaar is in a en als in o bovendien voldaan is aan de
Cauchy-Riemann vergelijkingen (4).

Als f complex differentieerbaar is in a, dan geldt voor alle w = u 4 1v € C dat:

Do) (1) = .

v

Bewijs: (i) Veronderstel eerst dat f complex differentieerbaar is in het punt a. In het
voorafgaande zagen we reeds dat f partieel differentieerbaar is in het punt a en er bovendien
voldoet aan de Cauchy-Riemann vergelijkingen. Hieruit volgt dat

af  af

f(a)(u+iv) = u% + va—y

— ) (1)



Figuur 1:

(waarbij we de vectoriéle en de complexe notatie door elkaar gebruikt hebben). Uit de
complexe differentieerbaarheid volgt verder dat

fla+w) = fla)

w

= f/(a) + p(w),

met limy, 0 p(w) = 0. Schrijf R(w) = wp(w). Dan volgt er dat:
Flotw) = fe) = D) (1) + Ruw)

terwijl lim,, o |w| ™| R(w)| = 0, zodat aan de definitie van differentieerbaarheid voldaan is.

(i1) Veronderstel nu dat f differentieerbaar is in a. Dat f voldoet aan de vergelijkingen
(4) betekent nu precies dat Df(a) : R? — R? gegeven wordt door vermenigvuldiging met
een complex getal. Immers zij I, het complexe getal %(a) = 190 (4). Dan is

iy
Df(a) (Z) = L(u+vi) = Lw.
Er volgt dat
flatw) = fla) _ . Ew)
w w
en deze uitdrukking heeft limiet I als w — 0 in C. O

De Cauchy-Riemann vergelijkingen hebben de volgende meetkundige interpretatie. 7ij
f 'V — C complex differentieerbaar in (ieder punt van) de open verzameling V, en zij
a € V. 7ij m de rechte lijn door « evenwijdig aan de x—as en zij n de rechte lijn door
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a evenwijdig aan de y—as. De beelden f(m) en f(n) van respectievelijk m en n zijn

krommen in C. Hun respectievelijke raakvectoren in a zijn %(a) en %(a). De Cauchy-

Riemann vergelijkingen zeggen precies dat men de raakvector %(a) verkrijgt door de

raakvector %(a) in positieve richting over een hoek 7 te draaien. In het bijzonder snijden

de krommen f(m) en f(n) elkaar dus loodrecht in f(«).

Veronderstellen we in het bovenstaande algemener dat m en n C''—krommen zijn die
elkaar in « snijden onder een hoek ¢, dan geldt het volgende. Laten a en b raakvecto-
ren in o aan m resp. n zijn. Dan zijn Df(a)a en Df(a)b raakvectoren aan f(m) resp.
f(n). De Cauchy-Riemann vergelijkingen garanderen nu dat de hoek tussen Df(a)a en
D f(a)b dezelfde is als die tussen a en b. Met andere woorden: de beeldkrommen f(m) en
f(n) snijden elkaar in het beeldpunt f(«) onder dezelfde hoek als m en n (zie Figuur 1).
Op grond van deze eigenschap noemen we de complex differentieerbare funktie f ook wel

hoekbehoudend of conform.

Voorbeeld.

Als voorbeeld beschouwen we de funktie F'(z) = 2% op C. Fixeer a,b € R en beschouw
de lijnen m, : * = a en ny : y = b. Schrijven we w = (z+1iy)? dan geldt u = 22 —y* en
v = 2zy. Het beeld F(m,) is derhalve de kromme bestaande uit de punten (u,v) =
(a* — y*,2ay), y € R. Als a = 0 dan is dit precies de halfrechte van negatieve
reéle getallen. Als @ # 0 dan vinden we door eliminatie van y dat F(m,) gegeven
wordt door de vergelijking u = a? — (2”—&)2 De lijn m, wordt dus afgebeeld op een
parabool die spitser is naarmate a dichter bij 0 ligt. Door op te merken dat de lijn ny
verkregen kan worden door alle punten van de lijn m; met i te vermenigvuldigen zien
we in dat F'(ny) verkregen wordt door F'(my) te spiegelen in de v—as. Op grond van
de Cauchy-Riemann vergelijkingen snijdt elke parabool F'(n;) elke parabool F(m,)

overal loodrecht (zie Figuur 2).

Voor een andere treffende illustratie van de betekenis van de Cauchy-Riemann vergelijkin-
gen verwijzen we naar de volgende paragraaf, waarin de exponentiéle funktie behandeld
zal worden.

1.4 De exponentiele funktie.

Op C definiéren we de exponentiéle funktie door

e" TV = e (cosy + i siny) (5)

Opmerking. Deze definitie komt hier volslagen uit de lucht vallen. We kunnen hem
motiveren met de volgende formele berekening waarbij we vooruit lopen op de theorie van
de reeksen.
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Figuur 2:

In de eerste plaats merken we op dat € = e”¢’’ aannemelijk is; het volstaat daarom €™

te onderzoeken. De reéle e-macht heeft als Taylor reeks
) .2 3 44
e:1+t+§+§+ﬂ+--- (t€R).

Vullen we 7y in voor ¢ in de reeks in het rechterlid, dan geeft dit de reeks

2 3 4 2 4 3
. y Y y y Y . Y .
1+zy—§—z§+ﬂ---:(1—§+E+---)+Z(y—§+---):cosy+zs1ny.

Dit motiveert ons tot de bovenstaande definitie eV := cosy + 7 sin y.

Opmerking. Met behulp van de complexe e-macht kan men poolcoordinaten als volgt
compact noteren. Immers:

r(cos p,sin ) = r(cos @ + isinp) = re'?.

Uit de definitie (5) van de exponentiéle funktie is snel in te zien dat de volgende reken-
regels gelden (met z,w € C, n, k € Z):

—~
]
I8
~—
L
Il

ez

(e*)"

ez—}-?k’m

Il
a o o o o

De exponentiéle funktie is partieel differentieerbaar met Jacobi matrix

M(z) = (e cosy —e smy)

e"siny e cosy
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De in deze Jacobi matrix voorkomende partiéle afgeleiden zijn continue funkties van (z,y);
met Lemma 1.4 concluderen we dat z + e” overal differentieerbaar is.

Uit de Jacobi matrix lezen we tevens direct af dat ¢* voldoet aan de Cauchy-Riemann
vergelijkingen. Bovendien is

M(z) (Z) = ¢”(u + v1).
Uit Stelling 1.9 volgt nu dat e* complex differentieerbaar is en dat
de”

= ¢°. 6
o= (6)
Merk op dat dit voor z = 0 precies betekent dat
-1
lim & = 1.
z—0 z

De exponentiéle funktie wordt volledig gekarakteriseerd door de vergelijking (6):

Stelling 1.10 Zij f : C — C een complex differentieerbare funktie met f(0) =1 en zo dat
f'(z) = f(2) voor alle z € C. Dan geldt dat f(z) = e* voor alle z € C .
Bewijs: Beschouw de funktie ¢ : C — C gedefinieerd door
z
9(2) = )

eZ
Met de quotiéntregel volgt dan dat g complex differentieerbaar is op C terwijl ¢'(2)
e [f'(2) = f(2)] = 0 voor alle z € C. Uit Stelling 1.7 volgt nu dat ¢g(z) = ¢(0) = f(0) =

voor alle z € C.

O — |l

De Cauchy-Riemann vergelijkingen hebben de volgende meetkundige betekenis voor
de exponentiéle funktie exp : z — €*,C — C. Fixeer a,b € R. De lijnen m, : © = a en
np : y = b snijden elkaar loodrecht en hetzelfde zou dus voor hun beelden onder exp moeten
gelden. Dit is inderdaad het geval: exp(m,) is de cirkel C'(e*) met middelpunt 0 en straal
e, en exp(ny) = h(b), de halflijn vanuit de oorsprong die een hoek b met de x—as maakt
(zie Figuur 3).

Door te bestuderen hoe de exponentiéle funktie de lijn m, op de cirkel C'(e*) en de
lijn ny, op de halflijn h(b) afbeeldt verkrijgt men een goed inzicht in zijn gedrag. De lijn
m, wordt door exp als het ware om de cirkel C'(e*) gewikkeld. Laten we y het interval
|2km — 7, 2k + 7] eenmaal doorlopen, dan doorloopt het beeldpunt exp(a 4 1y) de cirkel
C'(e") precies eenmaal in positieve richting (dwz. tegen de wijzers van de klok in). De lijn
ny wordt door exp bijectief op de halflijn h(b) afgebeeld.

Voorbeeld.

Tenslotte beschouwen we nogmaals de betekenis van de Cauchy-Riemann vergelij-
kingen in het geval van de F(z) = 2% op C. Ditmaal gebruiken we poolcodrdinaten
z = re?. Uit F(re) = r2e?% volgt dat een halflijn h(f) : § = 0, afgebeeld wordt
op de halflijn h(26y), terwijl een cirkel C'(rq) : r = ro afgebeeld wordt op de cirkel
C'(r3). Ook hier zien we dat F' hoeken behoudt.
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Figuur 3:

1.5 De logarithmische funktie

Zoals vroeger zullen we de logarithmische funktie definiéren als inverse van de exponentiéle
funktie exp : C = C, z — €. Het voornaamste probleem hierbij is dat de exponentiéle
funktie niet injectief is. Immers, voor alle z € C geldt dat e* = e*+?™. In het bijzonder
geldt dat e?*7 = 1, voor elke k € Z.

Uit e = 0 zou volgen e = |e¢*| = 0 en dit is onmogelijk voor reéle x. Er bestaat dus
geen z € C met f(z) = 0. Hieruit volgt dat de exponentiéle afbeelding ook niet surjectief
is als afbeelding C — C.

Fixeer w € C, w # 0. Dan is w = |w|e’¥, waarin ¢ € R op een veelvoud van 27 na
eenduidig bepaald is. De ¢ met —m < ¢ < 7 noemen we het argument van w en noteren
we met arg w. Het getal z = log |w| + 7 arg w voldoet wegens het voorgaande aan e* = w.
Op grond hiervan definiéren we voor w € C\ {0} :

log w = log |w| + 7 arg w. (7)
Het complexe getal log w is een speciale keuze uit de oplossingen van de vergelijking
e’ = w, (8)

namelijk de oplossing z = = + 1y die voldoet aan —7 < y < 7.

We kunnen het bovenstaande ook als volgt samenvatten: Zij S de strip in C bestaande
uit de punten z met —7 < Imz < 7. Dan is de afbeelding exp : 2z — ¢€* bijectief van S
naar de deelverzameling C \ {0} van C. We definiéren log : C\ {0} — S als de inverse van
deze afbeelding exp : S — C\ {0}.
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Het inwendige van S is de verzameling V' bestaande uit de punten z € C met |[Im z| <
7. We merken op dat exp de open verzameling V' afbeeldt op de open deelverzameling
C\ ]—00,0] van C, dat wil zeggen, het complexe vlak met daaruit weggelaten de negatieve
reéle as. Onderstaande algemene stelling garandeert nu dat de logarithmische funktie
complex differentieerbaar op de open verzameling W = C \ |—o0, 0] is.

Stelling 1.11 Zij [ een bijectieve atheelding van een open deel V naar een open deel W
van C. Als [ complex differentieerbaar is in o € V en f'(a) # 0, dan is de inverse funktie
f~! complex differentieerbaar in 3 = f(a) € W en er geldt dat

Bewijs: Het bewijs dat de funktie f~' differentieerbaar is in het punt 8 = f(«a) geven we
hier niet. Maar als we dit feit gebruiken, dan vinden we met behulp van de kettingregel,
door differentiatie van z = [f~' o f](z) naar de variabele z~ dat:

L= (f1)(0)f (o),

waaruit het gestelde volgt. O

Uit de tekst boven de stelling volgt dat de logarithmische funktie op C\]—oc, 0] gelijk is
aan de inverse f~! van de funktie f:V — C\]—-00,0],z = e met V ={2 € C; |Imz| <
T} Zij o € V, 3 = ¢, dan zien we dat (log)(3) = (e*)~' = B~'. Hiermee hebbhen we

aangetoond dat

voor alle z € C\ |—00,0].

We hebben gezien dat de logarithmische funktie complex differentieerbaar en dus con-
tinu is in elk punt van C dat buiten de negatieve reéle halfrechte | — oo, 0] ligt. Maar hoe
zit het nu met punten van die halfrechte? Om hierin inzicht te verkrijgen fixeren we een
getal r > 0 en beschouwen we een variabel punt w op de cirkel met middelpunt 0 en straal
r. Als we w van boven naar de halfrechte | — oo, 0] laten naderen, dan geldt argw 1 =,
dus log w nadert naar logr + 7. Als we w daarentegen van onderen naar die halfrechte
laten naderen, dan geldt argw | —m, dus logw nadert naar logr — 7mi. Men zegt wel dat
de logarithmische funktie een sprongdiscontinuiteit langs de negatieve reéle as heeft ter
grootte van 2.

Vaak is men geinteresseerd in alle oplossingen van de vergelijking (8). Hiertoe merken
we op dat voor een tweetal complexe getallen zy, z, € C geldt:

€1 =62 = T2 =1 — 2z — 2y =2kmi, k€L
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Als w # 0, dan is z = log w een oplossing van de vergelijking (8). Alle oplossingen van de
vergelijking worden derhalve gegeven door:

z =logw + 2kmi, (k€ 7).

Voorbeeld.

We beschouwen de vergelijking

eZ

—1 4. (9)
Er geldt

log(—1+1i) =log| — 14| +iarg(—1 +1) = log(v/2) + %

De oplossingen van de vergelijking (9) worden derhalve gegeven door

7= %logQ—l—i(?%—}—ka), (k €7Z).
De funktie log gedefinieerd door (7) wordt ook wel de hoofdwaarde van de logarithme
genoemd; er is een keuze gemaakt uit de mogelijke oplossingen van (8). In sommige
situaties is het handig een andere keuze te maken; dit leidt tot een andere logarith-
mische funktie. Voor meer informatie hierover verwijzen we de lezer naar Hoofdstuk
10 van het dictaat.

Machtsfunkties

Als toepassing van het bovenstaande behandelen we nog de machtsfunkties. Zij o € C.
Dan definiéren we de funktie z — z* op C\ {0} door

20 — ealogz.
Ga na dat deze definitie voor & = n € Z overeenkomt met de gebruikelijke. Met behulp
van de kettingregel zien we dat de funktie z +— 2% complex differentieerbaar is op de open
verzameling C \ |—o00, 0] ; de complexe afgeleide wordt gegeven door

dz* «

_ = alogz — a—1 .
pale az®7, (z € C\]—00,0]).

Voor gehele waarden van o is de funktie voortzetbaar tot een differentieerbare funktie
op C\ {0} : de sprongdiscontinuiteit langs de negatieve reéle as verdwijnt omdat e"™ =
(—1)" = e7"™. Voor positieve gehele waarden van a is de funktie zelfs voortzetbaar tot
een complex differentieerbare funktie op de gehele C.

16



Wortels
De funktie w — /w wordt op C\ {0} gedefinieerd door

1 1
Vw = wz = e218Y:

voorts definiéren we apart /0 := 0. Overeenkomstig de eerder voor de logarithme gebruikte
terminologie spreken we van de hoofdwaarde van de vierkantswortel. We merken op dat

\/EQ — [e%logw]Q — elogw — .

Voor een gegeven w € C\ {0} is het getal \/w dus een oplossing van de vergelijking z? = w.
Alle oplossingen van deze vergelijking worden gegeven door z = +/w.
In het vervolg beschouwen we algemener, voor een geheel getal p > 2 en een complex
getal w € C\ {0}, de vergelijking
2P = w. (10)

Een speciale oplossing van de vergelijking wordt gegeven door de zogenaamde hoofdwaarde
van de p-de machts wortel, namelijk

1 1
Yw = wr = er B,

Inderdaad is )
() =[5 5] = o =,

Om alle oplossingen van de vergelijking (10) te vinden beschouwen we eerst het geval
w = 1; de vergelijking wordt dan

=1, (11)

Iedere oplossing van deze vergelijking voldoet aan |z|? = |2*| = 1, dus |z| = 1. De oplos-
singen liggen derhalve op de complexe eenheidscirkel, en zijn dus van de vorm z = . Uit
2P =1 volgt dat e'?¥ = 1, waaruit volgt dat ipy = 2kmi voor een k € Z, dus ¢ = 2km/p.
De oplossingen van (11) worden dus gegeven door

r=en =[5 (12)
Door k= 0,1,...,p — 1 te nemen verkrijgt men elke oplossing van (11) precies éénmaal.

De getallen (12) heten de p-de eenheidswortels. Uit het bovenstaande blijkt dat het aantal
p-de eenheidswortels precies p is; ze zijn op de complexe eenheidscirkel gelegen, en vormen
de hoekpunten van een regelmatige p-hoek met middelpunt 0 in het complexe vlak (maak
zelf een schets!).

We beschouwen nu algemeen de vergelijking (10) in het geval dat w # 0. Is 21,29 € C
een tweetal oplossingen van deze vergelijking, dan geldt z; # 0; bovendien geldt:

<22)p_z§_w_1
2 zf w
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Derhalve is z9 = (z; met ( een p-de eenheidswortel. Nu is y/w een speciale oplossing van
(10). Alle oplossingen worden dus gegeven door:

CVw

waarbij ¢ de p-de eenheidswortels (12) doorloopt. De vergelijking (10) heeft dus precies
p oplossingen die wederom de hoekpunten van een regelmatige p-hoek met middelpunt 0
vormen. Maak zelf een schets die de positie van deze p-hoek ten aanzien van w weergeeft!

1.6 Het oplossen van een tweedegraads vergelijking
De invoering van de complexe getallen maakte het mogelijk de vergelijking
22 =1 (13)

op te lossen. Tmmers, 2> + 1 = (2 — i)(z + 1), dus de oplossingen van (13) zijn z = 7 en
z = —1.

Algemener kunnen we elke complexe tweede graadsvergelijking in C oplossen. Fen
dergelijke vergelijking heeft de vorm

az’ + bz +c=0; (14)

hierin zijn a,b,c € C complexe constanten met @ # 0 (als @ = 0 dan is de graad van de
vergelijking kleiner dan 2). Kwadraatafsplitsing levert:

b
az? +bz+ec = a(22+—z)—}—c
a
b ., b
a(z + %) 0 +c
De vergelijking (14) is dus gelijkwaardig met
b ., b*—dac
(= + %)  4a?

Haar oplossingen worden derhalve gegeven door

B —b4+ Vb2 — 4ac

2a

z

Deze formule voor de oplossingen is dezelfde die u gewend bent; in de huidige situatie is
/- de (eventueel complexe) hoofdwaarde van de wortel.
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Voorbeeld.
We beschouwen de vergelijking

2 —4diz —1=0. (15)
Door kwadraatafsplitsing krijgen we de gelijkwaardige vergelijking
(z =20 +4—-1=0.
De oplossingen hiervan worden gegeven door
z=2i+vV=-3=(2+£V3)i.

Uiteraard had men deze oplossingen ook kunnen vinden door gebruikmaking van de
bovenstaande abe-formule.

Opmerking. Later zullen we aantonen dat iedere n-de graads vergelijking van de vorm
anz” + ap_ 12" "+ +ao =0 (ar € C voor 0 <k < n, a, # 0) minstens één oplossing
z € C bezit. Dit resultaat staat bekend als de ‘Hoofdstelling van de algebra’. Voor n < 4
bestaan er formules die zo'n oplossing uitdrukken in de coéfficiénten ap door middel van
(eventueel hogere orde) wortels. Men kan bewijzen dat zo'n formule niet bestaat voor
n > 5 (voor dit resultaat verwijzen we naar een college Galois theorie).

1.7 Goniometrische en hyperbolische funkties

Uit de formules
€?=cosp+ising en e ¥ =cosp—1ising

leiden we af dat voor reéle ¢ geldt:

el 4 e el — g7
cosp=————— en sinpg=-——
2 2
Dit motiveert ons tot de volgende definitie van de complexe goniometrische funkties cos en
sin. Voor z € C definiéren we:
eiz + e—iz eiz o e—iz
cosz=——— en sinz=—————

2 2

Met de rekenregels voor complex differentiéren leidt men gemakkelijk af dat

d : d
— COSZ = —SsInz en — SIn 2 = COS 2.

dz dz

De complexe hyperbolische funkties worden gedefinieerd door:

z -2z z -2z
e+ e . e’ —e
coshz = —— en sinhz=——

2 2
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Er geldt:

—coshz =sinhz en —sinhz = cosh 2.
dz dz

Merk op dat de goniometrische en hyperbolische cosinus en sinus verbonden zijn door de
formules:
cosz = cosh(iz) en sinz = —isinh(iz).

Voorbeelden.
(1) Merk op dat niet voor alle z € C geldt | cos z| < 1. Zo is:

1
cos(i) = cosh(—1) > 7€ > 1.

(2) We bepalen alle w € C met
sinw = 2. (16)

Daartoe schrijven we z = e™. De vergelijking (16) is dan gelijkwaardig met

z—z71
=2,
21

dus met z—1 = 41z, hetgeen gelijkwaardig is met de vergelijking (15). De oplossingen
van de laatste vergelijking zijn z = (24 +/3)i. Als oplossingen van (16) vinden we nu

w =i~ (log[(2 + V3)i] + 2ki) = —ilog(2 £ V3) + 5 + 2k, (k€ 7).

1.8 Harmonische funkties

Zonder bewijs vermelden we hier dat de volgende stelling geldt.

Stelling 1.12 ledere complex differentieerbare funktie f : V' — C is continu differentieer-
baar (dwz. alle eerste orde partiéle afgeleiden zijn continu).

N.B. We zullen later zien dat hieruit weer volgt dat alle hogere orde partiéle afgeleiden
bestaan. Een funktie met deze laatste eigenschap heet willekeurig vaak differentieerbaar,

of ook wel (.

Vooruitlopend op de voornoemde resultaten merken we hier op dat uit de Cauchy-
Riemann vergelijking
ife =T Y
volgt dat

J . . . J ..
fyy = a_y[lfx] = foy = nym = a_x[lfy] = _fa:x-
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Hierbij hebben we gebruik gemaakt van de notaties

af

fz = %7 fym = [fy]my

enzovoorts.

We concluderen dat f voldoet aan de Laplace vergelijking Af := f,. + f,, = 0. Een
funktie met deze eigenschap heet harmonisch. Door reéel en imaginair deel te nemen in de
Laplace vergelijking zien we dat het reéle deel u = Re f en het imaginaire deel v = Im f van
f reeéelwaardige harmonische funkties zijn. We noemen u en v geconjugeerde harmonische
funkties. Deze conjugatie kan als volgt meetkundig geinterpreteerd worden. We berekenen
het inprodukt van de gradient vectorvelden van u en v. Er geldt:

Vu- Vo =uuv, +uyv, =0

op grond van de Cauchy-Riemann vergelijkingen (4). Dit betekent dat Vu en Vv overal
loodrecht op elkaar staan, en derhalve ook dat de niveaukrommen van u en v elkaar overal
loodrecht snijden.

Bij een gegeven harmonische funktie u kan men (in ieder geval locaal rond een gegeven
punt (zg,%0)) een geconjugeerde harmonische funktie v vinden met behulp van de Cauchy-
Riemann vergelijkingen. Uit v, = —u, vindt men v door integratie:

o(ey) = Cly) = [ uy(ty) dr

To

Hierin is C' een nog onbekende differentieerbare funktie. Uit de vergelijking v, = u, leiden

we af dat: .
ug;(x,y) = C/(y) - / uyy(t7y) dt.

Hieruit vinden we C'(y) door integratie en daarmee v. Men kan laten zien dat de zo gevonden
funktie f = u + 1v complex differentieerbaar is.

Voorbeeld.
We beschouwen de funktie v : C — R gegeven door u(z) = e¢”siny. Men gaat ge-
makkelijk na u,, = v = —u,,; de funktie u is derhalve harmonisch. De geconjugeerd
harmonische funktie voldoet aan: v, = —u,, dus

v, = —€" cos Y.

Door integratie naar de variabele 2 (waarbij y als constante beschouwd wordt) leiden
we hieruit af dat

v=—e"cosy+ C(y),

met een van y afhankelijke integratieconstante C'(y). Uit v, = u, volgt nu dat C'(y) =
0, dus de funktie €' is constant. De bijbehorende complex differentieerbare funktie f
is

f(z)=u+iv=e"(siny —icosy)+iC = —ie” + C.
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2 Reeksen

2.1 Partiele sommen en convergentie

Laat @, (n > 0) een rij complexe getallen zijn. De uitdrukking aq + a; + az +- -+, ook wel
geschreven als 37,5 a,, of, nog korter, als 3~ a,,, noemen we een reeks; A, = ag+ay+...+ax
heet de k—de partiéle som van de reeks.

Definitie 2.1 De reeks 3 a, heet convergent als lim A;, bestaat. Deze limiet noemen we
dan de som van de reeks en we noteren hem als

(0]
Zan = lim A,
k—o00
n=0
k
= lim ay,.
k—}ooz "
n=0

(17)

Een niet convergente reeks heet divergent.

Opmerking. In het bovenstaande hebben we het verschil tussen een reeks en zijn som tot
uitdrukking gebracht in de notaties. Fen reeks wordt genoteerd met 37,5 an, terwijl bij
convergentie zijn som genoteerd wordt met > 07 a,.

Voorbeelden.

(1) Beschouw de meetkundige reeks 37,50 27" (hierin is a, = 27"). Men ziet gemakkelijk
in dat de partiéle sommen worden gegeven door A, = 2 —27%. Er geldt derhalve dat
limg_oo Ar = 2, en dus is de reeks convergent met som

22_n = lim Ak = 2.
=0 k— 00

(2) Beschouw nu algemener de meetkundige reeks 3,54 2" met z een vast complex getal.
De partiéle som si(z) van deze reeks wordt gegeven door:

sp(z) =14 2422 4+ 425
derhalve is
zsp(2) = 24 - 4 2"

Aftrekken van de twee bovenstaande gelijkheden levert: (1 —z)si(z) = 1 —2z"*1. Voor
de partiéle som van de meetkundige reeks vinden we zo, voor z # 1, dat

1 — 2kt
sw(#) = ———
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Uiteraard is sx(z) = k+ 1. Hieraan zien we dat de meetkundige reeks convergeert dan
en slechts dan als limj_,. 2*T! bestaat. Volgens ... is dat het geval dan en slechts
dan als |z] < 1. De som van de meetkundige reeks wordt in dat geval gegeven door:

1 — limy_o 2*t! 1

li = = .
ki%sk(z) 1 -z 1 -z

Er geldt dus:

(0]
E 2" =
n=0

Voor |z] > 1 is de meetkundige reeks divergent.

(2] < 1).

1 -z

3) Als laatste voorbeeld beschouwen we de reeks > Deze heeft als partiéle
( ) n>1 n( P

n+1)
som:

Av = Z<l_n—1}-1)

D) G- D e G

k+1
We zien hieraan dat limy_, ., A; = 1; de reeks is derhalve convergent, en

Z

— n+1

= 1-

In de bovenstaande voorbeelden zien we dat de termen van de reeksen naar nul gaan. Het
volgende algemene resultaat geldt:

Lemma 2.2 Als 3" a, convergent is (met som A), dan is lima,, = 0.

Bewijs: We merken op dat
hman—hm(A — A1) =A—-A=0.

n—oo

a

We waarschuwen er hier voor dat het omgekeerde beslist niet het geval hoeft te zijn. Als
voorbeeld beschouwen we de harmonische reeks 3, -, n~', dus a, = n~'. Uit

1 1 1 1 1

A?n_An:— >n— =
n4+1 n4+2 2n —  2n 2

volgt, met p = 2", dat:
1
Ap:A1+(A2—A1)+(A4—A2)++(Ap—A1 )> 571

5P

en we zien dat lim A,, niet bestaat .
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We beschouwen nu een tweetal reeksen Y a,, en 3" b,. In het vervolg zullen we ook wel
zeggen: op den duur geldt a, = b, als er een N € N bestaat zo dat a,, = b, voor allen > N.
Is dat laatste het geval dan geldt voor alle & > N dat Ay — Ay = B, — By. Hieraan zien

we dat lim_., Ay bestaat dan en slechts als lim;_,., By bestaat. Samenvattend:

Stel dat op den duur geldt dat a,, = b,. Dan convergeert de reeks Y a,, dan en slechts dan
als b, convergeert.

In het bijzonder zien we dat een reeks 3, - @, convergent is dan en slechts dan als de
reeks 3,y @, convergent is (N > 0).

Uit de definitie van convergentie van een reeks leidt men op eenvoudige wijze de volgende
rekenregel af:

Lemma 2.3 Zijn " a, en Y. b, convergent, en A\, € C, dan is Y (Aa,, + ub,) convergent,
terwijl:

;(/\an + puby) = A (g% an) +u (;bn) (A, u € Q).

In het voorbeeld onder Definitie 2.1 zagen we in dat de reeks " 27" convergeert door
eerst de partiéle som Ay te berekenen. Bij andere reeksen is dit veelal onmogelijk. Toch
zouden we ook dan graag kunnen besluiten of de reeks al dan niet convergeert. We lichten
dit toe aan de hand van de reeks Y, b, met

1
b, =

op2n

Omdat b, < 27", geldt voor de partiele sommen: B, < 1. Maar omdat de termen van
de reeks positief zijn, geldt ook dat By < Bjyy voor alle & > 1 (een rij By met deze
eigenschap heet monotoon stijgend). Het is nu aannemelijk dat de reeks convergeert met
som B € [0,1]: immers de B, kunnen ‘niet ontsnappen’. Het is mogelijk de reéle getallen
op een zodanige wijze in te voeren dat deze uitspraak bewezen kan worden. Wij laten dat
hier achterwege maar leggen de intuitie dat R ‘geen gaten’ heeft vast in een axioma.

Axioma 2.4 Zij B, een monotoon stijgende rij reéle getallen die bovendien naar boven
begrensd is, dwz. er bestaat een M > 0 zo dat By < M voor alle k. Dan is er een reéel
getal B met B = lim Bj,.

Merk op dat we hierboven uit dit axioma in feite het volgende resultaat afgeleid hebben.

Gevolg 2.5 7ij Y b, een reeks met reéle niet-negatieve termen. Als de rij By van partiéle
sommen naar boven begrensd is door M > 0, dan convergeert de reeks met som B < M.
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Voorbeeld.

We beschouwen de reeks 3,5 b, met b, = n=2. Voor elke n > 2 geldt dat n* >
(n — 1)n, dus n=2 < [(n — 1)n]™". Voor de partiéle sommen van de reeks geldt dus

1 1
By=by+ -+ <l+—+- ——<2
E=01+ -+ 0 < +1.2+ =1k =
(zie voor de laatste ongelijkheid het derde voorbeeld onder Definitie 2.1). Met behulp
van Gevolg 2.5 concluderen we dat de reeks 3,5 b, convergeert met som B < 2.

Voorbeeld.

Hoewel u zich dit wellicht nooit expliciet heeft gerealiseerd, heeft u het reeksbegrip
en het bovenstaande axioma in het verleden in feite al vele malen gebruikt in de vorm
van oneindig voortlopende decimale ontwikkelingen. We lichten een en ander toe aan

de hand van /2.

We staan eerst nog eens stil bij de definitie van het getal v/2. Die luidt: /2 is het
reéle getal x > 0 dat voldoet aan z? = 2. Maar dan veronderstellen we stilzwijgend
dat de vergelijking 2 = 2 een oplossing # > 0 heeft. Dit laatste kunnen we als volgt
inzien. Er is precies één natuurlijk getal ¢y zo dat (cp)? < 2 < (eo + 1)2, namelijk
co = 1. Voorts is er precies één natuurlijk getal 0 < ¢y <9 zo dat

(co+er-107")? <2< (co+e-107" +107")%

Door uitproberen kunnen we ¢; vinden: ¢; = 4. Zo voortgaande vinden we een reeks
van getallen ¢y, c3, ... € {0,...9} die volledig bepaald wordt door de eigenschap dat

k k
(32 107 <2< (30 en 107" 4 1074)7 (18)
n=0

n=0

n

voor alle k& > 2. De termen van de reeks > ¢, - 107" zijn positief, terwijl de partiéle

sommen te schatten zijn door

k k
> 107" < g +9), 1077
n=0 n=1

= 2-107"<2.

Met behulp van Gevolg 2.5 concluderen we nu dat de reeks 3" ¢, - 107" convergeert.
Andersgezegd: de decimale ontwikkeling

Cp, C1C2C3 . ..

definieert een reéel getal x > 0. Uit de ongelijkheid (18) volgt tenslotte door limieto-
vergang (voor k — oo) dat x* = 2.
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2.2 Absolute convergentie

Gevolg 2.5 is niet toepasbaar op reeksen met zowel negatieve als positieve termen, en ook
niet op complexe reeksen. Voor het convergentieonderzoek van dergelijke reeksen zal het
volgende resultaat van belang blijken te zijn.

Stelling 2.6 Laat een rij complexe getallen A, gegeven zijn. De rij A, convergeert (dwz.
lim A,, bestaat) dan en slechts dan als de rij voldoet aan het volgende Cauchy criterium:

Voor iedere ¢ > 0 bestaat er een getal N zo dat |A, — A,| < e voor alle p en ¢ met p,q > N.

Bewijs: (Voor de liefhebber.) Veronderstel eerst dat de rij A, convergeert met limiet A.
Dan bestaat er voor iedere ¢ > 0 een getal N zo dat voor k > N geldt: |A; — A] < e

2
Voor alle p,q > N geldt dan dat
1 1
A, — Ayl <A, — A+ |A—- A < 56—}- F€=6

en we zien dat de rij voldoet aan het Cauchy criterium.

We bewijzen het omgekeerde eerst voor reéle rijen. Veronderstel dat A, een reéle rij
is die voldoet aan het bovenstaande Cauchy criterium. Het voornaamste probleem is een
kandidaat te vinden voor de limiet van de rij. We doen dit door gebruik te maken van
Axioma 2.4. FEerst kiezen we Ny zo dat voor alle p,q > Ny geldt dat |A, — A,| < % In
het bijzonder geldt dan dat [Ay, — A, < 1 voor alle ¢ > Ny. Gevolg: op den duur ligt
elke Ay in het interval Iy := [An, — 1, Ay, + 1] met lengte 1. We schrijven 2, voor het
beginpunt van dit interval, en yo voor het eindpunt. Verdeel het interval in drie gelijke
stukken 1§ = [0, 70+ 3], 1§ = [0+ 5,20 + 2] en [ = [v0 + 2,yo]. Stel dat er voor iedere
N > 1 getallen p,q > N te vinden zouden zijn zo dat A, € I; en A, € I;. Dan zou gelden
A, — A, > %, hetgeen in strijd is met het Cauchy criterium. Daarom geldt ofwel dat op
den duur geen der A, in I} ligt, ofwel dat op den duur geen der A, in I ligt. In het eerste
geval definiéren we een nieuw interval I; door I; := I2 U I3; in het tweede geval definiéren
we I} := I3 U I2. Het interval I; heeft lengte %, is bevat in Iy, en heeft de eigenschap
dat op den duur (dwz voor ¢ voldoende groot) elke A, erin bevat is. Door het interval
Iy in drie gelijke stukken te verdelen en bovenstaande redenering nogmaals toe te passen,
vinden we een interval I, met lengte (2)> dat bevat is in I en met de eigenschap dat op
den duur iedere A, erin bevat is. Zo voortgaande vinden we een keten van intervallen
Iy D I, DI, D I3 D ... waarin het interval [ lengte (%)k heeft en de eigenschap dat op
den duur iedere A, er in komt te liggen. Zij x; het linker eindpunt van het interval ;. Dan
is 2, een monotoon stijgende rij die naar boven begrensd is en derhalve convergeert (zie
Axioma 2.4). Noem zijn limiet . We gaan tenslotte aantonen dat a ook de limiet van de rij
A, is. 7ij € > 0. Dan is er een N; zo dat voor alle n > N; geldt: |z, — 2| < %6. Kies &k > N;
zo dat (%)k < %6. Dan is er een Ny > Ny zo dat voor alle n > N, geldt dat A, € [, dus
|A, — zi| < (2)" < Se. Voor n > N, geldt derhalve dat |A, — A| < [A, — 24| + |z — 2] < e.
Hiermee is het bewijs voltooid voor reéle rijen.
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Veronderstel tenslotte dat A, een complexe rij is die voldoet aan het Cauchy criterium,
en beschouw de rij B, := Re A,,. Dan geldt voor alle p, ¢ dat |B, — B,| = |[Re (A, — A,)| <
|A, — A,|. De reéle rij B, voldoet dus aan het Cauchy criterium en convergeert derhalve
op grond van het bovenstaande. Noem de limiet B. Op dezelfde wijze ziet men in dat de
rij (', :=Im A, convergeert met limiet (. Uit de rekenregels voor limieten concluderen we

nu dat lim A, = lim(B, +iC,,) = B 4 iC. a

Het belang van het Cauchy criterium komt tot uiting in de volgende stelling die we
later veelvuldig zullen toepassen. Eerst geven we een definitie.

Definitie 2.7 Een (complexe) reeks Y a, heet absoluut convergent als de reeks Y |as|
convergent is.

Stelling 2.8 ledere absoluut convergente reeks is convergent. Als Y a,, absoluut conver-
geert, dan geldt:

(o] (o]
D an| <) lanl.
n=0 n=0

Bewijs: Beschouw een (complexe) reeks 3" a, en definieer b, = |a,|. 7Zij Ax de k—de
partiéle som van Y a,, en By die van }_ b,. Dan geldt voor alle ¢ > p dat
|Aq_Ap| = |ap+1+ap+2+---+aq|
< bpyr + by + .o+ b,
= |B; = Byl (19)

Als 3" a,, absoluut convergent is, dan bestaat lim By per definitie. De rij By voldoet dan
aan het Cauchy criterium. Uit de schatting (19) volgt nu dat ook de rij A aan het Cauchy
criterium voldoet, dus convergeert.

Voor alle m > k geldt dat By < B,,. Limiet overgang voor m — oo geeft dat B <
lim B,,. Door toepassing van de driehoeksongelijkheid voor eindige sommen volgt er dat
k
> an

n=0

< By < lim B, = nz_%lanl-
Het bewijs wordt voltooid door de limiet voor k — 0o te nemen. O

Niet iedere convergente reeks is absoluut convergent. Zo is de alternerende reeks

5

n>1
niet absoluut convergent (vgl. het voorbeeld boven Lemma 2.3), maar wel convergent. Dit
laatste ziet men als volgt in. Zij Ay weer de k—de partiéle som. Dan is de rij Ay, monotoon
stijgend, dwz. A < Agpya, terwijl de rij Ayr_y monotoon daalt, dwz. Agpiy < Agp_y.
Voorts geldt voor alle k dat Ay, < 1 en dat Agp_y > % Met behulp van Axioma 2.4 zien
we nu dat L; = lim Ay en Ly = lim Ay bestaan. Echter, omdat Ag, — Agpy = —ﬁ,
volgt door limietovergang dat [y = L,. Derhalve is lim A, = L; = L,.
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Onder een omschikking van een reeks > a, verstaan we een reeks > b, waarvan de
termen gegeven worden door b, = a,(,) met ¢ een bijectieve afbeelding N — N.

Stelling 2.9 7ij Y a, een absoluut convergente complexe reeks. Dan is iedere omschikking
> b, van Y a, absoluut convergent, terwijl

[e%s) [e%s)
Sho=Y an
n=0 n=0

Bewijs: (Voor de liefhebber.) 7Zij ¢ een bijectieve afbeelding van N naar N zo dat b, =
dy(ny- Voor iedere N € N kunnen we een M € N kiezen zo dat {p(0),...,¢o(N)} C
{0,..., M}. Hieruit volgt dat

N M 00
D 1bal < 3 fam] <3 fan.
n=0 m=0 n=0

Wegens Gevolg 2.5 volgt hieruit de absolute convergentie van de reeks " b,,. 7Zij A de som
van de reeks Y a, en zij € > 0 willekeurig. Dan is er een N € N zo dat

o0

> anl < %e.

n=N+1

Kies nu een M € N zo dat {¢(0),...,o(M)} D {0,... N}. Dan geldt voor alle k& > M dat

k k
me _A‘ = ZGW(M) —A
m=0 m=0
N k
< D — A D e
=0 w(rrrrllng
N 0
S Z ap — A + Z |an|
n=0 n=N+1
- 1 N I
g€t 5e=¢
Hieruit volgt dat de omgeschikte reeks 3~ b, som A heeft. O

Zonder bewijs vermelden we hier nog dat tevens het volgende geldt: is 3 a, een reéle
reeks die convergent maar niet absoluut convergent is, dan kan men bij ieder reéel getal A
een omschikking van de reeks Y a,, vinden zo dat de nieuwe reeks A als som heeft. Zelfs kan
men iedere niet-absoluut convergente complexe reeks tot een divergente reeks omschikken.
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2.3 Criteria voor convergentie

De volgende stelling wordt in de praktijk vaak toegepast om de absolute convergentie van
een reeks vast te stellen.

Stelling 2.10 (Majorantie criterium). Zij 3 a,, een complexe reeks en Y, een reeks met
niet-negatieve reéle termen (dwz. t,, > 0). Veronderstel dat er een ¢ > 0 bestaat zo dat

lan] < cty
voor alle n. Dan geldt

Ztn convergent = Zan convergent .

Opmerking. Merk op dat door toepassing van de bovenstaande stelling op de reeks met
term |a,| volgt dat de reeks Y a,, absoluut convergent is. Dit zal ook uit het onderstaande
bewijs blijken.

Bewijs: Zij T}, de k—de partiéle som van de reeks Y ¢,. Dan geldt dat T}, < T,, voor alle
n > k. Door de limiet voor n — oo te nemen volgt dat T, < T = lim,_., T}, voor alle
k. Schrijf s, = |a,|. Dan geldt voor alle k dat Sy < Ty < T. Derhalve is Si een naar
boven begrensde monotoon stijgende rij en dus convergent met limiet S < ¢T' (gebruik
Axioma 2.4). Maw: de reeks Y a, convergeert absoluut en door toepassing van Stelling
2.8 concluderen we uiteindelijk de convergentie. O

Opmerking. In het vervolg zal het handig zijn om over de volgende notatie te beschikken.
Laat a, en b, een tweetal complexe rijen zijn. Met

a, =0 (b,) (n— o0)

(spreek uit: a, is grote ‘oh’ van b,) bedoelen we dan dat er een C' > 0 bestaat zo dat op
den duur geldt dat
la,| < Clb,|.

Stelling 2.10 laat zich nu herformuleren als:

Als 3" t, een convergente reeks van niet-negatieve reéle termen is dan volgt uit a,, = O (1,,)
dat ook de reeks Y a, convergeert.

Het onderstaande resultaat is een gevolg van Stelling 2.10 dat in de praktijk zo vaak
voorkomt dat we het apart vermelden.

Gevolg 2.11 (Limiet criterium). Zij 3¢, een convergente reeks van reéle niet-negatieve
termen. Als

1~ |an|
1m
n—00 tn

bestaat, dan is Y a, absoluut convergent.
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Bewijs: 7ij I de waarde van bovenstaande limiet. Uit de definitie van limiet volgt dat op
den duur geldt:

|an|

<41

n

Hieruit volgt a,, = O (1,,). 0

Voorbeelden.
(1) De reeks 3 m heeft als partiéle som:

LA 1
A, = - —
k Z(n n—}—l)

n=1
- (-3 + G35+ G m1)
N 2 2 3 o Ek+1
- E+1’

en is dus convergent met som 1. Volgens Gevolg 2.11 is nu ook >-n~? convergent;
immers:

(2) Beschouw Y- 1=, met z € C,2 #0,1,2,.... Uit

n®=1

lim

n—oo ’

22 _ 2
Gevolg 2.11 en de convergentie van > n~? volgt dat de gegeven reeks convergent is.

We besluiten dit hoofdstuk met twee convergentiecriteria die berusten op majorantie met
een meetkundige reeks.

Stelling 2.12 (Wortelcriterium).

Als im {/|a,| < 1, dan is ¥ a, absoluut convergent.

Als im {/|a,| > 1, dan is Y a, divergent.

Opmerking. In de bovenstaande condities wordt in het bijzonder geéist dat de limieten
bestaan.
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Bewijs: Schrijf
L =1lim {/]a,|.

Als L < 1, dan is er een getal R met . < R < 1. Hierbij bestaat een natuurlijk getal NV

zo dat voor n > N geldt dat:
lan] < R,

en dus geldt op den duur dat |a,| < R". In Hoofdstuk 1 zagen we dat de meetkundige
reeks Y R" convergeert (immers 0 < R < 1) en met behulp van het majorantiecriterium
(Stelling 2.10) concluderen we nu dat 3° a,, absoluut convergeert.

Als L > 1, dan geldt op den duur dat |a,| > 1, en dus wegens de opmerking boven
Lemma 2.3 dat de reeks ) a,, divergeert. O

Stelling 2.13 (Quotiéntcriterium).

Als lim
Als lim

<1, dan is Y a, absoluut convergent.

An41
An

) > 1, dan is Y- ay, divergent.

1
n

Bewijs: Schrijf
An41

L =1lim

an
Stel eerst I < 1 dan is er een getal R met L < R < 1. Er is dus een N zo dat voor alle
n > N geldt dat

an+1

<R,

2
en dus |a,41| < R|a,|. Met inductie zien we nu dat: |a,| < R"RV|ay]| (voor n > N),
dus la,| = O(R"). De meetkundige reeks > R" convergeert (immers 0 < R < 1), en
met behulp van het majorantiecriterium concluderen we weer dat de reeks > a, absoluut

convergeert.
Als L > 1 dan geldt op den duur dat |a,41| > |a,|; volgens de opmerking boven Lemma
2.3 divergeert 3" a, dan. O

An41

Opmerking. Men kan bewijzen: als lim bestaat, dan bestaat ook lim {/|a,| terwijl
de limieten aan elkaar gelijk zijn; men zou dus kunnen volstaan met het berekenen van
lim {/|a,|. In de praktijk blijkt het echter handig te zijn de Stellingen 2.12 en 2.13 naast

elkaar te gebruiken.

Voorbeeld.

Als illustratie beschouwen we de reeks

Zn

E.
Hier is {/|a,| = W_1|z|, terwiﬂJ% = —7l2]. Via de laatste gelijkheid valt dus

het gemakkelijkste in te zien dat de genoemde reeks convergeert voor alle z € C.
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Voorbeelden.

(1)

(2)

Als lim

reeks y° + divergeert, de reeks Y & convergeert.

= 1, dan helpt het bovenstaande criterium ons niet: de harmonische

An41
an

We beschouwen de reeks Z—Z, (z € C). Schrijven we a, = ;—Z dan is

an+1

lim = |z|
n—r00

an

en we zien dat de gegeven reeks absoluut convergeert voor z < 1, en divergeert
voor z > 1. Voor |z] = 1 geeft het quotiént criterium geen wuitsluitsel ! In het
onderhavige geval geldt voor |z| = 1 dat |a,| = n™? zodat we met behulp van het
majorantiecriterium toch kunnen beslissen dat de reeks convergeert.
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Figuur 4:

3 Reeksen en oneigenlijke integralen

3.1 Het integraalkenmerk

We beschouwen een funktie f op [1,00[ met positieve reéle waarden. Voor iedere n > 1
beschouwen we in het (x,y)—vlak de rechthoek [n,n + 1] x [0, f(n)] (zie Figuur 4). De
N—de partiéle som van de reeks Y f(n) is gelijk aan de totale oppervlakte van de tussen
r =1en x = N 4 1 gelegen rechthoeken. Onder bepaalde voorwaarden kan men de
convergentie van de reeks Y- f(n) in verband brengen met het bestaan van de oneigenlijke

integraal [ f(x)dz.

Opmerking. We brengen in herinnering dat we met het bestaan van de oneigenlijke
integraal [ f(a)dx bedoelen dat flR f(z)dz een limiet heeft voor R — oco. Men noemt in
dit geval de oneigenlijke integraal ook wel convergent. Als flR f(x)dz geen limiet heeft voor
R — oo, dan heet [° f(x)dx divergent. Vergelijk deze terminologie met de overeenkomstige
terminologie voor reeksen.

Stelling 3.1 (Integraalkenmerk). Laat f : [1,00[— R een positieve, continue en monotoon
dalende funktie zijn. Dan convergeert de reeks 3 f(n) dan en slechts dan als [° f(x)dx
bestaat.

Bewijs: Definieer de rij t,, door:

o=t = [ fade. (20)



Dit is de oppervlakte van het gearceerde vlakdeel tussen # =n en x =n + 1 in Figuur 4.

Uit de monotonie van f volgt dat f(n + 1) < f(z) < f(n)alsn <2 < n+1. De
integraal in (20) heeft daarom een waarde gelegen in het interval [f(n + 1), f(n)], dus
f(n)—=f(n+1)>1t,>0.Schrijf

k k "
=3 ta= Y fm = [ fyde,

dan volgt dat T, < f(1) — f(k+ 1) < f(1), dus wegens Gevolg 2.5 bestaat limT),. We
concluderen hieruit dat 32 f(n) convergeert dan en slechts dan als lim [+ f(z)dz bestaat.
Wegens de monotonie van f is dit laatste equivalent met de convergentie van [ f(x)dx.
O

Opmerking. Merk op dat uit bovenstaand bewijs volgt dat, ongeacht of de reeks conver-
geert dan wel divergeert, altijd geldt:

o< Jim (0= [ o) < i) @)

Voorbeeld.

De integraal [ x7*dx convergeert voor reéle s > 1, immers

o dx . xl=s R 1
/ — = lim = .
1 xs Roeco |1 — s | s—1

Voor s < 1 divergeert de integraal. Met behulp van het integraalkenmerk concluderen
we nu dat de reeks Y- n™* convergeert als s > 1 en divergeert als s < 1. Voor s = 1
wisten we al dat de reeks divergeert (vgl de harmonische reeks onder Definitie 2.1),
maar nu zien we bovendien met welke snelheid de reeks divergeert; immers uit (21)
volgt dat

) 1 1 1
’y:hm(l—}———}———}—...—}—g—logn) (22)

bestaat, met een tussen 0 en 1 gelegen waarde; v heet de constante van Euler (y =

0, 57721566490...).

In Hoofdstuk 2, boven Stelling 2.10 zagen we dat de alternerende reeks S°(—1)"*'n~!
wel convergent is. Met behulp van het bovenstaande kunnen we nu zijn som S
bepalen. Tmmers S is de limiet van

2k
1 11 1 11 1
—)H = = |ttt ) =2t~ —
nz::l( [ (g tgtetg) 25ttty

1 1 1
= (Il+=+-+4...+ = —log2k)—

2 3 2k
Gt bl gk 1 10g2
5t gty —log og 2.
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De laatste uitdrukking heeft limiet v — v + log2 = log 2 als k — oo, en we zien dat
S =log 2.

Voorbeeld.
Voor s > 1 geldt:

0o dx ) l(log x)l_S]R
/ — = lim |———

2 x(logx) R=oo | 1—s |,

1 .

(s —1)(log 2)s=1’

voor s < 1 divergeert de integraal. Aan zijn afgeleide zien we dat de integrand op

den duur een monotoon dalende funktie is. Toepassing van het integraalkenmerk

leert ons derhalve dat de reeks

n>2

_
n(logn)

convergeert voor s > 1 en divergeert voor s < 1.

3.2 Convergentiecriteria voor integralen

Na de vorige paragraaf is het niet verrassend dat oneigenlijke integralen van het type

/aoo flz)de = pli_)lrgO /ap f(z)dx

met [ een (evt stuksgewijs) continue funktie [a, oco[— C, eigenschappen hebben die analoog
zijn aan de in Hoofdstuk 2 bewezen eigenschappen voor reeksen. Zonder bewijs vermelden
we dergelijke eigenschappen voor de grotere klasse van oneigenlijke integralen van het type:

[ pwrde =t [ 2y,

met f : [a,b[— C een continue funktie, b € [a,00] of b = co. In het vervolg is steeds
b € [a,00] en zijn f, g : [a,b[— C continue funkties.

Stelling 3.2 Zij f > 0 (dwz f(x) > 0 voor alle x € [a,b] ) en zij M een positieve constante.
Als [P f(x)dx < M voor alle a < p < b, dan convergeert [* f(x)dz.

Stelling 3.3 Als [”|f(2)|dx convergeert, dan convergeert ook [’ f(x)dx en er geldt:

[ f@yie| < [ 1@l

Stelling 3.4 Als g > 0 en f(z) = O(g(x)) (x T b), dan volgt uit het bestaan van
[P g(x)dx dat van [°|f(z)|dz.
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Opmerking. In bovenstaande betekent f(z) = O(g(z)) (x 1 b) dat er constanten
R € [a,b] en C' > 0 bestaan zo dat |f(z)] < Clg(x)| voor alle € [R,b[. Hieraan is in het
bijzonder voldaan als

@)

ot Jg(x)]

bestaat.

We laten het aan de lezer over soortgelijke stellingen te formuleren voor oneigenlijke
integralen van het type

b b
/a flz)de =1im [ f(z)dz,

pla P

met a € [—o0, b].

Voorbeelden.
) f- mfil bestaat, want 5+1 < L en [° % bestaat.

(2) ;7 21,\/— - bestaat, want limg_,o ngi/\/;_l = %, en [;° mdﬁ bestaat.

3) [lsEnz o hestaat, want lim, 03 S“”” ,en [ 2L hestaat.
0 x\/E b i, 0 \/E
(4) Jo 293 S;“f = %, en fol dx bhestaat.

(5) {7 e*x"dx bestaat voor elk natuurlijk getal n en elke @ € C met Rear < 0. Immers:
le*®] = e*Re en uit Rea < 0 volgt dat

lim z"t2e*Ree — ),
r—>00
Dus |
e =0 (;) (x — 00).

sinz

Beschouw de funktie /r OP 10, 00[. Een ‘tweezijdig oneigenlijke” integraal als

oo SlIlZE

ox\/_

behandelen we als volgt. Kies een p €]0,00[, bv p = 1. We splitsen (23) op in een oneigen-

lijke integraal over ]0, p] en een over [p, co[. Een integraal als (23) noemen we convergent

precies dan als beide integralen convergeren. In dit voorbeeld is % continu op |0, o0]

(23)

oo dr

< s e A%

sinz

NG

en [i i‘”dx convergeert (zie Voorbeeld (3) hierboven). Voorts is

convergeert. Dus [/~ i‘\n/f?dx convergeert. We definiéren

% gin T 1 smx % gin x
dr = r + dz.
0o T\/T 0 x\/_ x\/x
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We waarschuwen ervoor dat voor convergentie van [* f(x)dx het niet voldoende is
dat

lim f(z)dx (24)

N—oo J_N

bestaat. Zo geldt limy_q f_N
JZ% g d divergent).

wrpdr = 0, terwijl (¥ Todx divergent is (en dus is ook

Voorbeelden.
(1) Oooe\;; %\/Ezlene\;:(’)(;—g) (x — 00).

(2) [5° e "z~ 'dx bestaat voor alle a € C met a = Rea > 0, immers

|xoz—1| — |e(a—1)logm| — e(a—l)logm — xa—l)

dus

lim|e "z Yz~ =1
20

(terwijl [} 2%~ 'dx bestaat), en e *2°~! = O (m%) (x — 00).
3) [L2P=1(1 — 2)77'dx bestaat als Rep > 0 en Reg > 0. immers
3) fo p q>0,

‘xp—l(l . x)q—l‘ — xRep—l(l . x)Req—l;

splits de integraal in twee integralen: Iy (van 0 tot £) en I (van £ tot 1), en merk op
dat de convergentie van Iy bewezen wordt als in Voorbeeld 2. De convergentie van
I, bewijzen we als volgt:

lim‘xp_l(l — x)q_l‘ (1-— x)Req_l =1,

11
/1 dx
1 (1 _ x)l—Req

2

en

bestaat, zoals men inziet door berekening of door substitutie 1 — z = y.

(4) We beschouwen [;~ %;f—mldx; uit

i log(1 4+ )

20 T

=1

volgt dat f] %;f—mldx bestaat voor elke P > 0. Uit lim,_.. log(1 + 2) = oo volgt
dat er een P > 0 is zo dat log(1 + ) > 1 voor alle z > P; uit

N log(1
/ log(1+7), >/ —log N —log P (N> P)
P

en limy_., log N = oo volgt nu dat [’ log(1+) 1+I dz niet bestaat.
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(5) We beschouwen [;~ Sigmdx; uit lim,o Sigx = 1 volgt dat [ Si%dx bestaat voor elke

P > 0. De convergentie van [p° Si%dx bewijzen we met behulp van partiéle integratie:
N gin x cos vV N cos x
/ dr = [— ] —/ dz.
P z 1p P 2

. cos N
lim

N—=oo

Aangezien

1

_ZEQ

COS T

=0 en

22
bestaat de limiet van de bovenstaande integraal voor N — oo. We concluderen dat
o *=Edr bestaat.

Naar analogie met tweezijdig oneigenlijke integralen beschouwen we tenslotte nog reeksen

Z Q. (25)

nEZ

van de vorm

De reeks (25) heet convergent precies dan als beide reeksen Y-, 54 a, en 35,ga_, conver-
geren. In dat geval definiéren we:

(o] (o] (o]
E a, = E a_, + E ay,.
n=1 n=0

n=—oo
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4 Uniforme convergentie

In het vervolg zal V steeds een deelverzameling van C zijn (omdat we R identificeren met
een deel van C laten we dus in het bijzonder toe dat V' C R). Laat verder voor ieder
natuurlijk getal n > 0 een funktie F,, : V' — C gegeven zijn. We beschouwen de rij F), van
funkties.

Definitie 4.1 De rij F, heet puntsgewijs convergent op V als voor iedere z € V de rij
F,.(z) convergent is. Is dit het geval, dan heet de functie F': V' — C gedefinieerd door
F(z)= lim F,(z)

n—r00
de puntsgewijze limiet van de rij.

Het is zeer wel mogelijk dat elke funktie F,, continu op V is, terwijl de puntsgewijze
limiet F' dat niet is. Ter illustratie beschouwen we het geval dat V = [0,1], en F,(x) = 2".
De rij F, convergeert puntsgewijs met limietfunktie F' gegeven door:

F(z) = 0als 0<a<1,
= 1 als z =1. (26)

Dit verschijnsel wordt veroorzaakt door het feit dat de rij F,(2) voor n — oo steeds
langzamer naar F'(x) nadert naarmate x dichter bij 1 ligt.

Door een zwaardere eis aan ons convergentiebegrip op te leggen kunnen we het ver-
schijnsel beheersen. Het fundamentele idee hierbij is dat we een begrip van afstand tussen
twee funkties introduceren: de uniforme afstand. Zij ¢, 1 een tweetal funkties V' — C. We
zullen zeggen dat ¢ en ¢ uniform een afstand hoogstens d hebben (d > 0), als:

voor iedere z € V' geldt dat |p(z) — (z)] < d. (27)

Als V. C R en als ¢ een reéelwaardige funktie op V' is dan kan men de collectie van alle
funkties ¢ die uniforme afstand hoogstens d tot ¢ hebben als volgt visualiseren. Beschouw
de strip 2 van punten (z,y) in R* met z € V en |p(z) — y| < d (zie Figuur 5). Dan
betekent (27) precies dat de grafiek van ¢ geheel in Q gelegen is.

In het vervolg willen we niet alleen kunnen zeggen dat een tweetal funkties ¢, ¢ uniforme
afstand hoogstens d hebben, maar we willen ook een waarde aan die uniforme afstand
toekennen. Het lijkt nu voor de hand te liggen als waarde de maximale waarde van |p(z) —
Y(2)|, voor z € V te nemen. Probleem hierbij is dat zo'n maximale waarde niet hoeft
te bestaan. In het bovenstaande voorbeeld is de collectie van alle waarden van |F, () —
F(z)|, € [0,1] gelijk aan [0,1], en er is dus geen maximale waarde. We kunnen het
gesignaleerde probleem als volgt omzeilen. In het onderstaande zullen we aantonen dat
voor een tweetal funkties ¢, er wel altijd een kleinste waarde van d > 0 bestaat zo dat
aan (27) voldaan is. Deze kleinste waarde van (de bovengrens) d zullen we dan de uniforme
afstand tussen ¢ en 1) noemen.

Eerst analyseren we bovengrenzen van deelverzamelingen van R.
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Figuur 5:

Definitie 4.2 7Zij S een deelverzameling van R. Onder een bovengrens van S verstaan we
een getal b € R zo dat voor alle y € S geldt y <b.

Het volgende resultaat is een belangrijk gevolg van Axioma 2.4 (men kan zelfs aantonen
dat het gelijkwaardig is met het genoemde axioma, maar dat laten we hier achterwege).

Stelling 4.3 Zij S een naar boven begrensde deelverzameling van R, die niet leeg is. Dan
heeft S een kleinste bovengrens s.

Opmerking. Noteer de collectie van alle bovengrenzen van S met bov(S). Bovenstaande
uitspraak zegt dan precies dat bov(S) een kleinste element s heeft. Omdat iedere t > s
weer een bovengrens voor S is betekent dat precies dat

bov(S) = [s, 00].

Bewijs: (Voor de liefhebber.) Omdat S niet leeg is, kunnen we een element a € S kiezen.
Verder is gegeven dat S een bovengrens r bezit. Voor elke n € N beschouwen we de eindige
collectie F,, van getallen a + k27" (r —a), k=0,...,2". Merk op dat

voor alle n. Voor ieder n € N bezit de (eindige) verzameling bov(S) N E, een kleinste
element, zeg b,,. Wegens (28) geldt b, € F,41, en dus b1 < b,. De rij b, is dus een mono-
toon dalende rij reéle getallen die naar onderen begrensd wordt door a. Wegens Axioma 2.4
bestaat b = limb,,. Merk op dat b < b, voor alle n. Beschouw nu een willekeurig element
y € S. Dan geldt voor alle n dat y < b,,. Limietovergang geeft y < b en we concluderen dat
b tot de collectie bov(S) van bovengrenzen behoort.
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We zullen aantonen dat er geen kleinere bovengrens bestaat. Stel dat er wel een kleinere
bovengrens was, zeg ¢ < b. Er zou dan een N € N bestaan zo dat 27V (r —a) < b — ¢. Dit
betekent dat de verzameling Fn minstens één element d heeft met ¢ < d < b. Die d is een
bovengrens van S5, dus er moet gelden dat by < d. Hieruit volgt dat by < b, in tegenspraak
met het voorgaande. O

Opmerkingen. De kleinste bovengrens s uit Stelling 4.3 heet ook wel het supremum van
de verzameling S. We schrijven sup 5 := s.
Als V' een niet naar boven begrensd deel van R is, dan schrijven we ook wel sup V' = oo.

Voorbeelden.
(1) S =10,1]. Dan bov(S) = [1,00[, dus sup .S = 1. We zien hier dat sup S gelijk is aan

het grootste element van S. In het volgende voorbeeld heeft S geen grootste element.
(2) S =1[0,1[. Dan bov(S) = [1,c0], dus sup S = 1.

(3) S ={=L: neZn>1}. Dan bov(S) = [0,00[, dus sup S = 0.

(4) S =N. Dan is S niet naar boven begrensd, dus sup S = oo.

Definitie 4.4 Laat ¢ en @ een tweetal complexe funkties op V' C C zijn. We definiéren
de uniforme afstand van ¢ tot 1 op V, genoteerd als || — 1||v, door

I = bllv = sup {le(z) = ¢(2)l; z €V}

Opmerkingen.
(1) Ga na dat de uitspraak ||¢ — ¥||v < d equivalent is met de uitspraak (27).

(2) Er geldt ||¢ — ¥||lv = 0 dan en slechts dan als o =1 op V.

(3) |l —||lv = oo betekent volgens bovenstaande definitie dat er voor iedere M > 0 een
z € V bestaat met |o(z) — ¥(2)| > M.

Gebaseerd op het nieuwe afstandsbegrip introduceren we in de onderstaande definitie een
nieuw convergentiebegrip.

Definitie 4.5 7Zij F, een puntsgewijs convergerende rij van complexwaardige funkties op
V' (met limiet funktie F). We zeggen dat de rij F,, uniform convergeert op V indien

T 17 = Fl =0 (29)
De volgende stelling rechtvaardigt de invoering van het begrip uniforme convergentie.

Stelling 4.6 Laat F,, een rij funkties V — C zijn die op V uniform convergeert met limiet
funktie F, en zij a € V. Als iedere funktie F,, continu is in o, dan is ook F' continu in «.
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Bewijs: Fixeer een punt oo € V. We moeten aantonen dat
;g% F(z)= F(a).

7ij ¢ > 0. Dan is er een n > 1 zo dat || F,, — Fl||v < %6. Na deze keuzes is er een § > 0 te
vinden zo dat voor alle z € V met |z — a| < § geldt:

|Fa(z) — Fo(a)] < %e.

Voor die z geldt dan ook dat:
[F(2) = F(a)] < [F(2) = Fa(2)| + [Fa(z) = Foa)[ + [Fu(@) — F(a)]
1
< P = Fllv 4+ get+ [F = Fllv

< €.

Hiermee is het bewijs voltooid. O

Voorbeeld.
Beschouw weer het onder Definitie 4.1 behandelde voorbeeld V = [0,1], Fi(z) =
zF. Omdat de puntsgewijze limiet (26) niet continu is kan de rij Fy niet uniform

convergeren. Dit laatste kan men ook inzien mbv de definitie: omdat

lim |Fylar) — Flo)| = 1,
moet |[Fy — F'||jo4] > 1 zijn: in het bijzonder nadert de uniforme afstand niet naar 0
als k£ nadert tot oco.

We beschouwen nu een reeks 3 f, van complexwaardige funkties op V. De k—de partiéle
som van de reeks is nu een funktie op V:

Fi(z) = 3 (e, (€ V).

Definitie 4.7 De reeks 3" f, heet puntsgewijs convergent op V als de rij F), van partiéle
sommen puntsgewijs convergeert op V. In dat geval heet de funktie ' : V' — C gedefinieerd
door

() = i fuz) (zeV)

de som van de reeks.
Definitie 4.8 Laat de reeks 5 f, op V puntsgewijs convergeren naar F. De reeks heet
uniform convergent als de rij Fj, van partiéle sommen op V uniform naar F' convergeert,

maw als

Jim ([ = Fllv = 0.
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Voorbeeld.

Ter illustratie beschouwen we de meetkundige reeks Y 2". Deze heeft de partiéle som

1 — 2kt
F = —
Hz) 11—z
Als |z| < 1 dan geldt F(z) = limFy(z) = (1 — z)~'. De reeks convergeert dus

puntsgewijs op het gebied V(1) = {2z € C; |z] < 1}. Omdat
s

1 -z

= 00,

ll_I)Ill |Fr(2) — F(z)] = lim

z—1

geldt dat || F}, — F||y(1) = oo, dus de reeks convergeert niet uniform op V/(1). Fixeer
nu p €]0, 1] en beschouw de verzameling V(p) = {z € C; |z| < p}. Dan geldt voor

alle z € V(p) dat
ht1 ht1

p p
F —F
) = F()| < g <

dus ||F— Fllv(,) < (1—p)~'p**! en er volgt dat lim || Fy— F'||y(,) = 0. De meetkundige
reeks convergeert dus wel uniform op de schijf V(p).

Stelling 4.9 7ij 3" f, op V uniform convergent met som I, en zij o € V. Als iedere f,
continu is in «, dan is ook F' continu in a.

Bewijs: De partiéle sommen F} zijn eindige sommen van funkties die continu zijn in «,
en dus zijn de Fj ook continu in . Pas nu Stelling 4.6 toe. O

Stelling 4.10 (Majorantie criterium). Laat t,, een rij niet-negatieve reéle getallen zijn en
veronderstel dat voor elke n geldt:

|fa(2)| < t,, voor alle z € V.

Als Y"1, convergeert, dan convergeert de reeks Y f, uniform op V' en er geldt dat:

1> fallv < D I fullv < 3t
n=0 n=0 n=0

Bewijs: Fixeer (voorlopig) z € V. Wegens Stelling 2.10 convergeert de reeks Y- f,,(z) met
som F(z). Voor ¢ > p > 0 geldt dat

|Fq(2) - Fp(2)| Stppr +tppa + .o+
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en door de limiet voor ¢ — 0o te nemen zien we dat
F(=) = Bl < 3
n=p+1

Dit geldt voor iedere keuze van z € V., dus

0 P
|F = Fllv <>t — > tn
n=0 n=0

Hieruit blijkt dat de reeks uniform convergeert.
Uit Stelling 2.10 volgt ook dat voor iedere z € V' geldt dat

F(z)| < i Fal2)] < i 1ullv-

Hieruit volgen de verlangde schattingen. O

Voorbeelden.

(1) > n~2z" is uniform convergent op de cirkelschijf |z| < 1. Immers, daar geldt |n=%2"| <
n~? terwijl S_n~% convergent is.

(2) Zij 0 < ¢ < 1, dan is 3 n~'z" uniform convergent op de schijf |z| < e. Immers, daar
geldt |n='2"| < ¢, terwijl 3 " convergent is.

(3) De reeks S(n* 4+ 2?)~! is op ] — 00, 00[ uniform convergent, want daar geldt (n* +
2?7t <nh

(4) De reeks >(z 4+ n?)~' is uniform convergent op elke cirkelschijf |z] < ¢, met ¢ < 1.
Immers daar geldt

1

n? + 2

1 1

<
“n?—|z] T n?-c

terwijl de reeks >(n? — ¢)~' convergeert.
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5 Fourierreeksen

Periodieke funkties. Fen funktie f : R — C heet periodiek met periode p (p > 0),
indien voor alle z € R geldt:

[z +p) = fl=).
Voor de hand liggende voorbeelden van periodieke funkties met periode p = 27 zijn de

funkties cosnz, sinnz (n = 0,1,2,...) en €™ (n € Z). Uiteraard zijn ook eindige lineaire
combinaties van de vorm

N
flz)=ao+ Z (@, cosnx + b, sin nx) (30)
n=1
(an, b, € C) periodiek met periode 2r. Uit de formules cosnz = 1(e™ + e7"7), en
sinnz = %(emm — ") volgt dat f te schrijven is als een eenvoudiger ogende som van
e-machten:

N
f(x) = Z cpe™, (31)
n=—N
met coéfficiénten gegeven door:
1 . 1 .
co = ag, €, = §(an —iby,), en c_, = §(an + iby,) (n>1). (32)

Omgekeerd is elke lineaire combinatie van de vorm (31) te herschrijven als een som van de
vorm (30) met

ap = co, Gn = (cn +c_pn), en b, =1i(c, —c_y) (n>1). (33)

Er is een eenvoudige methode om de coéfficiénten ¢, terug te vinden uit de funktie
f- We beschouwen de ruimte L van continue 2r—periodieke funkties R — C. Dit is
een (oneindig dimensionale) lineaire ruimte over C. Op de ruimte L definiéren we een
Hermitisch inprodukt (.].) als volgt. Voor een tweetal funkties ¢ en ¢ in L wordt het
inprodukt gedefinieerd door de formule:

(o1v) = o [ eyt . (34)

Lemma 5.1 De funkties e, : x — € zijn orthonormaal ten aanzien van het inprodukt
(.].); dwz. voor alle n,m € 7 geldt:

(en]em) = 0 als n#m;

= 1 als n=m.
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Bewijs: Er geldt dat

1
(en]em) = —/ et eimt (|t
21 J—n
T g7
- / ez(n—m)tdt
2 —T
waaruit het te bewijzene af te lezen valt. O

Naar analogie met hetgeen u bekend is uit de lineaire algebra vinden we nu de coéffi-
ciénten ¢,, door:

(flem) = <_§_:Ncn€n|€m>
= _E_:N Cnlen | em) = Cm.

Met formule(34) levert dit tenslotte dat:

Cp = % /_7; f(t)ye ™ dt. (35)

Fourierreeksen. In plaats van eindige sommen beschouwen we nu algemener oneindige
reeksen van de vorm
> e (36)

ne’,
Een dergelijke reeks heet Fourierreeks. Als de reeks (36) puntsgewijs convergeert, dan is
de somfunktie f periodiek met periode 27 (ga dit nal). Als de reeks uniform convergeert
dan is f bovendien continu (vgl. Stelling 4.9). Ook in dat geval kunnen we de coéfficiénten
¢, terug vinden met formule (35). Om dit in te zien beschouwen we de partiéle sommen

N
fN - Z Cp €En.
n=—N
In het bovenstaande zagen we dat (fn |€e,) = ¢ voor N > m. Er geldt

(Flem) = (U lem)] = [(x = Flem)]
< T ) = fn)] e e

2T -

o [ = flwde = [y = Fl

IA

Uit de uniforme convergentie volgt dat || fx — f||R — 0 als N — oo, en met behulp van de
insluitstelling concluderen we uit de bovenstaande schatting tenslotte dat

(f lem) (fnlem) = cm (37)

= |lim
N—co
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We hebben in het voorafgaande gezien dat een uniform convergente Fourierreeks een
continue periodieke funktie met periode 27 definieert. Omgekeerd kan men bij een continue
27 —periodieke funktie ¢ : R — C Fourier coéfficiénten ¢, definiéren door ¢, = (g|e,).
Natuurlijke vragen zijn nu:

(a) Convergeert de bijbehorende Fourierreeks Y ¢, e™*?

(b) Is g gelijk aan de funktie f(z) = Y00 ¢ e ?

n=——00

Het antwoord op vraag (a) luidt niet zonder meer bevestigend. Als we echter veronderstel-
len dat ¢ tweemaal continu differentieerbaar is, dan geldt dat

1oy :
h = — t)ye "™ dt
c 27r/ g(t)e

-

1 T 1 ? d2 —int
= o0 () ()

_ 1 T / d —int
 2mn? / g(t) dt (e ) i
"(t)

1 u :
= —5—— /_Wg'(t e dt. (38)

Hierbij is tweemaal partieel geintegreerd. Randtermen traden niet op, omdat de funkties
g, ¢ en ¢" periodiek met periode 27 zijn. Door schatting onder het integraalteken in (38)
volgt nu dat

//H

lenenll < leal < (39)

n2

De reeks > n1—2 convergeert; met behulp van het majorantiecriterium (Stelling 4.10) conclu-
deren we tenslotte dat de reeks 3" ¢,e, uniform convergeert.

Het antwoord op vraag (b) hangt af van een eigenschap van het orthonormale systeem
{en ;n € Z}. We veronderstellen weer dat ¢ tweemaal continu differentieerbaar is zodat
zijn Fourierreeks uniform convergeert. De funktie

f)= % e

is derhalve continu en periodiek met periode 27. In het bovenstaande zagen we verder dat
cn = (f|en). We concluderen dat (f|e,) = (g|en) voor alle n € Z. Met andere woorden:
de continue funktie f — ¢ is orthogonaal ten aanzien van elke ¢,. Uit de onderstaande
stelling, die in het dictaat Infinitesimaalrekening DD bewezen wordt, volgt dat f = g¢.

Stelling 5.2 7ij ¢ een continue 2w —periodieke funktie. Als

(ples) =0

voor alle n € 7 dan geldt dat ¢(x) = 0 voor alle x € R.
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Figuur 6:

Opmerking. Op grond van de bovenstaande eigenschap noemt men het stelsel funkties
{en; n € Z} een wvolledig orthonormaal stelsel.

De bovenstaande antwoorden op de vragen (a) en (b) zijn in zekere zin onbevredigend.
In de praktijk wil men ook vaak niet-differentieerbare funkties in een Fourierreeks kunnen
ontwikkelen. We geven een voorbeeld.

Voorbeeld.
7ij g : R — R de 2r—periodieke funktie die op | — 7, 7] gedefinieerd wordt door
g(z) = z (de ‘zaagtandfunktie’: zie Figuur 6). Hoewel deze funktie niet continu op
R is kunnen we uiteraard wel Fouriercoéfficiénten definiéren:

1 g , 1 = .
L, = — t —nt dt — _/ t —nt dt
¢ 27'(' /—7r g( )e 27'(' - c
- pdemint = (2%(—1)” —/ et dt)
2mn J-x 2mn -
_ =
— - ,

mits n # 0. Voorts is co = 5= [Tt dt = 0.
De hierboven gedefinieerde funktie is een voorbeeld van hetgeen we in het vervolg een
bijna-aangepaste funktie zullen noemen.
Definitie 5.3 Een periodieke funktie f : R — C zal in het vervolg bijna-aangepast heten

als

(a) f continu differentieerbaar is, overal met uitzondering van een collectie punten waar-
van er in elk begrensd interval eindig veel liggen, en

(b) in ieder uitzonderingspunt a de volgende limieten bestaan:

lim f(z), lim f(2), Tim f'(z), lim f'(z).
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We formuleren nu een krachtige stelling die we niet zullen bewijzen:

Stelling 5.4 Is [ een bijna-aangepaste 2m—periodieke funktie, dan geldt overal waar f
continu is dat: .
fl@)= > ene™ (40)
waarin de coéfficiénten door formule (35) worden gegeven.
Bovendien geldt in ieder discontinuiteitspunt a dat

— * ina __ 1 . .
52 e e = 2 (tim fe) +lipn f()) (41)

n=—oo

Opmerkingen. In formule (40) is de notatie

00 N
* —
2 T m 2
gebruikt. Men kan aantonen dat de convergentie uniform is op ieder interval [a, b] waarop
de funktie f continu is.
De funktie f uit de bovenstaande stelling heet aangepast als bovendien in ieder discon-

tinuiteitspunt a geldt dat
() = 5 (1 f(2) +Tim f(2))

Voor een dergelijke funktie is de formule (40) dus geldig voor alle 2 € R. Merk op dat men
iedere bijna-aangepaste funktie kan veranderen in een aangepaste, door hem te veranderen
in zijn discontinuiteitspunten (het zgn. ‘aanpassen’); hierbij blijft de Fourierreeks dezelfde.

In het bovenstaande voorbeeld (1) zijn de punten 7+ 2kw (k € Z) uitzonderingspunten.
Voor —m < & < 7 geldt derhalve dat

n=-—oo

n#0

Invullen van 2 = 7 in de bovenstaande reeks levert

o, i PN
S Lo iy L
n=-—0o n N—oo n=—N n
nF#0 n#0

= 0

hetgeen overeenkomt met de door (41) voorspelde waarde. We kunnen de funktie g aan-
passen door hem te herdefiniéren in de punten m + 2km, k € Z met g(m + 2km) = 0.
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7ij f een bijna-aangepaste periodieke funktie met periode 27. We beschouwen de par-
tiéle som fn = SN N €™ met ¢, als in (35). Voor deze partiéle som geldt

n=-—

=[P = (el )
N N
- Z qu<€n | em>
n=—N m=—N

N
= Z len|?.
n=—N

Zonder bewijs vermelden we dat in de bovenstaande gelijkheid de limiet voor N — oo
genomen kan worden.

Stelling 5.5 (Gelijkheid van Parseval.) Zij f een bijna-aangepaste periodieke funktie met
periode 2m. Dan geldt

e MO S (43)

- n=—oo

Passen we het bovenstaande toe op voorbeeld (1), dan volgt er dat

1 g7 =1
— [ dt=2> —
2m J-r nz::l n2’
hetgeen de volgende interessante identiteit oplevert:
2 =1
R —. 44
-5 w
Laat in het vervolg f : R — C een aangepaste periodieke funktie met periode 27
N ne

zijn. Dan geldt (40) voor alle # € R. We kunnen de partiéle sommen fy =3 ,__y cpe
herschrijven in de vorm (30), waarbij de coéfficiénten gegeven worden door (33). Uit

[ =limn_e fv (puntsgewijs) volgt nu:
flz)=ao+ Z (ancosnz + b, sinnx). (45)
n=1

Door (33) te combineren met (35) leiden we af dat:

w0 = o [ sy (46)

a, = % _W f(t)cosnt dt (n>1), (47)
by = % " f(t)sinntdt (n>1). (48)

Als f reeelwaardig is, dan blijkt uit de bovenstaande formules dat de coéfficienten in de
reeks (45) alle reéel zijn; in dat geval heet (45) ook wel de reéle Fourierreeks.
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Is de aangepaste funktie f even, dwz. f(z) = f(—=x) voor alle € R, dan is de integrand
n (48) oneven en we zien dat b, = 0 voor alle n > 1. Een even aangepaste funktie
wordt derhalve gegeven door een cosinusreeks. Is de aangepaste funktie f oneven (dwz.
f(z)=—f(—=)) dan is a, = 0 voor alle n > 0 dus f wordt gegeven door een sinusreeks.

Voorbeelden.
(1) We beschouwen de aangepaste funktie ¢ uit het eerder behandelde Voorbeeld (1).
Deze funktie is oneven en heeft dus een sinusreeks, die we als volgt uit de reeks (42)
kunnen verkrijgen:

n=1 n
00 -1 n+1
= 2 Z (=1) sin nx
n=1 n

Uiteraard hadden de coéfficiénten van deze sinusreeks ook direct met behulp van (48)
berekend kunnen worden. Substitutie z = 7 levert een fraaie formule:

o (—1)* ( 1 1 )
—4 —a(l— o+t 49
" g&m+1 3ts 7 (49)

(2) 7ij g : R — R de 2w —periodieke funktie die op | — m, 7[\{0} gedefinieerd wordt door:

glz) = —lals —7m<a<0,
= 4+l als 0<z<m.

In de uitzonderingspunten km, k € Z definiéren we hem als g(k7) = 0 (‘aanpassing’).
De funktie g is oneven. We vinden zijn sinusreeks door:

b, = ! 7rg(i‘) sinnt dt

T J—r
1/ o0 "

— —(/ (—1)sinntdt—}—/ sinntdt)
T -7 0
2

= 2= (=1").
2

We concluderen dat:

s osin(2k + 1)z
Z m(2k + 1)

k=0

(3) Definieer f door f(z) = |z|, (|z] < 7), en 2r—periodieke voortzetting. Deze funktie
is aangepast en even; we vinden

1 ™
a0:§ _7r|$|d$:5,
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en voor n > 1, met behulp van partiéle integratie:

1y 2 [
a, = — |x|cosnxdx:—/ zcosnx dr
™ J—7 T Jo
_ 2(cosnm —1)  2[(=1)" —1]
B mn? B mn? 7
dus aA2ky2 = 0, a2k41 = W (k > 0) Er VOlgt dat
B Z cos(2k + 1)z
Tz (2k+1)?

Merk op dat deze formule geldig is voor alle € [—m, 7]; bovendien convergeert de
reeks uniform op dat interval. Substitutie z = 0 geeft

7r2_§: 1 1+1+1+
8 = (2k+1)? 32 52

7ij nu a een reéel getal dat niet geheel is. We definiéren f(z) = cosax als |z| < 7.
De funktie f is even; we vinden

1 sin ma
aoz—/ cosar dr = :
2 Ta
1 7 (—1)"2asin wa
ay = — cosar cosnx dr = ,
T Jor m(a? —n?)

dus
(Jz] < ). (50)

cos axr = 9 3

sinma  2asinma o (—1)" cosnx
+ >
— a?—n

ma ™

Uit (50) leiden we nog wat interessante formules af. Door 2 = 7 in te vullen vinden
we:

(a & 7). (51)

cot7ra——:

Kies nu een x €]0, 1[; voor alle @ met 0 < a < z geldt
2a

—n2

2z

— X

2 2 27

a n
en uit de convergentie van 3 x(n* — 2?)™" (vgl. Voorbeeld (4) uit Hoofdstuk 4) volgt
dat 3°(a* —n?)~! uniform convergeert op het interval 0 < a < z. Integratie van (51)

naar de variabele a tussen de grenzen § en x levert in het linkerlid

sin Tx sin 7r5

——log 5

— log
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en limietovergang § | 0 geeft

T
In het rechterlid van (51) komt door termsgewijze integratie naar a (hetgeen op grond
van de uniforme convergentie geoorloofd is):

1 & e 1 1 1 &

— d - 1 2 .2\1z

W;/o [a—n+a+n] “ W;[og(a n)]o
1 & x?
T n

We hebben dus gevonden:

. 0O 2
I T
n

T

n=1
N 72
- X (1)

Door van beide leden de e—macht te nemen volgt hieruit dat

N 22
SinfTr = T ]\171_1r>1(1)o7£[1 (1 — p) (52)

hetgeen men ook schrijft als

sinre = 72 [] (1 _ :‘7—2) | (53)

2
n=1 n

Formule (53) is nog juist voor x = 0 en = 1 en dus, aangezien beide leden oneven
zijn, voor alle # met —1 < 2 < 1. Uit het feit dat beide leden een periode 2 hebben
(hetgeen men na enig gereken inziet) concluderen we dat (53) juist is voor alle 2 € R.

In dit voorbeeld willen we cosx voor 0 < = < 7 als sinusreeks schrijven. Daartoe

zetten we cos z als volgt voort tot een oneven funktie f op | — m, w[. We definiéren:
flz) = cosz voor O0<uz<m,
= —cosx voor —m<ux <,

en f(0) = f(—n) = f(r) = 0 (‘aanpassing’), zie Figuur 7. Verder zetten we f
periodiek met periode 27 voort. De funktie f is nu te ontwikkelen in een sinusreeks:

1 = 2 7
b, = — f(z)sinnz de = —/ cosx sinnx dx
T J—7 m™.Jo

= %/Ow[sin(n + Da +sin(n — 1)z] de =

_ 2n[(=D)" 4 1]
= m als n > 1,
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Figuur 7:

en |
blz—/ sin 2z dz = 0.
T Jo
We vinden S % hain 2k
sin 2kx
Cosx:;;m (0<:17<7T')

Op analoge wijze kunnen we een op |0, [ gegeven funktie g als cosinusreeks schrijven
door g even voort te zetten.

Funkties met een periode 2¢c. Is g : R — C een periodieke funktie met periode p = 2¢,
dan is de funktie f gedefinieerd door

periodiek met periode 27. Is de funktie g aangepast, dan is de funktie f dat ook. Uit de
Fourierontwikkeling van f volgt nu

g(z) = f(

(54)

0 NTT . nmx
= 060+Z ancosT—}—bnsm—

n=1 c

waarin de coéfficiénten gegeven worden door de formules (46)—(48). Substitutie van f(¢) =
g(=t) in die formules levert

1 c
= — t) dt

aw = 5[ o) (55)
1 e t

a, = —/ g(t) cos It (n>1), (56)
CJ—c C

b, = l/c g(t) sinn—mL dt  (n>1). (57)
CJ—c C
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Dirichlet probleem. Tenslotte passen we de tot nu toe behandelde Fouriertheorie toe
op het Dirichlet probleem voor de cirkelschijf D = {z € C; |z| < 1} in het complexe vlak.
Dat luidt als volgt: gegeven is een complexwaardige continue funktie y gedefinieerd op de
rand D van D. Gevraagd wordt een continue funktie f op de gesloten eenheidsschijf D
te vinden die voldoet aan:

(a) fis C* en harmonisch op D (dwz. Af =0 op D);

(b) f=mwopdD.

Het idee is als volgt. Eerst lossen we het Dirichlet probleem op voor de funktie p,(e'?) =
€™ (n € 7). 7ij f, de oplossing. Dan schrijven we y met behulp van Fouriertheorie als

superpositie der p, :

H= Z* Cnfln. (58)
Tenslotte ligt het dan voor de hand als oplossing f voor het Dirichlet probleem bij de
gegeven randfunktie p te proberen:

o0

= Z* Cn fn- (59)

n=—oo

Hieronder geven we meer details.

Zijn > 0. Voor z met |z| = 1 geldt w,(2) = 2". De funktie f,(z) = 2™ is harmonisch (zie
Paragraaf 1.8), dus oplossing van het Dirichlet probleem bij de randfunktie y,,. Anderzijds
is f_n(2z) = z" voor |z| = 1. Uit de harmoniciteit van f, volgt gemakkelijk dat f, ook
harmonisch is. De funktie f_,(2z) = 2" is derhalve oplossing van het Dirichlet probleem bij
de randfunktie p_,,.

De funktie g(¢) = p(e®) is continu en periodiek met periode 27. Om in het vervolg
de optredende convergentieproblemen aan te kunnen werken we verder onder de veronder-
stelling dat ¢ tweemaal continu differentieerbaar is. Door op ¢ Stelling 5.4 toe te passen,
vinden we (58), met

1

Cp = —
2T

| g dv (n ez,
(

Wegens onze veronderstelling omtrent g geldt dat |c,| = O (n% vgl. (39)). Wegens Stelling

4.10 impliceert dit dat de reeks (59) uniform convergeert op D. Herschrijven we die reeks
dan zien we dat f = f, + f_ met

f+(z) = X_: 2"

en

f-(z) = Z: 2"
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Uit de schattingen op de coéfficienten zien we dat f, en f_ holomorfe funkties op D
definiéren die nog continu zijn op D. In het bijzonder impliceert dit dat f harmonisch, en
daarmee een oplossing van het Dirichletprobleem is.

Tenslotte herschrijven we de reeks voor f als volgt. Voor 0 <r <1 en ¢ € R geldt:

. > . > .
f(re’) = co+ Z c,r’e? + Z c_p,rte”t"
n=1 n=1

1 ™ & ) %) .
- / 9(¥) ll + Z premle=v) 4 Z r7etn(¥—e) ),

2m - n=1 n=1

waarbij de verwisseling van sommatie en integratie geoorloofd is wegens de uniforme conver-
gentie voor vaste r. Door gebruik te maken van de formule voor de som van de meetkundige
reeks vinden we na enig rekenwerk tenslotte dat:

I r? o g(2)
J(re) = 2 Jox 1 =2rcos(vp — @) +1r? .

Men kan bewijzen dat de bovenstaande integraalformule van Poisson ook geldt voor het
geval dat g(v)) = p(e™¥) slechts continu is.
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6 Fourier transformatie

6.1 De discrete Fourier transformatie

Laat f een aangepaste 2m-periodieke funktie zijn. Dan noteren we de coéfficiénten van de
complexe Fourierreeks ook met

. 1 .
f(n):=¢, = —/ flz)e ™ dx.
2m J—x
Merk op dat we f op kunnen vatten als funktie Z — C, n f(n) De funktie f wordt

soms ook de (discrete) Fouriergetransformeerde van f genoemd. De formule

fa) = 3" f(n) &, (60)

nEZ

drukt f uit in zijn Fouriergetransformeerde, en wordt om die reden ook wel de Fourier in-

versie formule genoemd. Merk op dat de formule nitdrukt dat f geschreven kan worden als

superpositie van elementaire trillingen (e-machten) met frequenties die gehele veelvouden
1

van Z;ZUH.

De formule van Parseval wordt in de nieuwe notatie:

o [ 1@ =Y )l

-r ne’l

De fysische interpretatie van het linkerlid is: de energie die correspondeert met f over
een volle periode; de interpretatie van [f(n)[* is: de energie waarmee de frequentie -
vertegenwoordigd is.

Funkties met een periode 2c. In het onderstaande zullen we ook de inversie formule
voor een aangepaste 2c¢-periodieke funktie f : R — C nodig hebben. We gebruiken de

notatie
C

fo(n) - Fla)e™ = de

20 )

voor de Fouriergetransformeerde van f; de afhankelijkheid van ¢ is door een index in de
notatie tot uitdrukking gebracht. In de huidige situatie luidt de inversieformule als volgt:

fx) =3 ""fu(n) 2.

nEZ

De inversieformule drukt nu uit dat f geschreven kan worden als som van elementaire
trillingen met frequenties die gehele veelvouden zijn van i Tenslotte luidt de formule van
Parseval voor 2¢-periodieke funkties als volgt:

o [ @I de =3 1)

-¢ ne’l
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6.2 De continue Fouriertransformatie

Naast een theorie van Fouriertransformatie voor periodieke funkties bestaat er ook een
theorie van Fouriertransformatie voor aangepaste funkties ¢ : R — C die absoluut inte-
greerbaar zijn; dit laatste betekent dat de oneigenlijke integraal

| Jeta)] do
convergent is. Merk op dat periodieke funkties (verschillend van de nul-funktie) nooit
absoluut integreerbaar zijn.

Van een absoluut integreerbare aangepaste funktie ¢ is de Fouriergetransformeerde
de funktie ¢ : R — C gedefinieerd door:

o) = o [ ele) e (61)
De notatie ¢ hebben we boven reeds voor de discrete Fouriergetransformeerde gebruikt.
In de praktijk zal hierdoor meestal geen verwarring ontstaan, aangezien uit de context
duidelijk is of het gaat om periodieke funkties (en hun discrete Fouriergetransformeerden)
of om absoluut integreerbare funkties (en hun continue Fouriergetransformeerden).
De huidige Fouriergetransformeerde ¢ is een funktie R — C. Ook in deze context is er
een Fourier inversie formule.

Stelling 6.1 (De inversie formule). Laat ¢ : R — C een aangepaste, absoluut integreer-
bare funktie zijn. Dan is de Fouriergetranstormeerde ¢ : R — C een continue funktie.
Bovendien geldt

o) = /_Z S(v) e dy, (z € R), (62)

in die zin dat van de integraal in het rechterlid de hoofdwaarde genomen moet worden.

Opmerking. Is f : R — C een continue funktie, dan zeggen we dat de oneigenlijke
integraal [*0_ f(2) dx een hoofdwaarde heeft indien de limiet

lim ) f(z) dx (63)

R—eo J_R

bestaat; de waarde van de limiet heet dan de hoofdwaarde van de genoemde oneigenlijke
integraal. Het is mogelijk dat een oneigenlijke integraal niet convergent is, maar wel een

hoofdwaarde heeft.

Voorbeeld.
We beschouwen de funktie ¢ : R — C gedefinieerd door
1 als Jz| <1
als  |z| > 1 (64)

als  |z| = 1.

pz) =

o= O



Deze funktie is aangepast en absoluut integreerbaar. Voor v # 0 vinden we de
Fouriergetransformeerde ¢(v) door

1o |
o) = 3= [ ele)e i da
Lo
= —/ e """ dx
21 J-1

ool )
1 e ™" sin v
2 | —w |, %

Anderzijds vinden we

1 st 1
@@:—/1mzﬁ
2 J-1 T
Uit ]
Sin v 1
m = —
v—=0 T T

leiden we af dat de Fouriergetransformeerde ¢ inderdaad een continue funktie R — C
is. De inversie formule geeft nu de (hoofd)waarde van de integraal:

/ LA ¥ (65)
—00 v
Deze is 0 als 2| > 1, hij is £ als |2] = 1 en hij is 1 als |2| < 1. Door van (65) het
reele deel te nemen vinden we de hoofdwaarde van de integraal
/00 cos(vx) sinv " (66)
—00 v

Ook deze is 0 als |#| > 1, hijis § als [#] = 1 en hijis 1 als |z| < 1. Voor 2 = 0 vinden
we in het bijzonder dat
% gin v
/ dv = .
—co UV

Afleiding van de inversie formule. Het bewijs van de inversie formule geven we hier

niet.

Veronderstel echter dat ¢ een twee maal continu differentieerbare funktie die nul is

buiten een interval van de vorm [—R, R]. Dan zullen we de inversie formule (62) afleiden

uit de corresponderende formule voor de discrete Fouriertransformatie
Voor ¢ > R kunnen we de beperking ¢|_.,q voortzetten tot een aangepaste 2¢-periodieke
funktie, die we met f. noteren. Voor alle x € [—e¢, ¢] geldt dan:

met

pla) = folw) = 37 fuln) 7, (67)

nEZ

T
3
I

/ fe(x)e™ e da

T 1 c o T nm
= - — ST de = = p(—).
© [ el vo= Zo(t) (68)
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In de laatste uitdrukking is ¢ de continue Fouriergetransformeerde van ¢; de laatste gelijk-
heid geldt aangezien ¢ nul is buiten [—e¢, ¢]. Zij nu @ € R willekeurig en zij ¢ > max(R, |2|).

Dan volgt uit (67) en (68) dat
(o) T
= Lo (7).

nel, ¢
Het rechterlid is een Riemann som met stapgrootte = voor de integraal in het rechterlid
van (61). Als ¢ = 400, dan gaat de stapgrootte naar 0. Men kan laten zien dat:
z (2Z) m . B i
lip, BT B (T) = [ st
waarbij de integraal in het rechterlid zelfs absoluut convergent is. Hieruit volgt de inversie
formule (62) voor de continue Fouriertransformatie.

De inversie formule (62) drukt ¢ uit als superpositie van elementaire trillingen, waarbij

alle frequenties o= met v € R vertegenwoordigd zijn. FEr is ook weer een formule van
Parseval. Een aangepaste funktie ¢ : R — C heet kwadratisch integreerbaar indien de

integraal [*_|¢(2)]* dz convergeert.

Stelling 6.2 (Formule van Parseval). Laat ¢ : R — C een aangepaste funktie zijn die
absoluut en kwadratisch integreerbaar is. Dan is ¢ continu en kwadratisch integreerbaar,

en er geldt:
1 0 0
= lel)de= [ Ip(v)] dv.

Ditmaal kan het linkerlid geinterpreteerd worden als de totale energie corresponde-
rend met ¢, terwijl |4(v|?
frequentie o= in de Fourierontbinding van ¢ vertegenwoordigd is.

geinterpreteerd kan worden als de energiedichtheid waarmee de

Afleiding. FEr geldt:
[ lewldr = [ p(w)pw) dv
1

o0

= /Oo @(y)§</ooma”dx) dv
= o / / o(z) e dx dv

Men kan laten zien dat de twee oneigenlijke integralen in het laatste lid verwisseld mogen

L.

worden. Dit geeft

p))? dv = i/m (1) /_Z H(v) € dvda

= / ) dx
2

- = /_ le@)]? da.
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Voorbeeld.
We beschouwen de funktie ¢ gedefinieerd door (64). Eerder zagen we dat ¢(v) =
(rv)~!sinv. Er geldt dat

1 0 9 1 1 1
_ d :—/ dv = —.
2T /—oo |<p(x)| v 2 S o T

De formule van Parseval levert in dit geval dus dat

00 ] 2
/ (smy) dy — =
— 00 1%

We eindigen deze paragraaf met een tweetal formules die van groot belang zijn in de

toepassingen van de theorie van de Fouriertransformatie. In het vervolg schrijven we ook
wel Fo voor ¢. We kunnen F als volgt als lineaire afbeelding opvatten. Zij A(R) de collectie
van absoluut integreerbare aangepaste funkties R — Cen zij C'(R) de collectie van continue
funkties R — C. Met de optelling en de scalarvermenigvuldiging van funkties zijn A(R)
en C'(R) lineaire ruimten. We beschouwen F als een afbeelding A(R) — C(R), ¢ — Fop.
Deze afbeelding is linear: voor ¢, € A(R) en A € C geldt:

Flo+ M) = Fo+ AF.

Lemma 6.3 Laat ¢ : R — C een funktie zijn waarvoor zowel ¢ als de afgeleide ¢’ continu
en absoluut integreerbaar zijn, en waarvoor limp_ ¢(R) = limp_ @(—R) = 0. Dan geldt

FUo)w) = iv Felv)

Bewijs: Door toepassing van partiéle integratie zien we dat voor R > 0 geldt

! R / —vr 1 —vr R 1 R . —vr
o /—RSO ()e™™" dv = o [e ‘P(@}_R T /_RW pz)e™™" da.
Door de limiet te nemen voor R — oo vinden we het gewenste resultaat. 0

Opmerking. Op een geschikte klasse van funkties geldt dus dat

d .
f%—(zy)f,

m.a.w., Fouriertransformatie zet differentiatie om in vermenigvuldiging met de funktie
V.

Lemma 6.4 Laat ¢ een aangepaste funktie zijn zo dat de funktie v — x@(x) absoluut
integreerbaar is. Dan is

d

TR v) = Fl-izp)(v).
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Bewijs: Men kan aantonen dat uit het gegeven volgt dat de volgende differentiatie onder
het integraalteken geoorloofd is:

LF) = o [T ele) e da
= o [ T ey da
_ %/_Z () (—iz) e da
Hieruit volgt het beweerde. 0

Toepassing. We geven een toepassing van de twee bovenstaande lemma’s. Laat a een
positieve reéle constante zijn en beschouw de funktie ¢ = ¢, gedefinieerd door

p(r) =€
Er geldt dat
%cp(x) — _qre 3T = —axe(x).

Door Fouriertransformatie toe te passen op het uiterst linker- en het uiterst rechterlid van
deze gelijkheid, en door bovendien de bovenstaande lemma’s toe te passen, zien we dat

iwFp(v) = —ai%ftp(y).

De funktie ¢ = Fp voldoet dus aan de differentiaalvergelijking ¢'(v) = —a~'vip(v). De
funktie v — @, -1 (v) = e~3a"" is een oplossing van deze differentiaalvergelijking. Hierdoor
gemotiveerd schrijven we ¢(v) = z/)(y)ei”?. Dan is

) = () + Zp(w)ers” =,

De funktie ¢ is derhalve constant en we concluderen dat

Door v =0 in te vullen vinden we hieruit tenslotte de constante ¢ als volgt:

1 oo a, 2 1 2 foo 2 1
— b 0 — —/ —27 d = — —/ -y d = .
c=¢0) =g ) e dr 2%\/; " YT Jora

Dus
Gu(V) = ——. (69)

62



Bestuderen we het gedrag voor a | 0, dan zien we dat de funktie ¢, de constante funktie 1
nadert. We zouden daarom kunnen vermoeden dat de energiedichtheid F,(v) waarmee de
frequentie v /27 voorkomt in de Fourierontbinding van ¢, een piek gaat vertonen bij v = 0
als @ | 0. Dit is inderdaad zo: de energiedichtheid wordt beschreven door

De grafiek van F, is een Gauss funktie met in 0 een piek ter hoogte (27a)™!, die steeds
smaller wordt als a | 0.

We merken op dat uit het bovenstaande in het bijzonder volgt dat Fouriertransformatie
de funktie z s /2me~3"" in zichzelf overvoert.

Tenslotte verifieren we nog dat de gelijkheid van Parseval geldt voor de funktie ¢,.
Hiertoe merken we op dat

(o] (o] 5 1 (o] 5 T
) d ——/ T d ———/ Vody = ] —.
/—oo |99 (:E)| v —00 c o \/a — 00 c y a (70)

Voorts volgt uit (69) dat

00 1 00 Vra 1
pa()? dv = — (V)P dv = = . 1
/—oo Polv) dv 2ma J- pamr ()" dv 2ra  2y/ma (71)

Uit (70) en (71) blijkt dat de gelijkheid van Parseval in dit geval inderdaad geldt.
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7 Machtreeksen

7.1 De convergentiecirkel

In dit hoofdstuk beschouwen we een klasse van reeksen die voor de theorie van complex
differentieerbare funkties van bijzonder belang zal blijken te zijn, namelijk die der mach-
treeksen. Zij o een complex getal, en laat a, een rij complexe getallen zijn. Dan noemen

Z an(z —a)” (72)

n>0

we de reeks

(met z een complexe variabele) een machtreeks rond het punt . We beschouwen de
machtreeks als reeks van funkties in de variabele z. De notatie (72) moet zo opgevat
worden dat ag(z — a)? staat voor de constante funktie ao.

Ter vereenvoudiging beperken we ons voorlopig tot machtreeksen rond 0, dus met a = 0;
door substitutie van z —a voor z blijkt echter dat alle te ontwikkelen theorie ook zal gelden
voor machtreeksen rond een willekeurig punt.

Stelling 7.1 Laat voor zekere zg # 0 de reeks Y a,z§ convergeren; laat ¢ een reéel getal
zijn met 0 < ¢ < |z|. Dan is de reeks 3 a,z" uniform en absoluut convergent op de
cirkelschijf |z| < e.

Bewijs: Uit de convergentie van y_ a,, 2y volgt dat lima,zj = 0. Er is dus een getal M > 0
zo dat voor alle n geldt |a,zy| < M. Op genoemde cirkelschijf geldt nu

c n
a2zt < M| —
anz5] < (w)

waarin 0 < ¢|z|™" < 1. De absolute convergentie volgt nu uit Stelling 2.10, de uniforme
convergentie door toepassing van Stelling 4.10. O

We beschouwen nu de verzameling W van alle z € C waarvoor de machtreeks > a,2"
(puntsgewijs) convergeert.

Lemma 7.2 Er bestaat een unieke R € [0, co[ U{oc} 7o dat
{z€C; |z| <Ry CcWC{z€eC; |z| <R} (73)

Opmerkingen. De unieke R uit bovenstaand lemma heet de convergentiestraal van de
machtreeks Y- a,2". De cirkel {z € C; |z| = R} heet de convergentiecirkel van de reeks.
Bovenstaand lemma zegt dus dat het convergentiegebied W van de machtreeks 3" a,2"
gelijk is aan de verzameling van alle punten binnen de convergentiecirkel verenigd met een
deel van die convergentiecirkel. Verderop zal blijken dat in de praktijk voor een gegeven
machtreeks de convergentiecirkel tamelijk eenvoudig bepaald kan worden en dat de bepaling
van het deel van W dat op de convergentiecirkel ligt de meeste moeilijkheden oplevert.
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Bewijs: Stel dat zo € W. Dan volgt uit Stelling 7.1 dat de reeks Y a,2" convergeert voor
iedere z met |z] < |z0]. De cirkelschijf |z| < |zo] ligt dan dus geheel binnen W. Beschouw
de deelverzameling |W| van R bestaande uit alle |z| met z € W. Dan geldt in ieder geval
dat 0 € |W|, dus |W]| is niet leeg. We zullen laten zien dat R = sup |W| voldoet aan (73).
7ij |z] < R. Dan bevat |W| een p zo dat |z| < p < R; doch p = |z| voor een zo € W en
met Stelling 7.1 blijkt dat z € W. Derhalve is voldaan aan de eerste inclusie van (73). Als
|z| > R, dan behoort |z| niet tot |W|: dus ook aan de tweede inclusie van (73) is voldaan.
Tenslotte is het duidelijk dat R door de opgelegde eis uniek bepaald is. O

De volgende stelling is in de praktijk veelal toereikend om de convergentiestraal van
een machtreeks te bepalen.

Lemma 7.3 (a) Bestaat lim {/|a,| = L dan wordt de convergentiestraal van 3 a,z"

gegeven door R = [

Antl

(b) Bestaat lim|*2] = M dan geldt R = M~",

Opmerking. Het bovenstaande is zo bedoeld dat als . = 0, dan R = oo, terwijl L = oo
impliceert dat R = 0.

Bewijs: Veronderstel dat L uit (a) bestaat. Dan geldt dat lim {/|a,z"| = L|z| en de
conclusie volgt door toepassing van Stelling 2.12. Op soortgelijke manier volgt (b) door
toepassing van Stelling 2.13. O

Voorbeelden.

(1) De meetkundige reeks 3° 2" heeft convergentiestraal 1, immers immers L = 1.
(2) De reeks 3" nz" heeft convergentiestraal 1, immers M = 1.

(3) De reeks 3 2—7: heeft convergentiestraal oo, immers M = 0.

(4) De reeks 3" n!z" heeft convergentiestraal 0.
(5)

Beschouw de reeks 5" nz?"; dus ag, = n, en as,qy = 0. Hieruit blijkt dat de limieten
L en M niet bestaan. Voor de reeks Y nw” geldt echter dat M = 1, dus R = 1.
Substitutie w = 22 leert ons nu dat ook de oorspronkelijke reeks convergentiestraal

1 heeft.

Een funktie gedefinieerd door een machtreeks, kan gedifferentieerd worden door de mach-
treeks term voor term te differentiéren. Het volgende lemma dient als voorbereiding voor
dit resultaat.
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Lemma 7.4 7ij R de convergentiestraal van de machtreeks Y a,,z". Dan heeft de mach-

Z na,z""! (74)

n>1

treeks

die hieruit door termsgewijze differentiatie ontstaat ook convergentiestraal R.

Bewijs: Stel dat |z| < R. Kies een willekeurig reéel getal ¢ zo dat |z] < ¢ < R. Uit
de convergentie van Y a,c¢” volgt dat lima,c” = 0, dus er bestaat een M > 0 zo dat
la,c| < M, ofwel

M
la,| < —
CTL

=0 (o(E)).

Volgens bovenstaand voorbeeld (2) heeft de reeks Y- nw" convergentiestraal 1. Met het

voor alle n, dus

majorantiecriterium zien we nu dat de reeks (74) convergeert voor |z| < ¢. Dit geldt voor
iedere ¢ < R, dus de reeks (74) heeft convergentiestraal minstens R. De convergentiestraal
kan echter niet groter dan R zijn. Want in dat geval zou er een z met |z| > R bestaan
waarvoor de reeks (74) absoluut convergeert. Wegens

a,z" = QO (nanz”_l) (n — o0)

zou daaruit de absolute convergentie van de reeks Y a,2" volgen, tegenspraak. O

Stelling 7.5 Laat 3 a,z" convergentiestraal R hebben. Dan is de funktie f gedefinieerd
door

f:) = e

complex differentieerbaar op het gebied |z| < R, met afgeleide gegeven door

fl(z)= i_o: na,z""' (]z| < R).

Bewijs: Fixeer zg met |z < R; kies ¢ zo dat |z9| < ¢ < R. We definiéren een rij funkties
Gn, m > 1 op de schijf |w| < ¢ door:

n n
w" — zg

gn(w) = dn w— 7o (75)

als w # 2o, en door g,(z) = nzy™".

funktie g, continu in zo. Verder is voor elke w met |w| < e

7ij voorts gg de constante funktie 0. Dan is elke

190 (0)| = |an ("™ + w2z + ... + 257N < nlan|c”
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Uit Lemma 7.4 en Stelling 4.10 volgt nu dat de reeks 3" g, uniform convergeert op |w| < c.
Wegens Stelling 4.6 is de somfunktie continu in zg, dus

tim =TG5 g, () = ign@o)-

wW—r2Q w — ZO s

Hieruit volgt dat f complex differentieerbaar is in zg, met de gewenste afgeleide. O
Door herhaald toepassen van de bovenstaande stelling volgt direkt:

Gevolg 7.6 FEen machtreeks stelt binnen zijn convergentiecirkel een willekeurig vaak com-
plex differentieerbare funktie voor. Heeft Y a,z" convergentiestraal R > 0 en is

f(Z) = Z anz",

dan is f0"(0) = nla,.

Laat in het vervolg V' een open deelverzameling van C zijn.

Definitie 7.7 Een funktie f : V — C heet analytisch (of holomorf) indien voor elk punt
a € V een in V gelegen cirkelschijf D met middelpunt o bestaat zo dat f op D gegeven

wordt door een machtreeks: .

f2) =2 an(z —a)" (76)

n=0

met a, € C.

Opmerking. Wegens Stelling 7.5 en Gevolg 7.6 is een analytische funktie dus willekeurig
vaak complex differentieerbaar, en zijn de afgeleide funkties (") weer analytisch. Verder
moeten de coefficienten in (76) wegens Gevolg 7.6 gelijk zijn aan

700)

n!

a, = (77)
Derhalve is de machtreeksontwikkeling uniek.

Later zullen we zien dat omgekeerd iedere complex differentieerbare funktie f: V — C
ook analytisch is: zie Stelling 8.7. Op dit moment hebben we voldoende theorie ontwikkeld
om machtreeksontwikkelingen voor enkele bekende complex differentieerbare funkties af te
leiden.
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Voorbeelden.

(1)

De machtreeks Y 2—7: heeft convergentiestraal oo, dus

n=0

is een complex differentieerbare funktie op C. Er geldt dat f(0) = 1 en uit term
voor term differentiéren (Gevolg 7.5) blijkt dat f'(z) = f(z) voor alle z € C. Door
toepassing van Stelling 1.10 volgt hieruit dat f(z) = €*. Dus:

3|N3

(z € Q). (78)

De logarithmische funktie log is complex differentieerbaar op C\ |—oc, 0], dus in het
bijzonder op de open cirkelschijf D met straal 1 rond het punt 1. De afgeleide van
log heeft een machtreeksontwikkeling rond het laatstgenoemde punt:

dlogz 1 1 — n n
e S G (79)

Z n=0

Door toepassing van Lemma 7.3 (b) blijkt dat deze machtreeks convergentiestraal 1
heeft. Beschouw nu de funktie

)n—}-l

Z (z—1)". (80)
De machtreeks in (80) heeft als term voor term afgeleide de machtreeks in (79).
Wegens Lemma 7.4 is zijn convergentiestraal dus 1 en wegens Gevolg 7.5 is g complex

differentieerbaar op de cirkelschijf D. Voorts blijkt uit de machtreeksontwikkelingen

dat
d

- (9(2) —log ) = 0.

Door toepassing van Stelling 1.7 concluderen we dat ¢g(z) — log z constant is op D en
door invullen van z = 1 in (80) blijkt dat g(1) —log1 = 0, dus g = log op D. Er
volgt dat

00 (_1)n+1

log z = Z

n=1

z—=1)" (lz=1]<1).

Met de substitutie w =1 — z geeft dit

log(1 — w) = — i% (Ju| < 1). (81)

Met behulp van het quotientcriterium ziet men gemakkelijk in dat de reeks (81)
convergentiestraal 1 heeft.
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Vroeger zagen we reeds dat de reeks (81) divergeert voor w = 1 en convergeert voor w = —1.
We besluiten deze paragraaf met twee algemene stellingen die het ons in het onderhavige
geval mogelijk maken iets te zeggen over het gedrag van de reeks in andere punten van de
convergentiecirkel.

Stelling 7.8 7ij a,, een monotoon dalende rij positieve reéle getallen met lima, = 0, en
veronderstel dat de machtreeks " a,2" convergentiestraal 1 heeft. Dan convergeert y_ a,z"
overal op zijn convergentiecirkel, behalve wellicht in het punt 1.

Voorbeeld.

De reeks - = " heeft convergentiestraal 1 , convergeert dus absoluut voor alle z met
|z| < 1, en dlvergeert voor |z| > 1. Op de convergentiecirkel |z| = 1 geldt het
Volgende. Voor z = 1 krijgen we de harmonische reeks, en deze divergeert. Als
|z| = 1 en z # 1 dan kunnen we Stelling 7.8 toepassen en zien we dat de reeks
convergeert. Merk op dat de convergentie dan niet absoluut is.

In (81) zagen we dat de bovenstaande reeks voor |z| < 1 convergeert met som log(1 — z).
Hoe zit het nu op de convergentiecirkel buiten het punt 17 We zagen dat log(1 — z) er
welgedefinieerd is en dat genoemde reeks er convergeert, maar a priori zegt dat niets over
de geldigheid van (81) op de convergentiecirkel (buiten 1). Toch blijkt (81) te gelden:

Stelling 7.9 (Stelling van Abel). Zij a, een rij complexe getallen. Convergeert de reeks
S anz" voor z = zg, dan is

lim Z an(tzo)" Z anZg -

1

We keren weer terug naar formule (81), geldig voor |w| < 1. Omdat de funktie log(1—w)
complex differentieerbaar dus in het bijzonder continu is in elk punt van de verzameling
lw] < 1, w # 1, vinden we door toepassing van de stelling van Abel dat voor |wg| =

1, wo # 1 geldt:

. (o] wn
log(1 — wg) = ltlﬁllog(l — twg) = —nz::l 70.
Formule (81) is dus geldig voor alle w # 1 met |w| < 1. In het bijzonder verkrijgen we
door substitutie van w = —1 weer de vroeger al eens afgeleide formule
> (=1 n+1
log 2 = Z i
n=1 n

(zie het voorbeeld na Stelling 3.1).
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7.2 Partiele sommatie

In deze paragraaf geven we de bewijzen van Stellingen 7.8 en 7.9. De bewijzen berusten op
een formule van partiéle sommatie, zo genoemd wegens de analogie met partiéle integratie.
Laten rijen a,, en b, van complexe getallen gegeven zijn, en zij T,, een rij complexe getallen
zo dat b, = T, — T,—_1 voor alle n > 1 (dit is het analogon van een primitieve funktie bij
partiéle integratie).

Lemma 7.10 (Partiéle sommatie). Voor alle ¢ > p geldt:

q q—1

Z a,b, = — Z (a1 — an)Tn + agTy — apir T (82)

n=p+1 n=p+1

Bewijs: Substitutie van b, = T,, — T,,_; in het eerste lid van de bovenstaande gelijkheid

levert
g g
Z anTn - Z anTn—l
n=p+1 n=p+1
Door in de tweede som van de ontstane uitdrukking de sommatievariabele te herbenoemen
en door rekening te houden met randtermen verkrijgt men het laatste lid van (82). O

Stelling 7.11 7ij a, een monotoon dalende rij van niet negatieve reéle getallen met
lima, = 0 en zij Y. b, een complexe reeks, waarvan de partiéle sommen B, een begrensde
rij vormen, dwz. er is een M > 0 zo dat |B,| < M voor alle n. Dan is de reeks Y a,b,
convergent.

Bewijs: We passen partiéle sommatie toe met T, = B,. Wegens de monotonie van a,
volgt door toepassing van de driehoeksongelijkheid op het tweede lid van (82) dat:

q—1

< D (@ = )M 4 agM + ap M

n=p+1
= (%-H —aq+ag+ ap-H)M
= 2ap+1M

q

> anb,

n=p+1

7Zij nu een willekeurige ¢ > 0 gegeven. Dan bestaat er een N zo dat a, < 537 voor alle
n > N; voor alle ¢ > p > N geldt dan dat

q

> anb,

n=p+1

< €.

Met het Cauchy criterium 2.6 volgt zo de convergentie van de reeks. O
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Bewijs van Stelling 7.8: Fixeer z met |z| = 1 en z # 1, en noem b, = 2" . Dan geldt
voor de partiéle sommen van de reeks b, dat

1 __Zn+1
1—=z

2
L

|Bn|=\

De partiéle sommen B, vormen derhalve een begrensde rij en mbv. Stelling 7.11 zien we
dat de reeks Y~ a,2" convergeert voor de gefixeerde waarde van z. O

Alvorens de stelling van Abel te bewijzen, behandelen we een hulplemma.

Lemma 7.12 Als de complexe reeks y_ b, convergent is dan is Y b,x™ uniform convergent
op [0,1].

Bewijs: Zij ¢ > 0 willekeurig. Definieer de rij T,, door

T,=— 3 b

k=n+1

Dan is imT,, = 0. Derhalve kunnen we N kiezen zo dat voor alle n > N geldt: |T,| < e.
Omdat T, — T,_1 = b, kunnen we voor iedere x € [0, 1] partiéle sommatie toepassen met
a, = ¢". Formule (82) geeft dan:

q—1
< Y Tal(a" = 2™ ) + [T 27 + | Ty

n=p+1

q

Z b,x"

n=p+1

q—1
< € Z (x”—x”“)—}—Qe

n=p+1
= 6(:17p+1 —27) 4+ 2¢ < 3¢

voor alle € [0, 1] en alle ¢ > p > N. Met behulp van het Cauchy criterium 2.6 concluderen
we hieruit dat de reeks Y b,2" convergeert. Door limietovergang ¢ — oo vinden we dat

Z bpx™| < 3e
n=p+1
voor alle x € [0,1] en alle p > N. Hieruit volgt de uniforme convergentie. O

Bewijs van Stelling 7.9: Wegens Lemma 7.12 is de reeks 3 (a, 2§ )t" uniform convergent
op [0, 1]. Pas nu Stelling 4.6 toe. O
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8 Integratie en de stelling van Cauchy

8.1 Lijnintegratie in het complexe vlak

In deze paragraaf zullen we definiéren wat we verstaan onder de integraal

/k f(z) d= (83)

van een continue funktie f over een in C gelegen georiénteerde stuksgewijze C'' kromme
k. Hierbij volgen we de methode van [Marsden-Tromba, Ch. 6]. Onder een C'' pad (in het
Engels path) in C verstaan we een C'! afbeelding o : [a,b] — C, (a < b).

Definitie 8.1 7ij o een pad in C en f : beeld(o) — C een continue funktie. De integraal
van f over o wordt gedefinieerd door

[ 53tz = [ fot)enyar (s4)

Opmerking. We kunnen bovenstaande definitie ook formuleren in termen van de integratie
van reéle eenvormen over een C'' pad in R?. Hiertoe vatten we f(z)dz op als de complexe
eenvorm

f(2)dz = [fi(2) + i fa(2)] [dw + idy]
= [fi(z)de — fa(z)dy] + i [fi(2)dy + fa(z)dx].

Door nu (o4(), 02(t)) te substitueren voor (x,y) zien we dat

f(z)dz =

o

hetgeen weer gelijk is aan (84).

Voorbeelden.

(1) Beschouw het pad v(t) = re'f, 0 <t < 7, dat een halve cirkel met straal r beschrijft
(r > 0). Dan is voor n € N :

/z” dz = /W[reit]”ire” dt
vy 0

_ e [y =
0 n-+1

n+1

(=t —1].
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(2) Beschouw het pad o(t) = €, 0 < t < 27, dat de eenheidscirkel in positieve zin
doorloopt. Dan is voor n € N :

2T .
/ 2" dy = / eIt gy — .
o 0

(3) We beschouwen de analytische funktie £ op C\ {0}, en het in C\ {0} gelegen C'" pad

o uit het bovenstaande voorbeeld (2). Dan is

1 27 1 . it .
/ —dz = / — i€ dt = 2m. (85)
o Z 0 ’

€

Het beeld k van een C' pad o : [a,b] — C met o'(t) # 0 voor alle a < t < b, heet
C' kromme. Door van een kromme begin- en eindpunt te specificeren leggen we zijn
doorlooprichting of oriéntatie vast. Een pad o : [a,b] — C met o'(t) # 0 voor alle
a <t < b dat k als beeld heeft heet een parametrisering van k. Is bovendien o(a) gelijk
aan het beginpunt van k en o(b) aan het eindpunt van k, dan heet de parametrisering o
oriéntatiebehoudend.

7ij k een georiénteerde C'!' kromme in C en f : k — C een continue funktie. We
definiéren de integraal van f over k door:

[ 5)dz = [ fz)de. (6)

met o een oriéntatiebehoudende parametrisering van k. Deze definitie is correct omdat het
rechterlid van (86) onafhankelijk is van de keuze van de georiénteerde parametrisering o
(hiervoor verwijzen we naar [Tromba-Marsden, Ch.6]).

Tenslotte verstaan we onder een georiénteerde stuksgewijze C'' kromme een eindige
vereniging k = k; U ko U ... U k, van georiénteerde C'' krommen zodanig dat voor elke
1 < j < r het eindpunt van k; samenvalt met het beginpunt van k;yq. Is f een op k
gedefinieerde complexwaardige continue funktie, dan definiéren we

/kf(z)dz _ /k f(z)dz—k/k? f(z)dz+...+/kT F(2)d-. (87)

Als het beginpunt van k; samenvalt met het eindpunt van k, dan heet de kromme k gesloten.
Een georiénteerde gesloten C'' kromme k heet enkelvoudig indien hij geen zelfdoorsnijdingen

heeft.

Met kromme zullen we in het vervolg steeds bedoelen: een georiénteerde stuksgewijze O
kromme.

Voor de gebruikelijke eigenschappen van lijnintegralen verwijzen we naar [Marsden-
Tromba, Ch. 6]. Daarnaast vermelden we hier nog een aantal eigenschappen die we in de
toekomst nodig zullen hebben.
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Stelling 8.2 7ij k een kromme in C en [ : k — C een continue funktie die we op k als
volgt kunnen schatten (met M > 0):

f() <M, ze€k
Dan geldt, met [(k) = lengte(k) :

< Mi(k).

‘/kf(z) dz

Bewijs: Eerst splitsen we de kromme k in eindig vele stukken k; die elk een parametrisering
vi + [ai, b;] = C toelaten. Voor elke i geldt

[l = |[ o al

Vi 7

b
< [ M b= MGy,

Wegens [, f(2) dz =3, [,. f(2) dz volgt hieruit dat

/kf(z)dz < Z/%f(z)dz

7

<Y Mi(3) = Mi(k).

Stelling 8.3 7ij k een kromme in C en laat voor elken € N een continue funktie I, : k —
C gegeven zijn. Veronderstel verder dat de rij F,, uniform convergeert op k, met limiet F.

lim /an(Z) dz = /]CF(Z) dz.

n—oo

Dan is:

Bewijs: Volgens Stelling 4.6 is de funktie F' continu op k, zodat de integraal in het rech-
terlid bestaat. Verder geldt voor iedere z € k dat |F,(z) — F(2)| < ||F,. — F||x. Met behulp
van de voorgaande stelling zien we nu dat

/an(Z) dz — /k F(z) dz

Wegens de uniforme convergentie volgt hieruit de bewering.

<R Fn = Flls-

Gevolg 8.4 7ij k een krommein C en laat voor elken € N een continue funktie f, : k — C
gegeven zijn. Veronderstel voorts dat de reeks Y f, op k uniform convergeert. Dan geldt:

ni [ daydz= [ (i; fn(z)) e,

Bewijs: Pas de voorgaande stelling toe op de rij F, van partiéle sommen, en gebruik dat
integratie verwisseld mag worden met eindige sommatie. O
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Figuur 8:

8.2 De stelling van Cauchy

7ij B een begrensde open deelverzameling van R? met een stuksgewijze C'' rand dB. In een
dergelijke situatie zullen we steeds veronderstellen dat B voorzien is van de geinduceerde
orientatie: dat is de orientatie die wordt gekenmerkt door het feit dat iedere georienteerde
raakvector aan 9B over een hoek 417 gedraaid moet worden om tot inwendige normaal-
vector over te gaan (zie Figuur 8). In [Marsden-Tromba, Ch. 6] hebben we gezien dat de
stelling van Green geldig is voor deze oriéntatie van dB. We brengen die stelling hieronder
in herinnering.

We schrijven B voor de afsluiting B U 9B van B. Onder een open omgeving van B
verstaan we een open deelverzameling V van C die B bevat. Veronderstel nu dat P en Q
continu differentieerbare (reéel of complexwaardige) funkties op een open omgeving van B
zijn. Dan luidt de stelling van Green dat

o 0Q  oP
/aB Pdx + Qdy = /B(a_x_ Ty .

We beschouwen nogmaals de eenvorm f(z)dz. Deze is te herschrijven als P(z,y)dz +

Q(z,y)dy met P(z,y) = fi(z) +ifa(2) en Q(z,y) =ifi(2) — f2(z) = iP(z,y). De Cauchy-

Riemann vergelijkingen (4) kunnen geherformuleerd worden als

or_
dy Oz

zodat we door toepassing van de stelling van Green het volgende resultaat verkrijgen.

Stelling 8.5 (Cauchy). Zij B C C een begrensde open verzameling met stuksgewijze C'*
rand OB. Dan geldt voor iedere complex differentieerbare funktie [ gedefinieerd op een
open omgeving V van B dat

/aB f(z)dz =0.
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Figuur 9:

Deze stelling dient met de nodige zorgvuldigheid gehanteerd te worden, zoals blijkt
uit Voorbeeld (3) van Paragraaf 8.1. De funktie z — % is complex differentieerbaar op
de open verzameling V = C \ {0}. Het beeld van het pad o(t) = ¢, 0 < t < 27 is
de eenheidscirkel in het complexe vlak. Dit is de rand 9B van de begrensde verzameling
B ={z¢€ C; |z| < 1}. De afsluiting B = {z € C; |z| < 1} is niet geheel in V gelegen,
zodat Stelling 8.5 niet direkt toepasbaar is. Toch heeft de stelling een interessant gevolg
voor soortgelijke situaties. In het vervolg gebruiken we de notatie (2) uit Hoofdstuk 1.

Stelling 8.6 (De integraalformule van Cauchy). Zij B C C een begrensde open ver-
zameling met stuksgewijze C' rand OB, en zij a € B. Dan geldt voor iedere complex
differentieerbare funktie f gedefinieerd op een open omgeving V van B dat

ﬁdz = 2mi f(a). (88)

OB Z — (v

Bewijs: Kies een ¢ > 0 zo dat de afsluiting van D(a, ¢) geheel binnen B ligt (dit is mogelijk,
want B is open). We schrijven ~. voor de (georienteerde) rand van D(a,€). Zij nu A de
verzameling van punten van B die niet tot de afsluiting van D(a, ¢) behoren (zie Figuur
9).

Omdat 5{% een complex differentieerbare funktie op een open omgeving van A is is
zijn integraal over dA gelijk aan nul. De georiénteerde rand JA is de vereniging van de
georiénteerde rand 9B en —, (de kromme die uit v, verkregen wordt door de oriéntatie
om te draaien). Uit Stelling 8.5 volgt nu:

0 = (2) dz

0A 2 —
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- Mdz_/ I,

OB Z — (& Z—

De kromme 7, wordt geparametriseerd door 7.(t) = a + e, (0 <t < 27). Door deze
parametrisering te substitueren in de laatste integraal krijgen we

/(=)

OB Z — (&

L dr = /027r if(o+ eeit)dt. (89)

Deze identiteit blijft behouden als we ¢ naar nul laten naderen. Als we kunnen aantonen
dat de laatste integraal dan naar 2mif(a) nadert, zijn we klaar. Welnu

/027r if(o+ ee)dt — /Owif(oz)dt‘ <

2T .
| e+ ety = fa)a <
0
2T max (‘f(oz + ee') — f(a)
Inderdaad nadert de laatste integraal in (89) dus naar f;7if(a)dt = 2mif(a). O

: 0§t§27r)—>0alse—>0.

8.3 Machtreeksontwikkelingen

Zij V weer een open deel van C. We brengen Definitie 7.7 in herinnering: onder een
analytische of holomorfe funktie op V verstaan we een funktie f : V — C die in elk punt
a van V een lokale machtreeksontwikkeling heeft.

In Gevolg 7.5 hebben we bewezen dat iedere analytische funktie complex differentieer-
baar is. Met behulp van de integraalformule van Cauchy zullen we hieronder bewijzen dat
het omgekeerde ook waar is.

Stelling 8.7 Laat [ een complex diflerentieerbare funktie zijn, gedefinieerd op een open
verzameling V. C C. Zij a € V en zij D een open cirkelschijf met middelpunt o waarvan
de afsluiting D nog in V ligt. Dan geldt voor alle z € D dat:

o0

Z (- a) (90)

waarbij de coéfficiénten gegeven worden door:

Cp = L/8 ﬂdw. (91)

2mi Jap (w — o) t!
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Bewijs: Schrijf D = D(a,p), met p > 0. Fixeer z € D. Dan geldt op grond van de
integraalformule van Cauchy dat:

1 f(w)
= — ——dw. 92
/() 2mi Jop w — 2 v (92)
We gaan de integrand van (92) in een reeks ontwikkelen; verwisseling van integratie en
sommatie zal dan (90) opleveren.
Voor w € V met |w — a| > |z — a| kunnen we schrijven:

1 B 1 1
w—z w—a(l_%)
1 Z— Z—
= 1 24 93
(e () ) (93)

Voor alle w € 9D geldt dat
< 1.

z—a‘_ |z — af
p

Omdat we z vast genomen hadden concluderen we dat de reeks (93) uniform in de variabele
w convergeert op dD. We substitueren deze reeks in de integrand van (92); wegens Gevolg
8.4 is verwisseling van integratie en sommatie geoorloofd. Dit geeft (90). O

w— o

Gevolg 8.8 7ij f een complexwaardige funktie gedefinicerd op een open deel V van C.
Dan zijn de onderstaande uitspraken equivalent.

(a) f is complex differentieerbaar op V.

(b) f is analytisch op V.

Bewijs: De implicatie (b) = (a) is een direkt gevolg van Gevolg 7.5. Om in te zien dat de
omgekeerde implicatie geldt beschouwen we een punt o € V. Omdat V open is, is er een
p > 0 zo dat de afsluiting van de schijf D(a, p) bevat is in V. De funktie f heeft wegens de
bovenstaande stelling dus een machtreeksontwikkeling op die schijf. O

Opmerkingen. In het bijzonder zien we dat een complex differentieerbare funktie f :
V — C willekeurig vaak complex differentieerbaar op V' is (gebruik Gevolg 7.6). In Gevolg
7.6 zagen we dat de coéfficiénten ¢, van de reeks (90) uniek bepaald zijn door de formule
(77). Combineren we dit met het bovenstaande dan concluderen we dat

Cp = f(”)(oz) = L/8 Ld,z (94)

n! 27 Jap (z — a)rt!
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voor iedere cirkelschijf D met middelpunt a waarvan de afsluiting in V' ligt. In het bijzonder
is dus de integraal in (94) onafhankelijk van de keuze van D (ga na dat men dit ook kan
inzien door Stelling 8.5 te gebruiken).

We definiéren de afstand d van « tot 9V door

d :=sup{p > 0; D(a,p) C V}.

Als z € D(a,d) danisereen 0 < p < d zo dat z € D(a, p), terwijl de afsluiting van D(a, p)
bevat is in V. We concluderen dat (90) geldig is op D(a,d). In het bijzonder geldt:

De convergentiestraal van de reeks (90) is minstens de afstand d van « tot de rand AV van

V.

Voorbeelden.

(1)

Als voorbeeld beschouwen we nog eens de exponentiéle funktie z — e (zie ook
Voorbeeld (1) onder Gevolg 7.6). Deze funktie is complex differentieerbaar op de
gehele verzameling C. Met behulp van het bovenstaande concluderen we nu direkt
dat € een machtreeksontwikkeling rond 0 toelaat, met convergentiestraal co. De
coéfficiénten worden nu gevonden door de eerste gelijkheid in formule (94) toe te
passen. Uiteraard geeft dit weer de formule (78).

De funktie w — log(1 — w) is complex differentieerbaar op de open schijf |w| < 1.
Op die schijf heeft de funktie dus een convergente machtreeksontwikkeling, waarvan
de coéfficiénten weer gevonden kunnen worden mbv. (94). Dit levert uiteraard weer

formule (81).

Als derde voorbeeld beschouwen we de funktie g(z) = l-k% Deze funktie is complex
differentieerbaar op de open verzameling V' = C\ {—1i,:} (gebruik Stelling 1.2 om
dit in te zien). Zonder enige berekening uit te voeren concluderen we nu dat ¢ op de

schijf |z] < 1 gegeven wordt door de convergente machtreeks

S (nl) g (0)2". (95)

In het bijzonder heeft deze machtreeks convergentiestraal minstens 1. We zouden de
machtreeks kunnen bepalen door ¢ (0) te berekenen voor elke n € N. Het is in dit
geval echter gemakkelijker om 22
keling voor (1 —w)~! te gebruiken. Dit levert:

= —w te substitueren en de bekende reeksontwik-

1

=T (e <), (96)

n=0

Dat de convergentiestraal van bovenstaande reeks niet groter, en dus precies gelijk
is aan 1, zal in de volgende paragraaf verklaard worden uit het feit dat de funktie ¢
niet complex differentieerbaar is in de punten ¢ en —: die afstand 1 tot de oorsprong

hebben.
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De ongelijkheden van Cauchy. We sluiten deze paragraaf af met enkele interessante
gevolgen van Stelling 8.7. Laat f analytisch zijn in het gehele complexe vlak. Een dergelijke
analytische funktie heet ook wel geheel. Volgens formule (94) hebben we

10 1S

n! 211 Jrp 21

9

waarin kg de positief georienteerde cirkel met middelpunt 0 en straal R is. De formule
is geldig voor iedere waarde R > 0. Is Mp het maximum van |f(z)| op kg, dan is (vgl.
Stelling 8.2)

1 Mg Mg

< 2R =R
= o TRt T R

‘f(”)(o)
!

n

Deze schattingen voor de coéfficiénten van de machtreeks van f rond 0 staan bekend als
de ongelijkheden van Cauchy. Een direkt gevolg is:

Stelling 8.9 (Stelling van Liouville.)
Een begrensde gehele analytische funktie is constant.

Bewijs: 7Zij [ een gehele analytische funktie die begrensd is, dwz. er is een constante
M > 0 zo dat |f(z)] < M voor alle z € C. Uit de Cauchy ongelijkheden volgt nu dat
|(n))~' F(0)] < MR™ voor elke n en elke B > 0. Door de limiet te nemen voor R — oo
concluderen we dat f"(0) = 0 voor alle n > 1. Hieruit volgt dat f(2) = f(0) voor alle
z € C. O

Een fraai gevolg van de stelling van Liouville is het volgende.

Gevolg 8.10 leder niet constant polynoom heeft tenminste één nulpunt in het complexe

viak.

Bewijs: Beschouw een polynoom f(z) = ag + a1z + as2® 4+ ...+ a,zP. Veronderstel dat
f(2) # 0 voor alle z € C; we zullen aantonen dat deze veronderstelling tot een tegenspraak
leidt. Uit de veronderstelling volgt dat de funktie g(z) = f(2)~" geheel analytisch is. Door
te schrijven

1
9(2) = 2P [ap + ap1z7t oL+ agz7P)
blijkt dat g(z) — 0 als |z] — oo. Er bestaat derhalve een R > 0 zo dat |g(z)| < 1 voor alle
z met |z| > R. Anderzijds is ¢ continu en derhalve begrensd op de gesloten en begrensde

verzameling {z € C; |z] < R}. We concluderen dat g begrensd en dus wegens bovenstaande
stelling van Liouville constant is: dit impliceert dat f constant is, tegenspraak. O
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Als een complex analytische funktie f het punt o € C als nulpunt heeft, dan is de
machtreeksontwikkeling van f rond « van de vorm

flz) =3 bi(z — o), (97)
k=m
met m > 1, en b,, # 0. Het getal m heet de multipliciteit van het nulpunt a. Schrijven we
9(2) = 3 bram(z — )
k=0

dan is g analytisch rond «, terwijl g(a) # 0, en

f(z) = g(2)(z = a)". (98)

Omgekeerd geldt: als we f kunnen schrijven als (98) met g analytisch rond 0 en g(«) # 0,
dan is a een nulpunt van f met multipliciteit m.

We beschouwen nu weer een polynoom f, van de graad n > 1. Dit polynoom is niet
constant dus heeft een nulpunt a. Zij m de multipliceit van dit nulpunt. Dan breekt
de machtreeks van f rond « af na de n—de macht (immers de hogere afgeleiden van f
verdwijnen, gebruik nu (94)); derhalve is de funktie g in de ontbinding (98) een polynoom
van de graad n — m. Door nu dezelfde redenering toe te passen op g enzovoorts, zien we
in:

leder polynoom f van de graad n > 1 is te schrijven als produkt van lineaire factoren

flz)=A 1:[(2 —a;)™

met A € C, ay,...,ap verschillende complexe getallen en met my,...,my € Z, en my +
e M =n.
De a; (j = 1,...,k) zijn uiteraard de wortels van het polynoom, de constanten m;

zijn hun respectievelijke multipliceiten.

8.4 Het principe van analytische voortzetting

Stelling 8.11 Laat [ en ¢ analytische funkties zijn op een open cirkelschijf D met mid-
delpunt o. Zij o, een rij punten met o, # «, terwijl lima,, = «, en veronderstel dat
flan) = glay) voor elke n € N. Dan is f(z) = g(z) voor alle z € D.

Bewijs: Schrijf h = f — ¢; dan is h analytisch op D, dus voor alle z € D geldt dat

o0

h(z) = Z an(z —a)”

n=0
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Figuur 10:

met a, = h"(a)/n!. Uit het gegeven volgt dat h(a,) = 0 voor alle n € N. Derhalve is
ap = h(a) =lim,_e h(a,) = 0. Hieruit volgt dat

h
ay = lim (2)

Z—)Ozz_a

en door in deze limiet z = «,, te substitueren concluderen we dat a; = 0. Hieruit volgt
weer dat )
z
ay = lim L
Z—r QY (Z J— a)2

70 doorgaande vinden we dat alle o, nul zijn. O

Bovenstaande stelling blijkt ook te gelden voor algemenere verzamelingen dan de open

schijf D.

Definitie 8.12 Een open deelverzameling V' van C heet samenhangend als voor ieder
tweetal punten o en 3 in V een geheel in V' gelegen kromme £ bestaat met beginpunt «
en eindpunt . Een samenhangende open deelverzameling van C heet ook wel gebied.

Voorbeelden.

(1) De open verzameling V = {z € C; |z <3, |z — 1| > 1} is samenhangend, zoals uit
Figuur 11 blijkt.

(2) ZijW,={2€C; |z—1|<1}enzijWy,={z€ C; Rez < —1}. Dan zijn Wy en W,
open en samenhangende verzamelingen; hun vereniging W = W; U W, is open maar
niet samenhangend, dus geen gebied.

Onderstaande stelling is de generalisatie van Stelling 8.11 waarop we in het bovenstaande

doelden.
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Figuur 11:

Stelling 8.13 Laat f en g analytisch zijn op een gebied G. Laat voorts o een punt in G
zijn, en ay, een rij punten in G'\ {a} met limiet a. Als f(o,) = g(a,) voor elke n € N, dan
is f(2) = g(2) voor alle z € G.

Bewijs: (Voor de liefhebber). Beschouw een willekeurig C'' pad v : [0,1] — G met
(0) = a. Als we kunnen bewijzen dat

F(y(1) = g(+(1)) (99)

voor alle ¢ € [0,1] dan zijn we klaar. Want dan volgt mbv. Stelling 8.11 dat f = ¢ in een
volle omgeving van v(1). We concluderen dan dat f = ¢ in een omgeving van ieder punt
(3 dat binnen (& vanuit a met een C'' pad te bereiken is. Door eventueel paden aaneen te
schakelen kunnen we dan ieder punt € G bereiken en zo het bewijs voltooien.

De juistheid van (99) voor alle ¢ € [0, 1] is niet vanzelfsprekend. Door toepassing van
Stelling 8.11 zien we weliswaar dat f = ¢ geldt in een volle omgeving van a. Derhalve
geldt voor & > 0 voldoende klein dat aan (99) voldaan is voor voor alle ¢ € [0, §]. Wederom
Stelling 8.11 toepassend zien we dat we vervolgens een §; > 0 kunnen vinden zo dat aan
(99) voldaan is voor alle t € [0, + &;]. Zo zouden we door kunnen gaan, echter zonder een
garantie te hebben dat uiteindelijk het gehele interval [0, 1] opgevuld wordt. Het volgende
argument biedt een oplossing voor dit probleem. We beschouwen de verzameling ¥ van
getallen 0 < s < 1 met de eigenschap dat (99) geldt voor alle ¢ € [0, s]. Er geldt § € X, dus
¥ is niet leeg en naar boven begrensd en bezit derhalve een supremum sq (vergelijk Stelling
4.3). Er moet gelden dat (99) geldt voor alle ¢ € [0, so[. Mbv. Stelling 8.11 concluderen
we nu dat f = ¢ in een omgeving van y(sg). Omdat sg = sup ¥ concluderen we dat sg < 1
onmogelijk is. Dus sg = 1 en het bewijs is compleet. O

Opmerking. Als twee analytische funkties f en ¢ dezelfde machtreeksontwikkeling rond
een gegeven punt « van een gebied G hebben dan geldt f = g op een (in eerste instantie
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Figuur 12:

wellicht kleine) omgeving U van a. Uit het bovenstaande resultaat volgt dan dat f = ¢
op het hele gebied G : de identiteit van de analytische funkties f en ¢ zet zich als het
ware voort van U tot G. Stelling 8.13 staat daarom ook wel bekend als het principe van
analytische voortzetting.

Als toepassing van het principe van analytische voortzetting beschouwen we nogmaals
de funktie g(z) = (1 + z?)~', analytisch op de open verzameling V = C\ {—i4,7}. In het
eerder in deze paragraaf behandelde Voorbeeld (3) zagen we reeds zonder berekening dat
zijn machtreeks (95) rond nul convergentiestraal R > 1 moet hebben. We zullen aantonen
dat R = 1. Want stel dat R > 1, en beschouw de analytische funktie f die op de cirkelschijf
D(0,r) gegeven wordt door de machtreeks (95.) Omdat D(0, R) \ {—7,7} samenhangend
is concluderen we met behulp van Stelling 8.13 dat ¢ = f op D(0,R) \ {—¢,7}. Nu is f
differentieerbaar in i en —i, dus er volgt dat de discontinuiteiten van g(z) = (1 + 2%)~! in
—1 en 1 ophefbaar zijn, hetgeen onjuist is: tegenspraak.

Een tweede situatie waarin het principe van analytische voortzetting optreedt is de
volgende. We beschouwen een gebied (G met de eigenschap dat G N R een niet leeg open
interval [ omvat (zie Figuur 12). Laat een ¢ een continue funktie I — C zijn. We zeggen
dat ¢ analytisch voortzetbaar is tot (G als er een analytische funktie f : G — C bestaat
met [ = ¢ op [; deze funktie f heet dan een analytische voortzetting van . Wegens
Stelling 8.13 is er ten hoogste één zo'n analytische voortzetting; we spreken dan ook van
de analytische voortzetting.

Voorbeelden.

(1) De verzameling G = C\ |—00,0] is een gebied. In paragraaf 1.5 definieerden we de
complex differentieerbare funktie f(z) =logz op G met behulp van de formule

log z = log |z| + i arg 2.

In het bijzonder is deze funktie op het reéle interval [0, oo| dus gelijk aan de bekende
logarithmische funktie. Op grond van het bovenstaande is f de enige analytische
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8.5

funktie op C\ ]—o00, 0] met de laatstgenoemde eigenschap: f is de analytische voort-
zetting van de oorspronkelijk op |0, 00| gedefinieerde logarithmische funktie tot het
gebied C\ |—00,0].

De funktie z — ¢* is de analytische voortzetting tot C van de oorspronkelijk op R
gedefinieerde exponentiéle funktie.

De funkties _ _ _ _
. eZZ _ e—ZZ eZZ + e—ZZ
sinz:= ———— en cosz:i= ————
21 2
zijn de analytische voortzettingen tot C van de reéle sinus en cosinus funktie. Substi-
tutie van de machtreeksontwikkeling (78) voor de e-machten in bovenstaande formules

geeft:

[ee] Z?n—}-l [s'e] Z?n
sin z = nz:%(—l) m en cosz = nz:%(—l) 0]l

Een identiteit als sin? 2z + cos? 2 = 1 die we kennen voor alle z € R is wegens analy-
tische voortzetting geldig voor alle z € C. Tmmers de funktie ¢(z) := sin® z + cos® z
is analytisch op C en gelijk aan de (analytische) constante funktie 1 op R. Derhalve
is ¢ = 1 op C. Op soortgelijke wijze ziet men in dat goniometrische formules als

sin2z = 2sin z cos z gelden voor complexe z.

Beschouw de funktie # — arctanx op R. In het college Infinitesimaalrekening A
zagen we dat

[e%) x?n—}-l
arctan r = nz:%(_l)nQn 1 (100)
voor alle x €] — 1,1[. Met behulp van het quotient criterium zien we in dat de

machtreeks in (100) convergentiestraal 1 heeft. Hieruit volgt dat arctan analytische
voortzetting naar de open schijf |z] < 1 toelaat.

Uiteraard is de funktie ]
sin z

tan z =
coS 2

analytisch buiten de punten 7 +kr (k € Z). Voor z €] —1,1] geldt dat tan(arctan z)
= z. Wegens analytische voortzetting geldt deze identiteit ook voor complexe z in
de buurt van 0, maw. arctan is de lokale inverse van de analytische funktie tan rond

0.

Rekenen met machtreeksen

Weten we op grond van theoretische overwegingen dat een concrete funktie in een mach-
treeks te ontwikkelen is, dan kunnen we de eerste termen van die reeksontwikkeling soms
vinden door te vergelijken met funkties waarvan we de machtreeksontwikkeling reeds ken-

nen. We lichten een en ander toe aan de hand van onderstaande voorbeelden.
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Voorbeelden.
(1) Beschouw de funktie f(z) = (2% + z 4+ 1)7'. Deze funktie is overal holomorf behalve

in de twee punten

2me

o =exp(Z) = L(-14iVB), f=exp(- ) = (1 - iVE),

Deze punten hebben beide afstand 1 tot de oorsprong. Met een zelfde redenering als
in de voorgaande paragraaf leiden we hieruit weer af dat de machtreeks van f rond
0 convergentiestraal 1 heeft. We kunnen de machtreeks als volgt bepalen. Schrijf
w = z* 4+ z. Voor voldoend kleine z is |w| < 1, zodat

1 1
2441 w1

= l—w+w—w+...

= 1—(22+z)+(22+2)2—(22—}—2)3—}—...
= 1—z422 ...

waarbij de omschikking van de termen geoorloofd is wegens de absolute convergentie
van de reeks (vgl. Stelling 2.9).

(2) Beschouw wederom de funktie f uit Voorbeeld (1). De punten o en 3 hebben bei-
den afstand /3 tot het punt 1. De machtreeksontwikkeling van f rond het punt 1
heeft derhalve convergentiestraal v/3. Om de machtreeks ook daadwerkelijk te vinden,
schrijven we z — 1 = u, ofwel z = u + 1. Dit geeft

£(2) ! !
Z) = —
w24+ 3u+3 3[1—}—%(u2—}—3u)]
1 +2 ,
— 37 3"To"
1 1 9
= ———(z=D+=(z—1)7 ...
3 3(2 )+9(2 )

(3) De reeks in Voorbeeld (1) is ook op een andere manier te verkrijgen, namelijk door
breuksplitsing: met de notaties van Voorbeeld (1) vinden we, voor |z| < 1 dat

1 1 1 1 1 s 1 1 "
22—}-2—}-1:@—[3 r—a z—0 :a—ﬁz Bl gntl :
n=0

[Qi sin 72(n + 1)%] 2" = 2 [sin 72(n + 1)%] 2"

1 00
_mnz:;) 3 _%nzo 3

(aangezien o8 =1 ); verder is
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al naar gelang n = 3k, n =3k + 1, n = 3k + 2. We vinden dat

flz) = 1 — 2423 =2t 67 .
= (1-2)+(1 =22+ (1 —2)"4+..)

en via de laatste schrijfwijze ontdekken we nog een andere methode waarmee we de
reeksontwikkeling hadden kunnen vinden: voor z # 1 is
1 -z 3 6
f(z) = =(1—=2)(14+2z2+2"4...).

] =23

Produkt van machtreeksen. In de praktijk is het vaak wenselijk om machtreeksen met
elkaar te kunnen vermenigvuldigen. Laat een tweetal machtreeksen " a,,z™ en 3" b, 2" met
convergentiestralen respectievelijk Ry en R, gegeven zijn. Deze machtreeksen definiéren
analytische funkties f en g op respektievelijk de schijven |z| < Ry en |z| < Ry. Hun produkt
fg is holomorf op de schijf |z| < min(Ry, R2), en wordt daar volgens Stelling 8.7 gegeven
door een machtreeks Y ¢,2". De coéfficienten ¢, van deze machtreeks worden gegeven door

(f9)"™(0)

Cp, = ————.

n!

de formule:

Volgens de regel van Leitbniz wordt de n-de afgeleide van het produkt fg gegeven door de
volgende uitdrukking met binomiaalcoefficienten

() =3 () 19 g h,
k=0
Derhalve geldt:

C, =

k=0 k‘ (n - k)‘
= Z akbn_k.
k=0

We concluderen dat voor |z| < min(Ry, Rz) de volgende tamelijk voor de hand liggende
formule geldt:

@J “”Zn) (2 bnzn) -3 (éakbn_k) -

Natuurlijk geldt een soortgelijke formule voor machtreeksen rond een punt a.
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Voorbeelden.

(1)

Ter illustratie beschouwen we de funktie

£(z) = 1 _ 2e"”

cosz e 417

Deze funktie is overal holomorf, behalve in de punten z met €** = —1 = €™, dus
z = Z + kn, k € Z. Hieruit leiden we af dat de funktie f op de schijf |z] < %
gegeven wordt door een machtreeksontwikkeling >~ a,2" met convergentiestraal 7.
We concluderen dat

22 24

1= f(z)cosz = (ao—}—alz—l—agz?—}—...)(l—?—}—z o)

1
= a0+a12+(a2—§a0)22+...

Aan deze gelijkheid van analytische funkties kan alleen voldaan zijn als de machtreek-
sen in het eerste en het laatste lid dezelfde coéfficiénten hebben. We concluderen dat

ag =1, a1:0,ena2—%a0:0dusa2:%.

We kunnen bovenstaande machtreeks ook op een andere manier afleiden. Zij
f(z)=1—=cosz en g(w)=——.

Dan is f analytisch, terwijl g analytisch is op C\ {1}. Hun samenstelling go f : z
(cos z)~" is volgens Stelling 1.8 complex differentieerbaar buiten de punten z met
cos z = 1 dus buiten 7 + ki, k € Z. De machtreeksontwikkeling van ¢(f(z)) rond 0
kunnen we vinden door die van f in die van ¢ in te vullen:

1
= =1 2 S
=gl = TS S )+
B 1, 1, 1, 17
1 )
= 14224+ =2
+22 +24z +

Hierbij is herhaaldelijk gebruik gemaakt van de hierboven behandelde vermenigvul-
diging van machtreeksen. Verder is er een omschikking van termen gebruikt om op
machten van z te sorteren. Dit is geoorloofd op grond van Stelling 2.9.

Machtreeksen en limieten. Laat f analytisch zijn in een omgeving van 0. We schrijven

n_ (k)
f(z) — Z f (0) Zk + Zn+lg(z)

[
S
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waarin

k=n+1

een funktie is die analytisch, dus begrensd is in een omgeving van 0. Hieruit volgt een
Taylor formule met rest voor analytische funkties:

0 p(k)
o= 3

40 (|z|”+1) (z —0).

Met behulp hiervan kunnen we weer allerlei limieten berekenen.

Voorbeeld.

Als voorbeeld berekenen we ]
i 7z —sinz

250 log®(1 — sin )

Door w =sinz =z — £z ... te substitueren in log(1 — w) = —w — 2w? ... volgt
: I,
log(1 —sinz) = —z — 57 -
dus 9
log?(1 —sinz) = —27 — 524
De gevraagde limiet is
1.3 _ 1.5 112
lim 8- 120° — |jm 8120 = ——
20 —z3 %,24 z=0 —1 — %Z 6

Bovengenoemde methode is analoog aan de in het college Infinitesimaalrekening A bespro-
ken methode voor het berekenen van limieten, met dien verstande dat de daar behandelde
limieten steeds voldoend vaak continu differentieerbare funkties van een reéle variabele
betroffen, terwijl hier sprake is van analytische funkties van een complexe variabele.
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9 Polen en residuen

9.1 Laurentreeksen

Onder een Laurentreeks verstaan we een reeks van de vorm

o0

f5)= % anlz—a)" (101)

n=—oo

met o € C, a, € C (n € N). Beschouw de machtreeksen:

> azu”, > a0, (102)
n=0 n=1

met u en v complexe variabelen. Door sommatie van de bovenstaande machtreeksen na
substitutie u = z—aen v = (z —a)~! ontstaat de reeks (101). Zij Ry de convergentiestraal
van de eerste en Ry de convergentiestraal van de tweede machtreeks in (102); dan leiden
we uit het bovenstaande direkt af:

(a) de reeks (101) convergeert voor z € C met Ry < |z — a| en |z — a| < Ry;
(b) de reeks (101) divergeert voor z € C met |z — a| < Ry' of |2 — a| > R,.

In het bovenstaande laten we toe dat R; = co; daarbij interpreteren we R7' dan als nul.
Als Ry' > R, dan volgt uit het bovenstaande dat de reeks (101) nergens convergeert.
Is Ry' = R, dan zijn er mogelijkerwijs punten waar de reeks convergeert; volgens het
bovenstaande moeten die dan alle op de cirkel |z — a| = R, liggen.

In het vervolg veronderstellen we dat Rl_l < Ry; we schrijven ry = Rl_l en ro — Ry Uit
de bovenstaande conditie (a) volgt dat de Laurentreeks (101) convergeert op het ringgebied

G={z€C; r <|z—a| <r}. (103)

Lemma 9.1 Veronderstel dat de Laurentreeks (101) convergeert op het ringgebied G ge-
geven door (103). Dan is de funktie

o0

fl2)= 2 an(z—a)" (104)

n=—oo

analytisch op (G. Bovendien geldt voor iedere positief georiénteerde in G gelegen cirkel k
met middelpunt o dat

0 = L/k(f& do  (n 7). (105)

w — a)ntt
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Bewijs: We beschouwen weer de machtreeksen (102). De eerste machtreeks convergeert
voor u met ry < |u| < 7y en heeft dus een convergentiestraal minstens ry. De tweede
machtreeks in (102) convergeert voor alle v met 77! < |v| < 717! en heeft dus een con-
vergentiestraal minstens ri'. Zij g(u) de analytische funktie gedefinieerd door de eerste en
h(v) de analytische funktie gedefinieerd door de tweede machtreeks in (102). Dan geldt
voor z € (F dat f(2) = g(z — a) + h((z — o)), waaruit de analyticiteit van f blijkt.
Machtreeksen convergeren uniform op ieder gesloten begrensd gebied binnen hun con-
vergentiecirkel. Hieruit concluderen we dat de reeks (104) uniform convergeert op iedere
cirkel £ met middelpunt o die in GG ligt. Fixeer [ € Z. Dan convergeert ook de reeks

i an(z — )" = _fE) (106)

(z — a)*!

n=—oo

uniform op k. Termsgewijze integratie van deze reeks over k is dus geoorloofd. Door £ te
parametriseren als k(@) = o+ re’? (0 < ¢ < 27), zien we in dat

/ (z—a)"'dz = 0 als n#l
k

= 2mi als n=1[.

Termsgewijze integratie van (106) levert derhalve dat

2T a; = /k (zi% dz,

)H—l

dus (105). O

Het onderstaande resultaat zegt dat omgekeerd iedere op een ringgebied & gedefinieerde
analytische funktie f in een Laurentreeks te ontwikkelen is.

Stelling 9.2 Laat f analytisch zijn op het ringgebied GG. Dan geldt voor alle z € G dat

o0

f(z) = Z an(z —a)", (107)

n=—oo

met coéfficiénten gegeven door (105); hierin mag voor k iedere (positief georiénteerde)
cirkel met middelpunt o en straal r €]ry,ry| genomen worden.

Bewijs: We fixeren een willekeurig punt z € G. Kies py en ps zo dat vy < p1 < |z — o] <
p2 < ro. Laat ky en ky de positief georiénteerde cirkels zijn met middelpunt o en stralen p;
resp. py. Kies € > 0 zo klein dat de afsluiting van de cirkelschijf D, = {w € C; |w—z| < ¢}
in het ringgebied

G(pr,p2) ={w € C; p1 < |w—al < po}

ligt (zie Figuur 13). We beschouwen nu de begrensde open verzameling B van punten
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Figuur 13:

w € G(p1, p2) die niet in de gesloten schijf D, liggen. Deze verzameling heeft georiénteerde
rand 0B = ky U —ky U—30D.. De funktie w %_%l is analytisch op een open omgeving van

B, en met behulp van Stelling 8.5 concluderen we door integratie over B dat

() gy — [ L0 g [ SO0 (108)

k‘gw_z klw—Z 8D€w_2

Wegens Stelling 8.6 is de laatste integraal gelijk aan 2mif(z). We vinden derhalve dat

2mif(z) = de — de. (109)
k‘g w—z kl w—z
De eerste integraal behandelen we als in het bewijs van Stelling 8.7; dit is mogelijk omdat
|lw — a| > |z — o] voor alle w € ky. De integraal wordt weer gegeven door een reeks
S o bu(z — @)™ met

by, = /k (f& dw. (110)

w — a)tt
De tweede integraal in (109) behandelen we als volgt. Voor w € ky geldt
lw—al _ pi

- <1,
|z — af |z — af

1 B 1 1
w—z Z— 1—%

1 sl w—a)”

- Z(

Z_anzo

en dus

Z—
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waarbij de reeks uniform convergeert in de variabele w € k;. Door substitutie van de
bovenstaande reeks in de tweede integraal in (109) krijgen we een reeks — 307 b_,(z—a)™"
met

b_, = /k‘l fw)(w —a)"" dw
— A-(;ﬁfl——mu(n>1y (111)

w — a)~nH -

Aangezien de funktie w (w%‘%% (n € Z) analytisch is in het gebied G mogen de

cirkels ky en kq in (110) en (111) worden vervangen door de cirkel k zonder dat daardoor
de integralen veranderen. Uit de gevonden reeksontwikkelingen voor de integralen in (109)
vinden we tenslotte de reeks (107) met a, = (2m1)7'b, (n € 7). O

Opmerkingen. (1) Merk op dat de bovenstaande stelling juist is met ry = oo. (2) Uit
Lemma 9.1 volgt dat de reeksontwikkeling (107) eenduidig bepaald is door de funktie f op
het ringgebied G.

In de praktijk bepaalt men vaak Laurentreeksen met behulp van de eerder voor mach-
treeksen behandelde methoden (zie Paragraaf 8.5). We geven enkele voorbeelden.

Voorbeelden.
(1) De funktie (1 4 z?)~" is analytisch op het ringgebied |z| > 1, en heeft daar dus een
convergente Laurentreeksontwikkeling, die we als volgt kunnen vinden:

1 1 1 1+1+
1422 22 1—}—2% S22 g4 8T

(2) De funktie (142?)~" is ook complex differentieerbaar in het ringgebied 0 < |z —1| < 2.
De Laurentreeks in dat ringgebied vinden we als volgt:

1 o1 1 ]
1422 2le—d 2414
1l 1 1
Y _z—z 9 1—}—
=1 ( )
T2 |z —1 '
Het kan ook anders: we schrijvenz—z:wofwelz:w—}—z, en er komt:
1 B 1
14 22 2iw (1 + %)
- (w)
2w\ 2
&1 N
= 5 n:0(21) (z—0)""".
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9.2 Singuliere punten

Onder een singulier punt van een funktie f : C — C verstaan we een punt a waarin f
niet complex differentieerbaar is. Het punt a heet een geisoleerd singulier punt van f als
f analytisch is in een gereduceerde omgeving van «, dwz. in een gebied van de vorm

U={z€C; 0<|z—a| <€} (112)

met € > 0. In het vervolg veronderstellen we dat f analytisch is in de gereduceerde omgeving
U. Uit Stelling 9.2 met r; = 0 blijkt dat f in U in een Laurentreeks te ontwikkelen is:

o0

f(z)= > an(z—a)". (113)

Er zijn nu twee mogelijkheden:

(1) Er geldt a,, # 0 voor oneindig vele n < 0. In dit geval noemen we a een essentieel
singulier punt van f.

(2) Voor slechts eindig vele n < 0 geldt a, # 0. In dit geval kunnen we de reeks (113)
herschrijven als:

fz)=ap(z—a)F tap(z—a) ™ 4 ... (114)
met k>0, a_p # 0.

Als k = 0 dan is dit een machtreeks, en we zien dat we de funktie f analytisch kunnen
maken in een volle omgeving van o door hem in « te herdefiniéren door f(a) = aq.

sin z

We noemen «a in dit geval dan ook wel een ophefbare singulariteit. Voorbeeld: =% =
1 — g—f + 2—4, ... heeft in 0 een ophefbare singulariteit.

Als £ > 1 dan noemen we het punt a een pool van f. Het positieve gehele getal k
heet de orde van de pool. In dit geval kunnen we de reeks (113) herschrijven als

f2) = (=) itz = (115)

De machtreeks in het rechterlid van (115) convergeert op de gereduceerde omgeving
U en heeft dus een convergentiestraal minstens e. Derhalve is de door die machtreeks
gedefinieerde funktie g analytisch op een volle omgeving van «. We concluderen dat
f(z) = (z — a)7*g(2), met g analytisch in een volle omgeving van a. Merk op dat

g(a) =a_y, #0.

Definitie 9.3 (Residue). Laat o € C een geisoleerde singulariteit van de funktie f :
C — C zijn, en zij (113) de Laurentreeks van f op een gereduceerde omgeving van a. De
coéfficiént van de macht (z —a)~! in de Laurentreeks (113) rond o, dus a_y, heet het residu
van de funktie f in a. We schrijven

Res, (f) :=a_;.
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Opmerking. Is [ analytisch op de gereduceerde omgeving (112) van «a, dan volgt door
toepassing van Stelling 9.2 met vy = 0 dat

Res, (f) = —— /k £(2) d= (116)

- 2me

voor iedere in U gelegen positief georiénteerde cirkel k.

Voorbeelden.

(1)
(2)

De funktie z — 272 heeft residu 0 in 0.

We beschouwen de funktie (1 + 2%)~" rond het punt z = i. Uit de in Paragraaf 9.1,
Voorbeeld (2) gevonden Laurentreeks lezen we af dat

Res( ! ):i
z=1 \[| 4 22 21

Het is echter niet noodzakelijk eerst de gehele Laurentreeks te bepalen. Een snellere

methode is de volgende: de funktie (2 +4)~" is analytisch in een volle omgeving van
z =1 en heeft dus een machtreeksontwikkeling

- = ian(z—i)”. (117)

Hieruit volgt dat

en we zien dat

zodat we slechts ag hoeven te bepalen. Invullen van z =i in (117) levert aq = (2)~".

We beschouwen de funktie f(z) = (1 + z*)~'cos z. Deze funktie is overal analy-
tisch, behalve in de punten ¢ en —i. We beschouwen eerst het geisoleerde singuliere
punt —i. De funktie (z — ¢)7! cos z is analytisch in 2 = —i en heeft dus een mach-
treeksontwikkeling ag + a1(z +7) + ... in een volle omgeving van dit punt; hierin is
ap = —(20)" cos(—1) = ii(e + e7!). Derhalve is

1422 249

COS 2 1 COS 2 )
( ):ao(z—l—z)_l—}—....

z—1
Het punt —: is dus een pool van de orde 1 van f; het residu van f in —i is ii(e—}—e‘l).
Op soortgelijke wijze zien we in dat 7 een eerste orde pool van f is. Het residu is:

Res; (f) = [,ZO—T—Z?;L:Z- = —ii(e +e ).
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(4) We beschouwen de funktie f(z) = [(e” — 1)sin 2]™! rond z = 0. Eerst merken we op
dat

) 1 1
(¢* —1)sinz = 22(1 + 52 +..)(1 = 622 +...)= 229(2)

met

1
g(z):1+§z—}—...

analytisch in een volle omgeving van z = 0. De funktie h(z) = ¢g(2)~" is analytisch in
een omgeving van nul (want ¢(0) # 0) en heeft daar dus een machtreeksontwikkeling
Yol ganz". Nuis

1

h
f(z) = ij) —aoz Pt a2 fag+ ...,

Hierin is ag = h(0) = 1, dus z = 0 is een tweede orde pool van f. Het residu van f
in 0 vinden we door:

Reso (f) = ar = h(0) = — 20 _ 1

(5) De funktie f(z) = e* is analytisch op C\ {0} en heeft daar een Laurentreeksontwik-
keling:

1 1 11

PS4 —(=

‘ + (2) + 2! (z

Het punt z = 0 is derhalve een essentiéle singulariteit en er geldt Resq (f) = 1.

Y

In het bovenstaande zijn we enige malen de situatie tegengekomen die behandeld wordt in
het onderstaande lemma.

Lemma 9.4 Laat f een geisoleerde singulariteit in het punt o hebben terwijl

lim f(z)(z —a)=L#0

zZ—roy

(in het bijzonder veronderstellen we dus dat de limiet bestaat). Dan is o een eerste orde
pool van f, terwijl

Res, (f) = L.

Bewijs: Schrijf g(z) = f(2)(z — a). Wegens Stelling 9.2 met ry = 0 heeft ¢ een Lauren-
treeksontwikkeling (107) in een gereduceerde omgeving van «. Zij n > 1. Dan wordt de
coéfficient a_,, gegeven door

a_, = L/ g(2)(z — o) dz

21 Jk.

met k. de cirkel met middelpunt « en straal ¢ > 0 (voldoende klein). Door schatting onder
het integraalteken (vergelijk Stelling 8.2) vinden we:

1 .
aal < 51k g

k‘e = 6an k‘e'
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Uit lim,, g(2) = L volgt dat de bovenstaande uitdrukking limiet 0 heeft voor ¢ | 0. We
concluderen dat a, = 0 voor alle n < 0, maw. het punt «a is een ophefbare singulariteit van
g. Bovendien is ag = lim._, g(z) = L. Gevolg:

1 1 ,
f(z) = Z—ozg(z)_ o (ao+ar(z—a) +...)
en we concluderen dat « een eerste orde pool van f is, terwijl Res, (f) = ag = L. O
Voorbeeld.
Als toepassing van het bovenstaande lemma behandelen we de funktie f(2) = p(z)™!
met p(z) = (1 + z°). Deze funktie is overal analytisch behalve in de geisoleerde
singulariteiten ag, k= 0,1,...5 waarin
O = €(2k+1)%.

We beschouwen een der singulariteiten a,,. Er geldt

Z—
lim f(z)(z —a,) = lim i
Z—rQm ( )( ) z—ra p(z) — p(am)
1 o
— / -1 _ - __"
Derhalve heeft f in o, een eerste orde pool met residu Res,,, (f) = —éam.

9.3 De residuenstelling

Soms kan men integralen berekenen door gebruik te maken van het in de vorige paragraaf
geintroduceerde residu van een funktie. De volgende stelling is daarbij van cruciaal belang.

Stelling 9.5 (De residuenstelling.)

Zij B een begrensde open verzameling in C met stuksgewijze C' rand OB. Zij f een funktie
gedefinieerd op een open omgeving V van B en veronderstel dat f overal in V analytisch is
met uitzondering van een eindig aantal in B gelegen geisoleerde singulariteiten oy, . .. cv,.
Dan is

/aB F(2) dz = 2703 Resa, (f). (118)

k=1

Bewijs: Door ¢ > 0 voldoende klein te nemen bereiken we dat de afsluiting van iedere

cirkelschijf
Di(e)={2€C; |z—aj] <¢}

geheel in B ligt. 7ij k; de georiénteerde rand van de cirkelschijf D;(¢). We beschouwen de
open en begrensde verzameling ) van punten z € B die buiten de afsluiting van iedere D;(¢)
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Figuur 14:

liggen (zie Figuur 14). De georiénteerde rand van 2 is gelijk aan 0BU (—k)U... U (—ky),
en de funktie f is analytisch op Q. Door integratie over 9{) en toepassing van Stelling 8.5

vinden we .
/ £(z) dz = Z/ (2) dz. (119)
B il
Hieruit volgt tenslotte (118) door toepassing van (116). O

In het vervolg behandelen we enige toepassingen van de bovenstaande residuenstelling.

Voorbeelden.

(1) Allereerst beschouwen we de integraal

[_/27r dS‘Q .
—Jo a—}—sincp’

hierbij is @ een reéel getal, a > 1, zodat de integrand continu is. Schrijven we z = €'%,

dan is .
dp ( 21 ) dz 2dz
a—}—sincp_ Qia+z—z"1) 4z 24 %%az—1"
Laat k de positief georienteerde eenheidscirkel met middelpunt 0 zijn, dan geldt dus
dat
B 2dz
224 2iaz — 17

De noemer in de bovenstaande integrand heeft wortels ay = —i(a — va? —1) en
ay = —i(a + Va?> —1). Hiervan ligt oy binnen en a3 buiten k. Met behulp van
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Figuur 15:

Stelling 9.5 concluderen we dat

2 2
I = 2m R o\ =2m R oy
e 1(22+21az—1) e ([z—al][z—ag])
4me 2m
_ . (120)
ay — a?—1

Als tweede toepassing berekenen we de integraal

_/ 1+x6_ /001+x6

7ij R > 1 en zij B(R) de begrensde open halve cirkelschijf bestaande uit de punten
z€ Cmet Imz > 0en |z| < R. De nulpunten van p(z) = 2%+ 1 zijn

2k + 1)m
ak:exp((—gi)m), k=0,...5.

Hiervan zijn ay voor k = 0, 1,2 binnen B(R) gelegen, en voor k = 3,4, 5 buiten B(R)
gelegen (zie Figuur 15). Derhalve is

dz 1 1 1
= 27 | Resa, (=) 4+ Res,, (=) + Resa, (=
/SB(R) 1426 m( es‘)(p)Jr ~ (p)Jr ~ (p))
2
_ QWZ-(_@_ﬂ_%):_” (121)
6 6 6 3

(vergelijk het voorbeeld onder Lemma 9.4). In het bijzonder zien we dat de inte-
graal in (121) onafhankelijk is van R > 1. Hiervan maken we als volgt gebruik. De
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georiénteerde rand dB(R) is te schrijven als J(R) U k(R), met J(R) = [-R, R] en
k(R) de positief georiénteerde halve cirkel |z] = R, Im z > 0. De integraal in (121) is
derhalve te splitsen in een som van integralen over k(R) en [—R, R]. De twee nieuwe

integralen zijn wel afhankelijk van R. We onderzoeken wat er gebeurt als R — oc.
Voor z € k(R) geldt |1 + 2% > |25 — 1 = R® — 1. Hieruit volgt dat

dz (k) TR
< = 122
/k(R) 26—}—1‘_R6—1 R 1 (122)

en we concluderen dat de integraal in (122) limiet 0 heeft voor R — oo. Door in
(121) de limiet te nemen voor R — oo zien we tenslotte dat

s . dz . R dz
— = |im / + lim /
3 RoooJp(ry 1 + 26 RoooJ_p 1+ 26
Y s
N — 00 1 + ZEG’
dus I = im.
Als derde toepassing berekenen we de integraal
o eia;
= dz. 123
— 00 1 + 172 o ( )

Laat voor R > 1 het gebied B(R) weer gedefinieerd zijn als in de vorige toepassing.
De funktie f(z) = (1 4+ 2%)7'¢" is overal analytisch, behalve in de punten —i en 1.
Hiervan ligt alleen ¢ binnen B(R). Het residu van f in i is

eiz 1 .
Res; (f) = [z n Z,L:i = —gte .

Hieruit volgt dat

e’ T
dz = 271 Res; = —. 124
/SB(R) 14 22 - mi Resi (f) e (124)
De integraal in (124) is wederom te splitsen in een integraal over het interval J(R)
en een integraal over de halve cirkelboog k(R). Als z € k(R) dan geldt
eReiz e—Imz 1

= < < .
1422 = 22| -1~ R?—1

|7(2)]

Hieruit volgt dat
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dus

™ : : R
- = Rh_{%o . f(2) dz—}—Rh_r};O/_Rf(z) dz
R
= Rh_r}r(}o _Rf(z) dz = 1.
Door substitutie van y = —z in de integraal (123) zien we dat tevens geldt:
[e's) e—iy T
dy = — 125
/—oo 1+ y? Y e (125)

Tenslotte vinden we door sommatie van (123) en (125) dat

/ COS T dxzﬁ.
—eo | + 222 e

Als laatste toepassing behandelen we de integraal

= /OO 0T e (126)

0o x
Dat deze oneigenlijke integraal convergeert zagen we reeds in het laatste voorbeeld
in Hoofdstuk 3. De integraal is gecompliceerder dan de voorgaande: splitsen we de
sinus in een som van e—machten dan ontstaan er twee divergente integralen. We
gaan daarom als volgt te werk. Allereerst merken we op dat

A lim — (I,(R, ) + (R, ¢)), (127)
0 x R:jé’o 21
waarin , .

J(R)—/_Efd J(R)—/Rfd

WRO= S

Hierdoor gemotiveerd beschouwen we voor 0 < € < R het gebied Sg. bestaande
uit de punten z € C met ¢ < |z| < R en Imz > 0 (zie Figuur 16). De funktie
f(2) = z7'€”# is analytisch op een open omgeving van de afsluiting van Sg,. dus er
volgt:

dz = 0. 128
[, fe) e (128)
De georiénteerde rand van Sk, is gelijk aan

0Sp.=[—R,—€]U[e, R]U —ki(e) U ka(R),

waarin ki(¢) en ko R) twee positief georiénteerde halve cirkelbogen met stralen e resp.
R zijn (zie Figuur 16). Er volgt:

L(R, ) + Io(R, ¢) :/

CES / £(2) d= (129)

ko (R)
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Figuur 16:

Voor ¢ € [0, 37] geldt dat sing > 2 (teken de grafieken om dit in te zien). Maken
we gebruik van de parametrisering ¢ -+ Re™ voor ky(R) dan vinden we dat

/k? f(z)dz| < /07r |exp(iRe™)| dip

_ / o—Rsing d(P:Q/?e_Rsinnp dop
0

0
3 2Ry T _n
< 2ffew(-ZF) de= (1= )

waaruit blijkt dat de laatste integraal in (129) limiet nul heeft voor R — oo. Door
gebruik te maken van (127) en (129) concluderen we tenslotte dat

1
I = —1lim f(z) dz
21 el0 Sk (e)
mits de laatste limiet bestaat. Dit laatste is een gevolg van een lemma dat we
hieronder zullen formuleren. De conclusie zal uiteindelijk zijn dat

[:%Reso(f):g.

Lemma 9.6 Laat f in a een enkelvoudige pool hebben. Zij ¢ > 0 en k(e¢,§) een positief

georiénteerde cirkelboog met middelpunt o, straal § en grootte ¢ (radialen); zie Figuur 17.

Dan is

lgi%l ) f(2) dz = ci Res, (f).

Bewijs: Uit de Laurentreeksontwikkeling van f in een gereduceerde omgeving van « leiden

we af dat

a_q

f(z) = + 9(2)

Z—
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Figuur 17:

met g analytisch in een volle omgeving van a. Parametriseren we k(c,d) door z = o + §e'¢

dan zien we dat
a_1 .
/ dz = cia_q.
k(ce) 2 — Q&

Anderzijds geldt:

| al)dz| < sup o) =0
k(c,8) |z—a|=6

als & | 0. O
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10 Meerwaardigheid van analytische funkties

De logarithme. In Paragraaf 1.5 definieerden we de logarithmische funktie op het gebied
W dat ontstaat door uit het complexe vlak de coupure . =]—o00, 0] weg te laten: W = C\ L.
Op W wordt de logarithmische funktie log gegeven door de formule

logz =log |z| +iargz, —7m <argz <.

Op de positieve reéle as |0, oo[ is deze funktie precies de reéle logarithmische funktie. De
funktie log is complex differentieerbaar op W: zij is dus de (uniek bepaalde) analytische
voortzetting van de reéle logarithmische funktie tot W.

De bovenstaande definitie van logarithmische funktie werd mogelijk door het complex
vlak te couperen langs I =] — oo, 0]. Door de coupure anders te kiezen kunnen we ook over
een logarithmische funktie langs de negatieve reéle as beschikken.

Kies ¢ €] —m,m[en zij L, de halfrechte bestaande uit de punten met argument 7+ ¢ :

Ly={—pe"; p>0}.

Definieer voorts

Wy =C\ Ly.
Op Wy definiéren we de funktie log,, door
log,, z = log |2| 4 i arg,, 2, (130)
waarbij arg,, de waarde van het argument is die tot het interval | — 7 + ¢, 7 + 1[ behoort.

Ook de funktie log,, kan opgevat worden als inverse van de exponentiéle funktie. Hiertoe
merken we op dat de exponentiéle funktie exp : z +— e injectief is op de open verzameling

Vep={2€C;, —rm+¢<Imz<nm+4}. (131)

Het beeld van V, onder exp is precies W, en log,, is de inverse van de bijectieve afbeelding
exp |y, : Vi — Wy. Vergelijk dit met de definitie van log in Paragraaf 1.5. Door gebruik
te maken van Stelling 1.11 concluderen we weer dat log,, complex differentieerbaar op W,
is met als complexe afgeleide:

%lo&b z = é (132)
Op de positieve reéle halfrechte komt log,, weer overeen met de reéle logarithmische funktie.
Derhalve is log,, de analytische voortzetting van de reéle logarithme tot het gebied W,.
De vroeger gedefinieerde logarithmische funktie kunnen we als speciaal geval opvatten
van de hierboven gedefinieerde: log = log,. In deze algemenere context heet log, wel de
hoofdwaarde van de logarithme. In het vervolg van dit hoofdstuk zullen we vaak de notatie
log, voor de hoofdwaarde gebruiken. In de praktijk gebruikt men dezelfde notatie log voor
verschillende keuzes log,,; daarbij dient steeds uitdrukkelijk vermeld te worden welke keuze

men gemaakt heeft.
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Figuur 18:

In het vervolg vergelijken we de funktie log, met log, in het geval dat ) # 0. Gemaks-

halve veronderstellen we dat 1) = —Z, en we schrijven Ly = L,, Wi =Wy en log, = log,, .
Voor z € Wy geldt dus

. 3 1
log, z = log |z| + i arg, z (—§7r <arg,z < §7r)
Het gemeenschappelijke domein Wy N Wy van log, en log, valt uiteen in twee gebieden
(samenhangende open verzamelingen, vgl. Def. 8.12); het gebied dat de positieve reéle
halfrechte bevat noemen we S, het andere T' (zie Figuur 18).
Omdat log, en log, beide analytische voortzettingen van dezelfde reéle logarithme zijn

tot het gebied S, geldt dat
logyz =log,z als ze€&S (133)

(gebruik Stelling 8.13). We kunnen dit ook inzien door op te merken dat arg, = arg, op S
en formule (130) te gebruiken voor ) = 0 resp. ¢ = 7.
Op het gebied T geldt dat arg, = arg, —27. Hieruit volgt dat

log, z =logyz —2mi (2 €T). (134)

We zien dat log, en log, verschillen op het gebied T\, terwijl beide funkties verkregen zijn
door analytische voortzetting van dezelfde op de positieve reéle halfrechte gedefinieerde
reéle logarithme. Dit verschijnsel heet meerwaardigheid. De funkties log, en log, heten ook
wel takken van de logarithmische funktie op 7. Als men (in eerste instantie) in het midden
wil laten over welke tak men het heeft, dan spreekt men ook wel over de meerwaardige
analytische funktie log .

In het algemeen zullen we ook in de volgende situatie spreken van een tak van de
logarithmische funktie. Zij © een gebied in C\ {0}. Een complex differentieerbare funktie

f 8 — C die voldoet aan
) = o

zullen we een tak van de logarithmische funktie op 2 noemen. De logarithmische funktie

hoeft geen tak op Q te hebben: dit blijkt uit het voorbeeld 2 = C\ {0}. Als er echter
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een tak is, zeg f, dan is ook f 4 2Nmi een tak, voor iedere N € Z. Bewering: dit zijn ze
allemaal.

Bewijs: Stel g is ook een tak. Dan voldoet de complex differentieerbare funktie v = f —g¢g
aan ¢"?) = 1 voor alle z € Q. Hieruit volgt dat (27i)~'v(2) € Z voor alle z € Q. Uit de
samenhang (Def. 8.12) van Q en de continuiteit van v volgt nu dat v constant moet zijn.
Derhalve bestaat er een N € Z 7o dat v(z) = 2Ni. O

Buiten de oorsprong kunnen we overal lokaal takken van de logarithmische funktie
definiéren door geschikte coupures te kiezen. In de oorsprong kan dit niet, omdat 0 niet
bevat is in het beeld van de exponentiéle afbeelding. In 0 kan dus geen lokaal gedefinieerde
inverse van exp bestaan. Het punt 0 heet ook wel: vertakkingspunt van de meerwaardige
logarithmische funktie. Deze terminologie vindt zijn oorsprong in het volgende.

Vertakking van de logarithme. We beschouwen nogmaals de coupures Lg en Ly uit het
voorgaande (zie Figuur 18). Door voortzetting van de reéle logarithme tot Wy verkrijgen
we de tak log, van log . De beperking van log, tot het deel T" van W; noemen we log, . Uit
(134) volgt nu dat

logy 2z = log, z 4+ 2mi als z € Q.

De analytische voortzetting van logy tot Wy is derhalve precies log, +2mi. Langs de po-
sitieve re€le as is de laatste funktie gelijk aan log, 4+27i. Samenvattend zien we dat door
herhaald analytisch voortzetten van de reéle logarithme in positieve richting rond de oor-
sprong een andere tak van de logarithme verkregen kan worden, namelijk log, +2mi. De
logarithme vertakt zich als het ware rond de oorsprong. We lichten dit nog eens toe vanuit
een ander gezichtspunt. Beschouw het pad (vgl. Paragraaf 8.1)

c(t)y=¢" 0<t <2

Beschouw nu de door log, lokaal rond ¢(0) = 1 gedefinieerde tak van log. Volgen we de
logarithmische funktie langs het pad ¢ zonder daarbij onderweg van tak te wisselen, dan
eindigen we in ¢(27) = 1 met de tak log, +27i. We spreken wel van analytische voortzet-
ting van log, langs het pad ¢. Door k (k > 1) keer toepassen van de hierboven beschreven
voortzettingsprocedure verkrijgen we de tak log, +2kmi. Passen we een soortgelijke proce-
dure toe, maar dan in negatieve richting rond de oorsprong, dan verkrijgen we de takken
logg —2kmi (k > 1). We concluderen dat alle takken van de logarithmische funktie ver-
kregen kunnen worden door analytische voortzetting van de reéle logarithmische funktie.

Machtsfunkties. 7ij o € C; we beschouwen nog eens de funktie
2% — ealogz (135)

(vgl. Paragraaf 1.5), maar nu als meerwaardige funktie met vertakkingspunt 0. De takken
van deze funktie op een gebied @ C C\ {0} verkrijgt men door in formule (135) de
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verschillende takken van de logarithme te substitueren. Is er een tak f : Q — C gegeven,
dan worden alle takken ¢ beschreven door:

g(z) = 7N f(z), (136)

met N € Z. Verschillende takken verschillen dus een constante factor. Voorts volgt uit het
voor de logarithme behandelde dat alle takken uiteindelijk verkregen kunnen worden door
analytische voortzetting van de reéle machtsfunktie z — 2%, ]0, oo[— R.

Uit het bovenstaande blijkt dat de machtsfunktie z — z® in het algemeen lokaal onein-
dig vele takken bezit. Alleen voor rationale waarden van « is dit niet het geval. In dat
geval kunnen we schrijven o = f]—), met p en ¢ geheel en onderling ondeelbaar en g > 1.
Men verkrijgt dan alle takken precies éénmaal door in formule (136) achtereenvolgens
N =0,1,...,9g — 1 te nemen. Een bijzonder geval is nu p = 1, dus a = % In dit geval
schrijven we ook

N z%.
Ga na dat het volgende geldt: de takken van de meerwaardige funktie z — ¥z op een
gebied  zijn precies de complex differentieerbare funkties f : @ — C die voldoen aan de
vergelijking

fe) ==

Voorbeelden.

(1) 7ij wederom Lg de negatieve reéle halfrechte | — 00, 0], en zij go de tak van de funktie
(135) op C \ Lo die ontstaat door de hoofdwaarde log, van de logarithme te nemen.
We noemen ¢y de hoofdwaarde van de machtsfunktie z — 2.

Als |z] < T danis 1 + z € C\ Lo, dus de funktie f(z) = go(1 + z) is analytisch voor
|z| < 1, en derhalve binnen de eenheidscirkel ontwikkelbaar in een machtreeks van

de vorm Y a,2" met coéfficienten a, = (n!)_lf(”)(O) = (Z) waarin

(z) _ (oz)(oz—l)...(oz—n—}—l). (137)

n!
We concluderen dat voor |z| < 1 geldt:
= [«
(1422 =Y ( ) o (138)
n=0 n
waarin de hoofdwaarde van de machtsfunktie genomen is.

(2) We beschouwen de meerwaardige analytische funktie

V(z=B)(= =), (139)
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Figuur 19:

met  en vy twee verschillende punten in het complexe vlak. Door de bovenstaande
uitdrukking te herschrijven als produkt

Ve BVE—7y (140)

zien we dat de funktie meerwaardig analytisch is met vertakkingspunten 3 en +.
Verder zijn er lokaal rond een punt verschillend van 3, steeds twee takken van (139)
te vinden: de een is —1 keer de ander. Zij nu L de halfrechte met beginpunt 3 en door
v (zie Figuur 19). Dan kunnen we L als coupure voor zowel de eerste als de tweede
wortel in het produkt (140) gebruiken. Derhalve heeft (139) twee analytische takken
in het gecoupeerde complexe vlak C\ L. Noem een der takken f(z), dan is de andere
tak —f(z). We zullen nu laten zien dat deze takken voortgezet kunnen worden tot
de verzameling €} die ontstaat door C te couperen langs een deel Ly van I, namelijk
het gesloten lijnstuk dat 3 en ~ verbindt. 7ij Ly het resterende deel van L, dus
Ly = L\ L. We schrijven f(z) = ¢(2)¢(z), met ¢(2) resp. ¢(z) een tak van \/z — 3
resp. /z — 7. Beide takken zijn gedefinieerd op C \ L. We beschouwen de takken
aan één kant van L,. Zetten we ¢ analytisch voort over Lo, dan krijgen we we de tak
—p aan de andere kant van L,. Doen we hetzelfde met ¢, dan krijgen we de tak —.
Zetten we dus de tak f(z) voort over Ly, dan verkrijgen we (—p(2))(—¢(2)) = f(z).
Met andere woorden: f is analytisch voortzethaar over Lo, dus tot C\ L;.

We beschouwen nogmaals het bovenstaande voorbeeld, maar nu met 3 =1,y = —1.
Uit het bovenstaande blijkt dat de meerwaardige analytische funktie

22—1=4/(z=1)(z+1) (141)

twee takken toelaat op Q = C\ [—1,1]. Is f zo'n tak, dan geldt f(2)* = z* — 1 op
Q. Hieruit blijkt dat f(—v/2) = £1. We leggen nu een tak f vast door te eisen dat
f(=v2) = 1. De funktie f is analytisch op Q. Gevraagd wordt f(i) te berekenen. In
ieder geval geldt f(i)? = —2, dus f(i) = 4i\/2 : het probleem is het teken te bepalen.

Dit kan bijvoorbeeld als volgt. Eerst specificeren we nauwkeurig takken ¢ resp. ¢
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van \/z — 1 resp. vz + 1 op een gebied V C Q, dat zowel —/2 als i bevat. Zij M de
halfrechte | — 1,00], en zij V.= C\ M. Als z € V, dan geldt 1 — 2z € C\ ]—00,0]. We

definiéren nu
o(z)=1iV1 —z

waarbij we de hoofdwaarde van de wortel nemen. Als z € C\ M, dan geldt ook
—1—2 € C\]—00,0]. We definiéren
P(z)=1iv—1—2

waarbij we wederom de hoofdwaarde van de wortel nemen. Beschouw nu de tak

g =@t van (141) op C\ M. Dan is

0(—V2) = G(—VD(—V3) = 21+ V2 V-1 +2

waarbij steeds de positieve reéle wortels genomen worden. Dus g(—v2) = —1 =
—f(=v/2). De enige takken van (141) zijn f en —f, dus er moet gelden dat g = —f
op V. We kunnen nu f(7) als volgt berekenen (de gebruikte wortels zijn steeds de
hoofdwaarden):

fli) = —gli) = VIZivET=7
= \/\/ie_%”\/\/ie_%7r

= \/5\/ e_%w\/e_%7r
= \/ie_éwe_%w
= \/56_%’” = —Z\/i

Als laatste voorbeeld van het rekenen met meerwaardige funkties berekenen we de

integraal
e a—1
I :/ i dz
o 1+2a

met a reéel, 0 < a < 1. In de integraal is de reéle (a — 1)—ste macht van @ genomen.
De integraal I is de limiet van

Rxa—l
I(e, R) ::/E T2 dzx

als e | 0, R — oo.

7ij 0 < € < 1 < R; we beschouwen het gebied G5 = G3 (¢, R) bestaande uit de punten
z € Cmet e < |z] < Ren Rez > 0, Imz < 0, en het gebied (¢; bestaande uit
de punten z € C met ¢ < |z| < R en z € (i, zie Figuur 20. We kiezen nu takken
fi en fy van de meerwaardige funktie z~1, gedefinieerd op (7, respectievelijk (5.
7ij Ly de halfrechte ¢ = —iw vanuit 0, en zij Ly de halfrechte —L; vanuit 0. Op
het gecoupeerde vlak C\ L;, dat G; bevat, definiéren we f; als de voortzetting van
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Figuur 20:

de reéle machtsfunktie. Zij nu fo de beperking van f; tot de negatieve imaginaire
as {ti; t < 0}. Dan definiéren we f, als de analytische voortzetting van fy tot het
gecoupeerde vlak C\ L,. Merk op dat voor z € R, x > 0 geldt:

filz) = 271, (142)
fQ(ZE) — e?(a—l)wixa—l. (143)

Definiéren we ¢;(2) = f;(2)/(142), j = 1,2 dan heeft de funktie g, in G5 geen polen;
g1 heeft in Gy de enkelvoudige pool —1 met residu fi(—1) = e®=D7 Met behulp van
de residuenstelling vinden we daarom:

/aG Gg1(2) dz + /aa g2(2) dz = 2miel*= D, (144)

We splitsen de georiénteerde rand 0Gy in vier stukken: het stuk ky(R) langs |z| = R,
het stuk ¢;(€) langs |z| = ¢, het stuk o langs de positieve reéle as, en het stuk 7 langs
de negatieve imaginaire as. De georiénteerde rand 0G5 splitsen we in de stukken
k2(R) (langs |z| = R), ca(€) (langs |z] = €), en —o, —7. Uit de definities van fi en f5
volgt dat g; = g langs 7. Dus

/Tgl(z) dz + . g92(2) dz = 0.

Uit de formules (142) en (143) volgt dat

/Ugl(z) dz = (¢, R),
/_092(2’) dz = —eQ(G_l)Wi](e, R).
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Verder is voor |z] = ¢:

Za—l 6a—l
l—z| " 1—=¢
dus:
2me?
do+ [ dz| <
/cl(e)gl(Z) ot 02(5)92(2) 1T
Op analoge wijze ziet men in dat
2m R*
d dz| < .
J @Gt [ (o) de| < 5

Door in (144) de limiet voor € | 0 en R — oo te nemen krijgen we in het licht van
het bovenstaande tenslotte dat

[1 . e?(a—l)wi][ — 27T_Z'e(a—1)7ri

9

dus

e a—1
I :/ S (145)
0

14+ sin am

111



11 De gamma-funktie

11.1 Analytische voortzetting

Voor z € C met Rez > 0 definiéren we de gamma-funktie door
I(z) = / Tt d, (146)
0

In het tweede van de laatste serie voorbeelden in Hoofdstuk 3 zagen we dat de bovenstaande
integraal absoluut convergeert. Door partieel te integreren leiden we uit (146) af dat

['(z+41) =z2I(2), (147)
als Rez > 0. Merk op dat I'(1) = 1; er volgt dat
I'(n+1)=n! (n=1,2,3,...). (148)

Hieronder zullen we op twee manieren laten zien dat de gamma-funktie analytisch voortzet-
baar is. In deze paragraaf behandelen we de grote lijn. Voor details verwijzen we naar de
volgende paragraaf.

De integrand van (146) is complex differentieerbaar als funktie van z, en voldoet dus aan
de Cauchy-Riemann vergelijkingen (1.9). Men kan nu laten zien dat partiéle differentiatie
naar = en y onder het integraalteken van de oneigelijke integraal (146) geoorloofd is (zie
volgende paragraaf). Hieruit volgt dat de gamma-funktie voldoet aan de Cauchy-Riemann
vergelijkingen en dus analytisch is op Rez > 0.

Door n keer (n > 1) toepassen van (147) vinden we dat

I'(z+n)

M) = o e rn T

(149)

voor Rez > 0. Het rechterlid van de bovenstaande formule is echter gedefinieerd voor
Rez > —n, 2#0,1,2,.... We gebruiken deze observatie om I' analytisch voort te zetten
tot het complexe vlak: als z € C, 2 # 0,—1,—2,... dan kiezen we n € N zo dat z > —n
en we definiéren T'(z) met behulp van formule (149). Deze definitie is goed in de zin dat
zij onafhankelijk is van de keuze van n : dit blijkt door toepassing van (147). Zij m € N;
dan blijkt door (149) te gebruiken voor n = k + 1, dat

. _ r() _ (=
Sm TEEHR = oy ey =

Met behulp van Lemma 9.4 concluderen we nu dat I' in —k een enkelvoudige pool met

residu (—1) (k!)~! heeft. We hebben aangetoond:

Stelling 11.1 De gamma-funktie is analytisch voortzetbaar tot C\ {0, —1,—2....}. In het
punt z = —k (k € N) heeft I' een enkelvoudige pool met residu (—1)*k!.
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Hieronder leiden we de analytische voortzetbaarheid van de gamma-funktie nog eens
op een totaal andere manier af. Daarbij zullen we een fraaie produkt formule voor T'(z)
vinden.

Voor n € N beschouwen we de funktie

I(z) = /n ! (1 - 3) dt. (150)
0 n
Merk op dat met behulp van de machtreeksontwikkeling (81) volgt dat lim,, .. nlog(1 —
n~') = —t, dus lim, oo (1 —n~')" = 7', puntsgewijs met betrekking tot ¢. In de volgende
paragraaf zullen we laten zien dat men in (150) overal de limiet voor n — oo kan nemen.
Dit leidt tot

lim I,(z) = T'(z); (151)

n—r00
men kan zelfs aantonen dat de convergentie uniform is op iedere verzameling van de vorm
1 < Rez < R, met R > 1. Door k keer partieel integreren in (150) zien we dat

no = e (=) e

Voor k = n kunnen we de integraal berekenen en vinden we

n*n!

In(z) = 2z+1)...(2+n)

We concluderen

Stelling 11.2 Zij R > 1. Dan is

n*n!

I'(z) = lim , 152
(2) neo z(z 4+ 1)(z+42)...(2+n) (152)
uniform op het gebied 1 < Rez < R.

Uit het bovenstaande resultaat volgt met Stelling 11.3 dat de gamma-funktie analy-
tisch is op het gebied Rez > 0. We gaan nu onderzoeken of de limiet (152) analytisch
voortzetbaar is. Daartoe herschrijven we het quotiént in het rechterlid van (152) als

1 1 1 - !
Lo 135} 1[0 0 )]
Door de limiet voor n — oo te nemen, vinden we, voor Rez > 1, dat
e V*

I(z) = — lim exp (i gk(Z)) :

z k=1

waarin

g(z) = %—log (1—}—%).

113



7ij p > 0, en zij GG de cirkelschijf |z| < p waaruit (zonodig) weggesneden zijn cirkelschijfjes
|z — k| <e(e>0; k=—1,-2,...). Uit (81) volgt

w—log(14+w) =0 (wQ) (w —0),

dus er bestaat een constante M > 0 zo dat voor alle z € & geldt

M
()] <
(voor elk positief geheel getal k). Met behulp van Stelling 4.10 concluderen we nu dat de
reeks > g uniform convergeert op (G en daar een analytische funktie definieert (wegens
Stelling 11.3). We concluderen dat door

I'(z) = e:Z ]jj (1 + %)_1 exp (%) (153)

de analytische voortzetting van I' tot het complexe vlak met uitzondering van de punten
z=0,—1,-2,... gegeven wordt; bovendien zien we weer dat I" in de genoemde punten
enkelvoudige polen heeft.

11.2 Technische details

Allereerst behandelen we een nuttige stelling over de uniforme limiet van een rij analytische
funkties.

Stelling 11.3 7ij F), een rij analytische funkties gedefinieerd op een open deelverzameling
V van C. Als de rij F,, op V uniform convergeert, dan is de limietfunktie F' analytisch op
V. Bovendien geldt voor iedere p € N dat

FO(2) = lim FP(z) (2 e V). (154)

n—oo

Bewijs: 7Zij a € V willekeurig en kies een open cirkelschijf D met middelpunt o waarvan
de afsluiting D nog in V ligt. Wegens de integraalformule van Cauchy (vgl. Stelling 8.6)
is, voor alle w € D :

1 Fo(w)
Fuls) =5 | dw, 155
(2) 2mi Job w — % v (155)
Uit de uniforme convergentie van de rij F,, volgt wegens Stelling 8.3 dat
1 F(w)
Ple)= 5| duw. 1
(2) 2mi Jap w — 2 v (156)
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De funktie F'is continu; als in het bewijs van Stelling 8.7 volgt dat de integraal (156) in
een machtreeks rond o te ontwikkelen is: F' is derhalve analytisch. Bovendien geldt op
grond van de uniforme convergentie dat

FPl(a) = p_'/a ﬂdw

2mi Jap (w — a)Pt!
|
_ i P / _Fa(w)
n—=o0 211 Jop (w — a)PH!

= lim FP(a).

n—oo

a

We passen het bovenstaande toe op de gamma-funktie. Definieer de funktie F, op
Rez > 0 door

P () = /On 1t dt. (157)

Fixeer R > 2, en definieer V(R) als de verzameling van punten z € C met 2 < Rez < R.
Dan is voor z € V(R) :
/ e dt‘

< / th=1e=t dy.

T(z) = Fu(2)] =

De laatste integraal is onafhankelijk van z € V(R) en heeft limiet 0 als n — oo. We
concluderen dat de rij funkties F, op V(R) uniform naar I' convergeert als n — oo.

De integrand in (157) is een continu differentieerbare funktie in de variabelen (z,t) =
(z,y,t) € V(R) %[0, 00[. De funktie F), is dus continu differentieerbaar in (z,y) en differen-
tiatie onder het integraalteken is geoorloofd volgens een stelling uit Infinitesimaalrekening
B. In het bijzonder is

omdat de integrand complex differentieerbaar in 2z is en dus aan de Cauchy-Riemann ver-
gelijkingen (4) voldoet. De funktie F,, voldoet derhalve ook aan de Cauchy-Riemann
vergelijkingen en is dus complex differentieerbaar (vgl. Stelling 1.9). Bovendien geldt voor
elke p € N dat £ F,(z) = 25 F,(z) (zie het begin van Paragraaf 1.3); door differentiatie
onder het integraalteken en opmerkend dat wegens de analyticiteit van de integrand de
differentiaties naar = weer vervangen kunnen door differentiaties naar z concluderen we
dat e .

T Fulz) = /0 (log £)"1*~1 e~ dt. (158)
Met behulp van de bovenstaande stelling concluderen we tenslotte dat de gamma-funktie
complex differentieerbaar is op iedere verzameling V(R), en dus op Rez > 2. Bovendien

115



volgt door in (158) de limiet te nemen, dat

dpF o pyz—1 -1
@(z):/o (log1)? 1L e~ di. (159)

Het linkerlid van (147) is op grond van het bovenstaande analytisch op Rez > 1; hieruit
leiden we af dat T" analytisch is op Re z > 1, met afgeleiden gegeven door (159). Herhaling
van dit argument leert ons dat hetzelfde geldt op het gebied Rez > 0.

Om de limietovergang (151) te verantwoorden hebben we in de integrand van [,(z)
uniformiteit in ¢ nodig.

Lemma 11.4 Voor allen € N, t € [0,n] geldt

\" 1?
g (1_—) _1‘ < (160)

n n

Bewijs: De funktie ¢ : R — R,z +— ¢” — 2 — 1 voldoet aan ¢'(2) < 0 voor < 0 en
g (x) > 0 voor x > 0. Uit g(0) = 0 volgt daarom dat g(z) > 0 voor alle € R, maw.
e” > x4+ 1 voor alle reéle x (maak een plaatje). Passen we dit toe op achtereenvolgens
r=—t/nen x =1t/n dan krijgen we

t t
(=D r<e <4y
n n

We veronderstellen nu dat 0 < ¢ < n. Door in de bovenstaande uitdrukking alle leden met
(1 —t/n)" te vermenigvuldigen vinden we dat

P<ei—ty <Ly (161)
el —— - )"

- n’ - n?

Voor alle reéle © met @ > —1 geldt (1 + 2)” > 1 4+ na (toon dit zelf aan door volledige
inductie naar n te gebruiken). Passen we deze ongelijkheid met = —t*/n? toe op (161)
dan vinden we (160). O

Uit het bovenstaande lemma leiden we af dat voor alle z € V(R) geldt dat

t 1
(1 — =) —1| dt < —T(R+2).
n

n

1.(2) — Fu(2)] < /0 pR=1 gt

Derhalve geldt dat ||T,, — F|lvry < n7'T(R+2) — 0 als n — oo.
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11.3 De beta-funktie

Door substitutie van ¢* voor ¢ in (146) zien we dat
I(z) = 2/ 121 gt (Rez > 0).
0

Voor z = 1 geeft dit een uit het college Infinitesimaalrekening B bekende integraal, en we
zien dat

r(ly=r (162)
Voor Rez > 0, Rew > 0 geldt dat

I'(z)l'(w) = 4/ / g2wl g=s® y2z=l =2 oy
o Jo

Door substitutie van poolcodrdinaten: s = pcose en t = psing (zodat dsdt = pdpdy),
volgt hieruit dat

(o] l’/'r
I'(z)l'(w) = 4/0 ptR=te=r* g /02 cos® 1 sin® ! dyp
l’/'r
= 2I'(z + w) /2 cos? ! sin® ! dop.
0

We definiéren nu de beta-funktie door

P(2)l(w)
B = - 163
(o) = e, (163)
voor alle z en w waarvoor het rechterlid bestaat. Er volgt dat
B(z,w) = 2/57r cos* T sin®™pdp  (Rez>0,Rew > 0). (164)
0

Merk op dat B(z,w) = B(w,z). Door eenvoudige substituties verkrijgen we uit (164)
andere integraalvoorstellingen voor de beta-funktie. Zo levert de substitutie sin®p =1 :

1
B(z,w) = / (1— 1)~ 'di  (Rez>0, Rew > 0).

0

Gebruik van de relatie sin2¢p = sin2(3m — ¢) en substitutie sin® 2 = ¢ in (164) leert
ons dat

1. X
Blz,2) =4 [ (sing cos ) dip = 217 [ 411 — )7
0 0

ofwel

B(z,2)=2""* B(z, ).

Gebruiken we (163) dan leiden we hieruit weer de verdubbelingsformule voor de I'—funktie

af:
N(2z) = 2% '~ 3T(2)0(z + 1) (165)
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welke zeker geldig is voor Re z > 0. Aangezien alle hierin voorkomende funkties analytisch
zijn, geldt de formule (165) voor alle z waarvoor beide leden gedefinieerd zijn (gebruik
analytische voortzetting: Stelling 8.13). Als toepassing van (165) noemen we de formule

Pt 1y = TV _ (20— D1V

[(n)22=1  (n —1)!22n-1

voor ieder natuurlijk getal n.

Uit (163) en (164) volgt, voor 0 < Rez < 1, dat

o=

T
1-2 .2z
cos’ T sinTTT p dy;

F(z)T(1 = 2) = B(z,1 - z) = 2/0

substitutie tan? ¢ = ¢ en gebruik van (145) leveren

e -2)= [ P T

: o o 1+1  sinmz

ofwel -
L(T(1 — 2) = ) 1
(01— 2) = = (166)

Met behulp van analytische voortzetting volgt weer dat de bovenstaande betrekking geldig
is voor alle niet-gehele z. Uit (166) volgt, met (147) en (153), dat

™ z

= (=2)[(2)[(=2) = é ﬁ (1 + %)_1 (1 B E)_l

k=1

sin Tz

dus

: = 2’

sinfz = 7rzk1_[1 (1 — P) . (167)
De laatste formule is ook waar voor gehele z en dus voor alle z € C; voor reéle waarden
van z komt de formule overeen met de eerder verkregen betrekking (53). Door in (167) de
waarde z = % te substitueren, vinden we het produkt van Wallis

Tenslotte geven we nog enkele voorbeelden van integralen die men met behulp van de
in dit hoofdstuk behandelde formules kan berekenen.

Voorbeelden.
(1) Uit (164) en (163) volgt, voor natuurlijke getallen p en ¢:

()
or (22 +1)

1
/2 cos? wsin? v dp =
0
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70 18 /%w . 6 s F(%)F(%) B 3
o N EIREEETT0r6) C h12
waarbij gebruik is gemaakt van (147), (148) en (162).

(2) Met behulp van de substitutie 1 — 2* = y berekenen we

1 1 1
/)(1-$2Y1dx = [ y(—-yldy
0 2 Jo
1 1 T(n+ 1)T(3)
= -B 1,-)= ——— 2227
yBn+15) 2T(n + 1)
_ (n|)222n
o 2n 4 1)
(3) Als laatste voorbeeld berekenen we
/00 dz
o 1+ a6
De substitutie 2% = y levert
/ % s oo
6 1+ y ~ Gsin é7r 3

hetgeen overeenkomt met het eerder gevonden antwoord in Paragraaf 9.3, Toepassing

(2).

11.4 De formule van Stirling
Uit (81) volgt dat
1 1 1 1
log(l—}- )__—}_ﬂ_(/)(ﬁ)

(voor n — o0). Omdat de reeks Zn—2 convergeert, volgt hieruit met behulp van het
majorantiecriterium 2.10 dat de reeks

5 i (14 5) =1 7]

convergeert. Derhalve bestaat de limiet

T §ﬂ1(1+1) 1+1]
Nl—Iﬁo et 1108 n on
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Uit
N N

> nlog (1 + %) = > nflog(n +1) — logn]

n=1 n=1

= Nlog(N + 1) —log(N!)

en
f}( o) =Ntz (1t g+t o)
— on/) 2 2 N
volgt nu het bestaan van

1 1 1
1 _ N — _ _ _
All_r}rgo [Nlog(N—}-l) log(N1) N+2(1+2+...N)].

Nu bestaan ook de limieten

. 1
[Nlog(N—l—l)—NlogN]:]&gI;ONlog <1+ﬁ) =1

lim
N—co
en

. 1 1
Nhfio<1+§+'“ﬁ_log]v)_7

(vgl. (22)). Derhalve bestaat
1
1 — N — _
]\11_130 [NlogN log(N!) — N + 5 log N] :

Door de e—macht van min deze uitdrukking te nemen leiden we hieruit af dat de uitdruk-
king
NteN
)\N =
NNV/N

voor N — oo een limiet A > 0 heeft. Hieruit volgt weer dat

N!= NVe NNy (168)

met imy 00 Ax = A. Uit (152) met 2z = % en (162) volgt dat

1 1
) nanl2ntt . n2(nl)?22n !
lim

neo <2n+1)(2n—1)...3.1:nb%wzﬁ- (169)

Substitueren we (168) met N =n resp. N = 2n in formule (169), dan vinden we:

)2
li L = /7.
i e = VT
Hieruit volgt tenslotte dat
]\lim AN = V2. (170)
— 00

De betrekkingen (168) en (170) geven samen de volgende benaderingsformule van Stirling
voor N!
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Stelling 11.5 De formule van Stirling.

N'= NVe " N2r Ny met ]\;im un = 1. (171)
— 00
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12 Gewone differentiaalvergelijkingen

12.1 Inleiding

Een vergelijking waarin (onbekende) funkties en hun afgeleiden voorkomen noemen we een
differentiaalvergelijking. Een voorbeeld is de vergelijking

P(@) = af(@)? = €. (172)

Hierin is sprake van een variabele € R en een funktie f : R — R. Onder het oplossen van
de differentiaalvergelijking verstaan we het vinden van alle funkties f die aan de vergelijking
(172) voldoen.

Een tweede voorbeeld is de vergelijking

Gor(T,Y) + 220y (2,Y) — gy (2,y) = y. (173)

Hierin is sprake van een funktie g van twee reéle variabelen = en y. Onder het oplossen
van de vergelijking (173) verstaan we weer het bepalen van alle funkties ¢ die aan (173)
voldoen.

In de vergelijking (172) treedt slechts één variabele (nl. ) op. Fen dergelijke vergelijking
heet een gewone differentiaalvergelijking. In het tweede voorbeeld (173) treden twee of
meer variabelen op: dergelijke vergelijkingen heten partiéle differentiaalvergelijkingen. In
dit diktaat zullen we het verder (vrijwel) uitsluitend over gewone differentiaalvergelijkingen

hebben.

In de differentiaalvergelijking (172) komt ten hoogste een eerste orde afgeleide van de
onbekende funktie f voor. De differentiaalvergelijking heet daarom een gewone differenti-
aalvergelijking van de eerste orde. Algemeen ziet een gewone differentiaalvergelijking van
de m-de orde (m > 1) er uit als:

F(x,f(x),f’(x),...,f(m)(x)) = 0. (174)

Hierin is F': R x R™™!" — R een gegeven funktie. Onder het oplossen van de vergelijking
verstaan we weer het vinden van alle mogelijke funkties f : R — R die aan (174) voldoen.
Oplossingen f moeten dus in het bijzonder m keer differentieerbaar zijn. Later zullen we
ook problemen beschouwen waarbij andere condities aan het domein van F' opgelegd zijn.

Wij zullen ons vooral bezighouden met expliciete gewone differentiaalvergelijkingen.
Dat zijn vergelijkingen van de vorm

o) = G, f(x), f(x),..., 7D (@) (175)

met GG : R x R™ — R een gegeven funktie; f is weer de gezochte funktie. Deze vergelijking
is te herschrijven als (174) met F'(2,uy, ... Umy1) = U1 — G2 U1, .oy Up).

Een expliciete gewone differentiaalvergelijking van de m-de orde is altijd te herleiden tot
een stelsel van expliciete eerste orde vergelijkingen. We lichten dit toe aan de hand van de
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vergelijking (175). Stel dat f voldoet aan (175), en definieer de funkties ¢1,...,9,» : R = R
door

gi(a) = fU=0(z).

Dan voldoen ¢y, ..., g, aan het stelsel eerste orde vergelijkingen
an = g
9 = g3

Merk op dat we in de bovenstaande vergelijkingen gemakshalve de funkties genoteerd
hebben zonder variabele. Deze slordigheid zullen we in het vervolg wel meer begaan.

Omgekeerd gaat men gemakkelijk na: als een m—tal funkties ¢q,..., g, aan de ver-
gelijkingen (176) voldoet, dan voldoet de funktie f = ¢, aan de vergelijking (175). De
vergelijking (175) is derhalve gelijkwaardig met het stelsel (176).

Het bovenstaande motiveert ons om meer algemeen naar een stelsel eerste orde verge-
lijkingen van de vorm

gi(z) = Fi(z, g1(2),. . gm(z)) (1 <5 <m) (177)

te kijken. Hierbij is sprake van een m-tal gegeven funkties I; : R x R™ — R en een
m-tal onbekende funkties g; : R — R. We kunnen het stelsel (177) als één vergelijking
schrijven door vectornotatie te gebruiken: definieer de funktie /' : R x R”™ — R™ door
F(z,u) = (Fi(z,u),..., Fu(z,u)) en schrijf ¢ = (g1, .., 9m). Dan kunnen we het stelsel
(177) herschrijven als
¢(2) = Fz,9(2)). (173)

Tenslotte behandelen we nog enige veelgebruikte terminologie. De expliciete m-de orde
vergelijking (175) heet homogeen als de funktie f = 0 een oplossing is; dit betekent precies
dat G(2,0...,0) = 0 voor alle € R. Zo is de vergelijking [ = —f+ (1 — f*)f’ homogeen,
terwijl de vergelijking [ = —f+ ((1— f?)f’'+ = dat niet is. Het stelsel (177), of equivalent
daarmee de vectorvergelijking (178) heet homogeen als F;(2,0) =0 (z € R, 1 < j < m).

De vergelijking (175) heet lineair als de funktie G geschreven kan worden als Gz, u) =
b(x) — Z;“:_Ol a;(x)u;, met b,a; funkties R — R. De vergelijking (175) wordt dan

FO (@) + amr(2) [T (@) + - 4 aol2) f () = b(x). (179)

In het bijzonder is de vergelijking homogeen als b = 0. De vector vergelijking (178) heet
lineair als F'(z,u) = A(x)u+b(z), met A(x) een m x m-matrix waardige funktie van z € R,
en b een funktie R — R™. De vergelijking (178) wordt dan dus

g'(x) = A(x)g(x) + b(x). (180)

De bovenstaande vergelijking is weer homogeen als b = 0.
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Tenslotte vermelden we nog dat de vergelijking (175) (of (178) ) autonoom heet als de
funktie G(z,u) (of F(x,u) ) niet van zijn eerste variabele @ € R afhangt. Een voorbeeld
van een autonoom stelsel vergelijkingen vormen de vergelijkingen van Hamilton:

L dp  OH

i a—p(p, q), = —a—q(p, q). (181)

Hierin is H een gegeven differentieerbare funktie R” x R — R", de zogenaamde Hamilto-
niaan. De onbekende funkties zijn ¢, p : R — R™. Verder hebben we in het bovenstaande
de notaties

on_on i,
dp  “0x " Oz,

en

oH  dl OH )

aq N a(l?n_}_l’ Y a.’EQn
gebruikt. Deze (traditionele) notatie is wellicht enigszins verwarrend omdat daardoor in
formule (181) de symbolen p en ¢ zowel voor funkties als voor variabelen gebruikt worden.

12.2 Vector- en richtingsvelden

We beschouwen de autonome expliciete eerste orde vergelijking:

v =F(y) (182)

met F' een R™-waardige funktie op R™. De onbekende y = (y1,...,y,) (voorheen g geheten,
vgl. (178)) is een R™-waardige funktie van een reéle variabele x. Bij de in (182) gebruikte
notatie is de volgende waarschuwing op zijn plaats.

Waarschuwing.

(a) het symbool y stelt een funktie voor, en niet een (multi-) variabele;

(b) de funkties y en y’ zijn genoteerd zonder hun variabelen. De vergelijking (182) dient
gelezen te worden als:

Van de funktie F' veronderstellen we ditmaal slechts dat hij gedefinieerd is op een deel D
van R”. Onder een oplossing van (182) verstaan we nu een funktie y : I — R”, gedefinieerd
op een interval I C R, die voldoet aan y(x) € D voor alle x € I, en aan de vergelijking
(182).

De funktie F' voegt aan ieder punt y € D een vector F(y) toe (merk op dat y hier
een variable voorstelt). We noemen F' daarom wel een vectorveld op D. Meetkundig
gezien is een oplossing van (182) dus een geparametriseerde kromme y in D, waarvan
de snelheidsvector y'(x) gegeven wordt door F(y(x)). Een oplossing heet daarom in deze
context ook wel een integraal- of oplossingskromme voor het vectorveld F.
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Isy : I — D een oplossingskromme van (182), dan is voor iedere vaste ¢ € R ook
() = ylr — o) (183)

een oplossingskromme van (182), gedefinieerd op het verschoven interval J = ¢+ I. Dit is
een gevolg van de autonomie van de vergelijking. Merk op dat y en 2z dezelfde kromme in
D als beeld hebben.

In de praktijk heeft x vaak de interpretatie van tijdvariabele. Men gebruikt dan meestal
de notatie ¢ ipv. x en y ipv. y'. In deze context noemt men F' een tijdsonafhankelijk
vectorveld: het is onafhankelijk van de variable t. De oplossing (183) is in deze optiek uit
y verkregen door verschuiving van het tijdstip ¢ = 0.

Door het vectorveld F' te tekenen kan men zich vaak een beeld vormen van het kwalita-
tieve gedrag van de oplossingskrommen. We lichten dit toe aan de hand van een voorbeeld.

Voorbeeld.

We beschouwen een voorbeeld van een autonome vectorvergelijking van de vorm:

yi = Fi(yi,92),

v = Fa(yi,92),
met F' = (Fy, Fy) een vectorveld op R?. De variable heet ¢ en wordt geinterpreteerd als
tijdvariable. Het yy, yo-vlak dat we bij deze vergelijking bestuderen heet het fasevlak.

In het algemeen spreken we bij een autonome vectorvergelijking van dimensie n > 3
over de faseruimte.

De wiskundige slinger (massapunt opgehangen aan een onrekbaar koord) wordt be-
schreven door de tweede orde vergelijking

@+ ksing = 0. (184)

Hierin is ¢ de hoek die het koord met de verticaal door het ophangpunt maakt, als
funktie van de tijd t. Voorts is k = g/l met g de versnelling van de zwaartekracht
en [ de lengte van het koord. Schrijven we y; = ¢ en y, = ¢, dan krijgen we de
vergelijkingen voor de oplossingskrommen in het fasevlak van de wiskundige slinger:

Vi = Yo,
Y2 = —ksiny. (185)

In Figuur 21 is het bijbehorende tijdsonathankelijke vectorveld

F(yi,y2) = (y2, —ksinyy)

geschetst. De nulpunten van dit vectorveld zijn (km,0), k € Z. Het plaatje is pe-
riodiek met periode 27 in de y;—richting. Oplossingskrommen gaan derhalve door
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Figuur 21:

verschuiving over de vector (2m,0) weer in oplossingskrommen over. We kunnen dus
volstaan met een analyse in het deel C' bepaald door —7m < y; < 7 in het fasevlak.
Hierbij kunnen we elk punt (—m,ys) identificeren met (7, y2), zodat we eigenlijk op
een cilinder werken. 1In feite is deze cilinder een natuurlijker faseruimte voor de
wiskundige slinger: de hoekvariabele wordt hierbij als punt op de cirkel beschouwd.

Ga na dat het vectorveld ook symmetrisch is ten aanzien van puntspiegeling in de
oorsprong. Deze spiegeling voert daarom oplossingskrommen over in oplossingskrom-
men. Na deze opmerkingen hebben we reeds enig kwalitatief inzicht in het gedrag
van de oplossingskrommen.

Door de bovenstaande vergelijkingen op een bepaalde manier af te leiden kunnen we
ons inzicht vergroten. Beschouw de willekeurig vaak differentieerbare funktie

1
H(yi,y2) = §y§ — kcosy;

op de faseruimte R? (H staat voor Hamiltoniaan). De energie van het massapunt
met hoek ¢ en hoeksnelheid ¢ wordt gegeven door

1, .
¢ —lg cosp = "H(p, ¢).

Op grond van de wet van behoud van energie vermoeden we dat de slinger beschreven
wordt door de vergelijking

S H(o(1).4(1)) = 0. (156)

Door het linkerlid van de bovenstaande vergelijking uit te werken met de kettingregel
verkrijgen we, na deling door (t), wederom formule (184). Hieraan zien we dat (186)
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gelijkwaardig is met (184) en dus inderdaad geldt. Een oplossingskromme y(¢) van
(185) moet daarom voldoen aan

H(y1(t),y2(t)) = constant.

Opmerking. We kunnen het laatste ook inzien door uit te gaan van de vergelijkingen
(185). Eerst merken we op dat

oH O0H

—,——)=F 187

(G0 ") (187)
Hieruit volgt dat de vectorvelden grad H en F' onderling loodrecht zijn. Ts y(t) een
oplossingskromme voor (185), dan geldt dus

d :

S (1)) = gradH(y(t)) - y(t) = grad H(y(t)) - F(y(1)) = 0,

waaruit volgt dat H constant is langs y(t). Wegens (187) zijn de vergelijkingen (185)
juist de Hamilton vergelijkingen voor de funktie H (vgl. (181)).

Aan (187) zien we verder dat de niveaulijnen van H overal raken aan F. Door ze
met de juiste doorloopsnelheid te parametriseren verkrijgen we zo precies de oplos-
singskrommen van (185). Beschouw nu het deel  van C' dat gegeven wordt door de
vergelijking

H(y1,y2) < k.

De rand 092 is de verzameling (y1,y2) € C' met
y% = Qk(l + cos y1)7

zie Figuur 21.

Oplossingskrommen binnen ) zijn gesloten. Ze corresponderen met een periodieke
slingerbeweging waarbij een grootste hoek aangenomen wordt: dit is juist de yy-
coordinaat van het snijpunt van de kromme met de positieve y;-as.

Oplossingskrommen buiten Q corresponderen met een slingerbeweging waarbij alle
hoeken doorlopen worden: de slinger gaat helemaal rond. In de cylindrische fase-
ruimte zijn ook deze krommen gesloten.

De nulpunten van F' corresponderen met evenwichtssituaties. Zo correspondeert (0, 0)
met de oplossing z(¢) = (0,0). Dit is een stabiel evenwicht: iedere oplossingskromme
met een punt in de buurt van (0,0) blijft in de buurt van (0,0). Het nulpunt (7, 0)
correspondeert met het labiele evenwicht z(¢) = (7, 0). Er zijn startpunten willekeurig
dicht bij (7,0) van waaruit de oplossingskrommen ver van (7, 0) weglopen.
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Figuur 22:

Tenslotte merken we nog op dat de rand 9§ gesplitst kan worden in vier delen,
namelijk de punten (—m,0), (7,0), het deel k; van 9 dat strikt boven de y;-as ligt,
en het deel ky van 0 dat strikt onder de y;-as ligt. Al deze delen zijn de beelden
van oplossingskrommen. Zo kan men laten zien dat er een oplossingskromme y(t)
bestaat die k doorloopt, en waarvoor geldt:

tEI—noo y(t) = (_’/T7 0)7 }i}g} y(t) = (’/T, 0)
Wat is de fysische betekenis van deze oplossing?
We beschouwen nu de algemene expliciete eerste orde vectorvergelijking
y = F(z,y). (188)

Hierbij is F' een R™waardige funktie op een deel D van R x R™. Onder een oplossing
van (188) verstaan we een op een interval I C R gedefinieerde R"-waardige funktie met
(z,y(x)) € D (x € ), die voldoet aan (188).

We beschouwen eerst het geval n = 1. Dan is D C R?. Een oplossing y van (188) is nu
een funktie y : I — R waarvan de grafiek graf y in D ligt, terwijl de raaklijn aan grafy in
ieder punt (x,y(x)) richtingscoéfficiént F'(x, y(x)) heeft. Voeg nu aan ieder punt (x,y) € D
de lijn L, door (x,y) met richtingscoefficiént F'(x,y) toe. De collectie van deze lijnen heet
het richtingsveld van de vergelijking (188). Zie Figuur 22. Een differentieerbare funktie
y: I — R metin D gelegen grafiek is oplossing van (188) als in ieder punt (z,y(z)) geldt
dat L, () raakt aan de grafiek van y.

In het algemeen kunnen we meetkundig inzicht verkrijgen in de oplossingen van (188)
door de vergelijking als volgt te herschrijven als een autonome vergelijking. Definieer het
vectorveld G : D — R"*! door

Glz,y) = (1, F(z,y)).
Merk op dat voor n =1 geldt:

Ley = (2.y) + (G(x,y)).
Het vectorveld G = (1, F') heet daarom ook wel het raakvectorveld bij (188).
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Is y : I — D een oplossing van (188), dan is voor iedere vaste ¢ € R de funktie

2() = (t—ey(t— )

een op ¢ + [ gedefinieerde oplossing van de autonome vergelijking

Z=G(z). (189)
Beschouwen we omgekeerd een op een interval J gedefinieerde oplossing z van (189), dan
is 21 = 1, dus z(t) = t — ¢ voor een constante ¢ € R. Gebruiken we de notatie 2 =
(22, ..., 2n41) dan zien we voorts dat
i = F(t—e¢2).

De funktie y(t) = Z(t + ¢) is dus een op I = —c + J gedefinieerde oplossing van (188).
Merk op dat z(t) = (t — ¢,y(t — ¢)), t € ¢+ I. De oplossingen van (188) corresponderen
dus met oplossingen van (189).

Voorbeeld.
We beschouwen op R de differentiaalvergelijking
o )

Deze vergelijking is niet-autonoom. Het richtingsveld van de vergelijking bestaat uit
de lijnen L,, C R?* ((x,y) € R?), gegeven door: L,, is de lijn door (z,y) met
richtingscoéfficiént y /(1 4 2?). Schets dit veld.

De bijbehorende autonome vergelijking is de vectoriéle vergelijking bepaald door het
vectorveld G(x,y) = (1,y/(1 + 2?)). Schets dit vectorveld op R? en merk op dat
L, de lijn met steunvector (z,y) en richtingsvector G(x,y) is. Het bij G horende
(autonome) stelsel vergelijkingen is

z = 1
j o=

Ga na: (2(t),y(t)) is een oplossingskromme voor het stelsel dan en slechts dan als
z(t) = t+ 2(0) en als @ — y(x — 2(0)) een oplossing is van de oorspronkelijke
vergelijking.

Met behulp van de methode van scheiding van veranderlijken (zie de volgende pa-
ragraaf) kan men de vergelijking ook daadwerkelijk oplossen. De oplossing met
y(x0) = yo wordt gegeven door

— arctanxg _arctanx

y(x) = yoe €
Ga na dat dit daadwerkelijk een oplossing definieert.

Voor ieder punt (zg, yo) heeft het stelsel precies één oplossing ((t),y(t)) die voldoet
aan de beginconditie (2(0),y(0)) = (20, yo), namelijk

(x(t), y(t)) = (t + Xo, yoe—aI‘Ctanmo earctan(t.}.mo)).
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13 Elementaire oplossingsmethoden

13.1 Scheiding van veranderlijken

We beschouwen de eerste orde vergelijking

dy
—Z = 190
1, = J(@)ay), (190)
met f : [a,b] = R en g : [¢,d] — R. Dit is een vergelijking van type (188), met n = 1
en F(z,y) = f(2)g(y). We noemen een dergelijke vergelijking van het type van gescheiden
veranderlijken. Voor oplossingen y met g(y(x)) # 0 geldt dat

&

1
] (191)
In het vervolg veronderstellen we dat f en g continu zijn, en dat ¢ op [e,d] eindig veel
nulpunten ny, ..., n, heeft.
Men gaat eenvoudig na dat de constante funkties y;(x) = n; oplossingen van (190) zijn.
Veronderstel nu dat y een op een interval I C [a,b] gedefinieerde oplossing van (190) is
met g(y(z)) # 0 voor alle z € I. Dan geldt (191) voor alle x € I. 7Zij nu x9 € I en schrijf
Yo = y(x0). Integreren we de vergelijking (191) van xq tot x, dan zien we dat

/y:(x) d—t) — /gjf(t) dt, (192)

g(t

voor x € [. 7ij J het maximale open interval dat yo, bevat, doch geen der nulpunten
Ny ... Nm. Dan wordt door

Q(y)ZA:% (yeJ)

een differentieerbare funktie op J gedefinieerd. ledere op het interval I nergens verdwij-
nende oplossing y van (190) met y(z¢) = yo voldoet nu aan de impliciete vergelijking

W(y(x) = [ S0t (e,

Voldoet omgekeerd een differentieerbare funktie y aan de bovenstaande vergelijking, dan
blijkt door differentiatie naar a dat y een oplossing van (190) is.

Voorbeeld.

Een vrij opgehangen, homogeen en volkomen buigzaam koord hangt volgens de
zgn. kettinglijn. Stellen we deze kettinglijn voor dmv. van de grafiek van een
reeelwaardige funktie y van een reéle veranderlijke 2, dan wordt hij beschreven door

v = M1t R, (19

130

de differentiaalvergelijking



met A > 0 een constante. Schrijven we z(z) = y'(z) dan volgt:
2= M1+ 22.

Door scheiding van veranderlijken en integratie verkrijgen we de impliciete vergelij-
king:
log(z + V14 2%) = Az + a.

Hierin is a een integratieconstante: het verband met de grenzen xq en zy vinden we
door * = ¢ in te vullen. De verkregen vergelijking kunnen we oplossen naar z :

z(x) = sinh(Az + a).
Hieruit volgt weer dat
y(x) = %cosh()\x +a)+b

met b € R een integratieconstante. Indien we de ophangpunten (zg,y0) en (21, y1)
van de kettinglijn voorschrijven, dan kunnen we a en b oplossen uit het stelsel van
vergelijkingen dat ontstaat door achtereenvolgens x = z¢ en © = x; te substitueren.

13.2 Variatie van de constante

Gegeven is de lineaire vergelijking

y' = f(x)y +g() (194)

met f en g continue funkties [a,b] — R. We beschouwen eerst het homogene probleem dat
ontstaat door ¢ = 0 te nemen:

2= f(x)z. (195)

Passen we hierop de in Paragraaf 13.1 behandelde methode van scheiding van veranderlijken
toe, dan vinden we als oplossingen:

2(z) = Ce@ (C eR). (196)

Hierin is F' een primitieve van f, dus bv.

met xg € [a,b]. Als oplossing van de oorspronkelijke vergelijking (194) proberen we nu een
funktie van de vorm (196) met C' een funktie ipv. een constante:

y(z) = C(x)ef@). (197)
Invullen van deze funktie in (194) levert

C’(:z:)eF(“") + C(:z:)eF(“")f(x) = f(x)C(:z:)eF(m) + g(x)
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dus
C'(x) = e " g(x)
en we concluderen dat

O(z) = / T T g(1) di 4 A.

met A een reéle constante. Door invullen in (194) blijkt dat voor iedere A € R door
y(x) = Aef®) 4 eF(x)/ e~ g(t)dt (198)

een oplossing van (194) gegeven wordt. In een latere paragraaf komen we nog uitgebreid
terug op deze methode van variatie van de constante in de algemenere context van hogere
orde lineaire vergelijkingen, of, equivalent daarmee, van stelsels lineaire eerste orde verge-
lijkingen. We zullen dan zien dat door (198) alle oplossingen van (194) gegeven worden.

Voorbeeld.
Beschouw de vergelijking 3y’ = —y + 2?. Het bijbehorende homogene probleem is
2z = —z, de oplossing daarvan: z = Ce™. Vullen we y(z) = C(z)e™ in in de

oorspronkelijke vergelijking, dan vinden we
C'(z) = x2€”.
Met partiéele integratie naar x vinden we vervolgens:
Clx) = (x2 — 22+ 2)e” + A,

met A € R een constante. De oorspronkelijke vergelijking bezit dus oplossingen van
de vorm

y(x) = Ae ™+ 22— 22+ 2

met A € R een willekeurige constante.

13.3 Exacte vergelijkingen; integrerende factor

We beschouwen de impliciete differentiaalvergelijking

h(z, y)j—y +g(z,y) =0 (199)
x
met g, h continue funkties op een gegeven open deel D van R*. Deling door h(x,y) levert
problemen op als & op D nulpunten bezit: in dat geval kan de bovenstaande vergelijking
op D niet expliciet gemaakt worden.
De vergelijking (199) heet ezact als er een continu differentieerbare funktie F': D — R
bestaat zo dat
grad F = (Fy, F,) = (g,h) op D.

132



Een funktie met de bovenstaande eigenschap heet stamfunktie. Het nut ervan blijkt uit
het volgende. Zij y een differentieerbare funktie I — R met (z,y(x)) € D voor alle x € [
(hierin is I C R een interval). De funktie y is oplossing van (199) precies dan als

F(xz,y(x)) = constant.

Dit blijkt door differentiatie van de bovenstaande vergelijking naar = en toepassing van de
kettingregel.
Veronderstel nu dat g en h beide continu differentieerbaar zijn. Dan is een stamfunktie
F' tweemaal continu differentieerbaar, zodat partiéle afgeleiden verwisseld mogen worden:
F,, = F,;. Hieruit volgt dat
6y = b (200)
een noodzakelijke voorwaarde voor exactheid van de vergelijking (199) is. Zonder bewijs

vermelden we dat voorwaarde (200) ook voldoende is als gegeven is dat D een enkelvoudig
samenhangende verzameling is, zie de onderstaande definitie.

Definitie 13.1 Een gebied (samenhangende open verzameling) D C R? heet enkelvoudig
samenhangend als ieder gesloten continu pad in D continu samentrekbaar is tot een punt
in D zonder dat D daarbij verlaten wordt.

Intuitief betekent enkelvoudige samenhang dat D geen gaten heeft.

Voorbeelden.
(1) De verzamelingen C, {z € C; Rez > 0}, {z € C;|z| < R}, en C\ |—00,0] zijn
enkelvoudig samenhangend.
De verzamelingen {z € C; |7Z| > R}, C\ {0}, en {z € C; p < |z] < R} zijn wel

samenhangend, maar niet enkelvoudig samenhangend.

(2) De noodzaak van een conditie op D blijkt als we D = R?\ {0} beschouwen. Zij L
de negatieve z-as in D. Op D\ L beschouwen we de funktie S(x,y) = Im log(x + iy)
waarbij de hoofdwaarde van de logarithme genomen wordt. Door gebruik te maken
van de Cauchy-Riemann vergelijkingen zien we dat

en

De funkties g(x,y) = S; en h(z,y) = S, zijn uitbreidbaar tot continu differentieer-
bare funkties op D = R*\ {0}. Op D vervullen g en h de voorwaarden (200). De
funktie S is een stamfunktie van het bijbehorende probleem (199) op D \ L. ledere
stamfunktie F' verschilt een constante van S op D\ L (waarom?) en kan dus niet con-
tinu differentieerbaar zijn op de gehele verameling D. Merk op dat D\ L enkelvoudig
samenhangend is, terwijl D dat niet is.
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Is gegeven dat g en h continu differentieerbaar zijn op het enkelvoudig samenhangende
gebied D, terwijl niet voldaan is aan (200) dan kan men de vergelijking (199) soms toch
exact maken door te vermenigvuldigen met een op D continu differentieerbare funktie
M(z,y). Zo'n funktie M heet dan integererende factor (of multiplicator van Euler). Op
grond van het hierboven behandelde is een continu differentieerbare funktie M : D — R
een integrerende factor indien:

(Mh), = (Mg),, (201)

ofwel

hM, — gM, + (hy — g, )M = 0. (202)

De zo verkregen partiéle differentiaalvergelijking is in het algemeen moeilijker oplosbaar
dan (199). In de praktijk werkt de methode soms echter met een funktie M die uitsluitend
van x of van y afhangt. Veronderstel bijvoorbeeld dat M(xz,y) = M(x) alleen van x

afhangt. Dan volgt uit (202) dat

M, g,— hs
g 2
M h (203)

De vergelijking (201) is dus alleen oplosbaar met M = M (x) als het tweede lid van (203)
alleen van z afhangt. Is dit het geval, dan kan M direkt gevonden worden door integratie.
Uiteraard moeten we ons hierbij beperken tot de verzameling van punten waarbij h(z,y) #

0.

Voorbeeld.
We beschouwen de vergelijking

(3y2 + )y + (21:2 + 2zy? + )y = 0. (204)

Stellen we M = M (x) dan wordt de vergelijking voor de multiplicator

M,
— =2z
M
Integratie levert de multiplicator
M(z) = e

De stamfunktie F' van de na vermenigvuldiging met M verkregen exacte vergelijking
wordt dus bepaald door de vergelijkingen:

F, = e’ (21:2 + 2zy? + Hy F,= e“ﬁ(?)y2 + ).
Uit de tweede vergelijking volgt

Flz,y) =€ (y* +zy) + l(2).
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De funktie [ moet zo bepaald worden dat ook de eerste vergelijking geldt: we vinden
dat [ = 0 voldoet. We concluderen tenslotte dat oplossingen y(x) van (204) impliciet
bepaald worden door de vergelijking

y(@) e (a4 y(2)?) = Fla,y(a)) = C.

In het bovenstaande hebben we ons geen zorgen gemaakt over het gebied waar de
berekeningen geldig zijn. Ga na dat er geen problemen zijn wanneer men zich beperkt
tot een der twee samenhangende vlakdelen Dy : +(3y* + z) > 0.
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14 Beginwaardeproblemen

In dit hoofdstuk beschouwen we nog eens de eerste orde vergelijking

y'(z) = F(z,y(z)), (205)

met F' een funktie D = [ x © — R™ waarin I C R een interval (niet noodzakelijkerwijs
open) en  C R” een deelverzameling is. 7ij x¢ € I een gegeven punt. In het algemeen
heeft de vergelijking (205) vele oplossingen y die gedefinieerd zijn in een omgeving van het
punt zo. Anders wordt het wanneer we ons beperken tot die oplossingen y die voldoen aan

y(zo) = yo, (206)

met yo € £ een tevoren gegeven punt. De vergelijking (205) met daarbij de beginvoorwaarde
(206) noemen we een beginwaardeprobleem.

Voorbeeld.

Als voorbeeld beschouwen we de vergelijking y' = y op R. Hierbij is I = R, © = R.
7ij o =0, yo € R. De (reéelwaardige) oplossingen van de vergelijking (205) zijn

y(x) = Ae"

met A € R. Eisen we dat de oplossing voldoet aan de beginconditie y(0) = yo, dan
moet A = yo zijn. Er is dus precies één oplossing van het beginwaardeprobleem.

In dit hoofdstuk zullen we bekijken wat voor algemeens er te zeggen is over het beginwaar-
deprobleem (205,206). Allereerst vermelden we zonder bewijs een stelling die het bestaan
van oplossingen garandeert.

Stelling 14.1 (Stelling van Peano).  Veronderstel dat © open is en dat de funktie F
continu is op I x Q. Dan bezit het beginwaardeprobleem (205,206) een in de buurt van xq
gedefinieerde oplossing.

Fysische systemen die zich vanuit een begintoestand in de tijd ontwikkelen worden
dikwijls beschreven door een beginwaardeprobleem van de vorm (205,206): x heeft dan de
interpretatie van tijdsvariable. De vraag doet zich nu voor of het systeem deterministisch
is, maw. of het beginwaardeprobleem een unieke oplossing heeft. Dit hoeft niet altijd het
geval te zijn wanneer we slechts eisen dat F' continu is.

Voorbeeld.

We beschouwen het probleem

y' = 2/lyl, y(0) =0,

voor y : [ =[0,1] = R. Hierin is F(x,y) = 24/|y| een continue funktie op I x R. Er

zijn twee oplossingen, namelijk y(z) = 0 en y(z) = 22
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In het vervolg zullen we steeds veronderstellen dat de funktie F' : [ x @ — R" continu
is. Om eenduidigheid van het beginwaardeprobleem te kunnen garanderen voeren we het
begrip Lipschitz continuiteit in.

Definitie 14.2 De funktie F': [ x Q — R”™ heet op I x Q Lipschitz continu naar de tweede
(multi-)variabele als er een constante I > 0 bestaat (de zgn. Lipschitz constante) zo dat

£ (2, 51) = Fz, )l < Ly — v

voor alle z € I, y1,y2 € Q.

Stelling 14.3 (De existentie- en eenduidigheidsstelling). Zij I = [xg, 20 + 1] en zij Q de
gesloten bol in R” met middelpunt yo en straal R (r, R > 0). Veronderstel dat de continue
funktie F' : [ x€ — R™ Lipschitz continu is in zijn tweede variabele, met Lipschitz constante
L > 0. Veronderstel verder dat |F'| op I x Q begrensd is door een constante M > 0.

Laat § > 0 voldoende klein zijn. Dan heeft het beginwaardeprobleem (205, 206) precies
één oplossing y : J = [xg, 20 + ] — Q.

Bewijs: In het vervolg zal blijken dat een § met
0<d <min(r, 7', M™'R)

voldoende klein is. Allereerst merken we op dat het beginwaardeprobleem equivalent is
met de integraalvergelijking

v = o+ [ F(ty)d. (207)

ledere oplossing van het beginwaardeprobleem voldoet aan de bovenstaande integraalver-
gelijking. Omgekeerd geldt: is y : J — Q een continue funktie die aan (207) voldoet, dan
is y automatisch differentieerbaar, en oplossing van het beginwaardeprobleem.
Gemotiveerd door het bovenstaande beschouwen we nu de verzameling F van alle con-
tinue funkties ¢ : J — €. Voor een funktie p € F definiéren we een nieuwe funktie

Te:J— R” door
To(w) = yot [ Pltg(t)) d. (208)

Merk op dat T'p weer een continue funktie is. Verder geldt dat de waarden van T'¢ weer
in  liggen. Immers voor x € J hebben we

o) =yl < [ 1P(t(t)]d

To

< M < R.

We zien dus dat T weer in F ligt. Met andere woorden, T is een operator van F naar
zichzelf. We kunnen de stelling nu als volgt herformuleren:
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Er bestaat precies één o € F zo dat T = .

Het bestaan van een oplossing van dit probleem gaan we nu als volgt bewijzen. We kiezen
een startfunktie g € F. (De constante funktie @ + yo is een voorbeeld van zo'n keuze.)
Vervolgens definiéren we door iteratie een rij van funkties ¢, € F als volgt:

pnpr = Ton (0 20). (209)

We zullen laten zien dat de rij o, een uniforme limiet ¢ € F heeft, en dat men uit (209)
door limietovergang krijgt: Tw = , met andere woorden: het probleem heeft tenminste
één oplossing. Dat er niet meer dan één oplossing is zien we als volgt in. Zij || - ||; de
supnorm op J. Dus voor ¢ € F is

o]l = sup [le(@)]l.
reJ

In het onderstaande zullen we laten zien dat er een constante 0 < ' < 1 bestaat zo dat
voor elk tweetal ¢,y € F geldt

ITe =Tyl < Clle =l (210)

(een T met deze eigenschap heet ook wel contractie). In het bijzonder geldt nu voor een
tweetal oplossingen ¢ en ¥ dat || — ¢¥||; < C|l¢ — ¢||s. Hieraan kan alleen voldaan zijn
als p = .

Voor de liefhebber laten we nu zien hoe de verschillende beweringen verantwoord kunnen
worden. Eerst merken we op dat de schatting (210) volgt uit

Tola) =T < [ [F(e(0) = P(to@)]d
< [ Ll = el d

0

< OL|[e =,

AN

dus we kunnen €' = §L nemen.
Vervolgens tonen we aan dat de rij ¢, uniform convergent is. Schrijven we ¢, =
©n — Yn-1 (n >1) dan is

k=1
we moeten dus laten zien dat de reeks

> iy (211)

k>1

uniform convergeert op J. Hiertoe merken we op dat ¢,41 = Ty, — Tp,_1, dus vanwege
de contractie eigenschap: |[¥u11]l7 < C|[¢n]|s. Met inductie volgt hieruit dat |[¢,41]]s <
C™ |lb1||7 voor alle n > 0. Wegens Stelling 4.10 volgt hieruit dat de reeks (211) en dus de
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rij ¢, uniform convergeert op .J. De uniforme limiet ¢ van de rij ¢, is een continue funktie
op J. Zijn waarden liggen weer in  (limietovergang!). Dus ¢ € F.
Tenslotte merken we nog op dat de limietovergang in (208) geoorloofd is. Hiertoe
moeten we laten zien dat
T, — Ty

uniform. Maar dit volgt weer uit de contractie eigenschap (210). O

Bovenstaande stelling laat zien dat het belangrijk is om Lipschitz continuiteit te kunnen
herkennen. Het volgende lemma levert een vaak gemakkelijk te verifieren criterium. Een
verzameling V' C R”™ heet convex als voor ieder tweetal punten u,v € V geldt dat ook het
verbindingslijstuk van u naar v in V ligt, maw: u + t(v —u) € V voor alle t € [0, 1].

Lemma 14.4 7ij Q) C R" een convexe open verzameling en veronderstel dat F' : [ x ) —
R (z,y) — F(x,y) continu is en partieel differentieerbaar in de variabelen yy,...,y,. Als
de partiéle afgeleiden OF/0y; begrensd zijn op I x Q, dan is I' op I x Q Lipschitz continu
in de variabele y.

Bewijs: Zij u,v € Q, en schrijf u(t) = v 4+ t(v — u). Dan w(0) = u, u(1l) = v en u(t) € Q
voor alle t € [0,1]. Zij € I. Uit de kettingregel volgt dat de funktie f(¢) = F(x,u(t))
differentieerbaar is, terwijl:
df
Y1) = grad, (. 1(1)) - (v = ),
Er is een constante M > 0 zo dat ||grad, F'|| < M op I x Q. We concluderen dat || f'(1)| <
M||v — u||. Derhalve geldt:

[F0) = Pl = 70y = 700 = [ 1) ai)
< Mo —ul.

Voorbeeld.

We beschouwen weer het beginwaardeprobleem y' =y, y(0) = yo met yo € R. In dit
geval is F'(z,y) =y, dus de Lipschitz constante is L. = 1. We fixeren r > 1 en R >0
als in Stelling 14.3 en schrijven I = [0, 7] en Q = [yo— R, yo+ R]. De maximale waarde
van F op Q is M = R. Derhalve is min(r, L=", M~'R) = 1. Volgens de existentie- en
eenduidigheidsstelling is het beginwaardeprobleem dus eenduidig oplosbaar op het
interval [0, 8] voor iedere 0 < § < 1. (Dat wisten we natuurlijk al, we weten zelfs dat
het probleem eenduidig oploshaar is op [0, 00[.) De oplossing kunnen we volgens het
bewijs van Stelling 14.3 benaderen door middel van Picard iteratie. Is ¢q : [0, 8] —
een continue funktie dan is de rij ¢, recursief gedefinieerd door

en(®) =10 + /Om Yn1(t)dt  (n>1).
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Nemen we o = yo, dan blijkt met inductie dat:

nxk

©n(T) = Yo 7

k=0 k‘
Hieruit volgt dus opnieuw dat de reeks 37,5 fl—r,l uniform convergent is op het interval
[0, 1] met als som de oplossing x — €” van het beschouwde beginwaardeprobleem met

y():l.

De existentie- en eenduidigheidsstelling doet in eerste instantie alleen een lokale uitspraak
over de oploshaarheid van het beginwaardeprobleem. In het vervolg beschouwen we een
open interval J C R, een open deelverzameling U € R™ en een continue funktie ' : J xU —
R™ die overal lokaal Lipschitzcontinu is. Daarmee bedoelen we dat er voor elk tweetal
punten zo € J en yo € U een omgeving | van z in J en een omgeving  van yo in U
bestaan, zo dat F op I x Q Lipschitz continu in y is. Hieraan is bijvoorbeeld voldaan als
grad, I continu is (gebruik Lemma 14.4).

Zij nu zg € Jeny € U Kiesr >0, R > 0zo dat [ = [zg— 1,20+ 7] in J en
Q={y € R" ||y —wol| < R} in U ligt, en zo dat F Lipschitz continu is op I x . Dan is F’
continu, dus begrensd op I x Q. Voor voldoend kleine § > 0 heeft het beginwaardeprobleem
(205,206) dus een unieke oplossing y : [1g — d, 29 + 6] — .

Lokale Lipschitz continuiteit van F' garandeert dus dat het beginwaardeprobleem lokaal
een unieke oplossing heeft.

Gevolg 14.5 7ij ¢y, ¢ een tweetal oplossingen van het beginwaardeprobleem, gedefinieerd
op een gesloten interval I = [a,b] C J dat xq bevat. Dan is ¢ = g op het interval .

Bewijs: We beschouwen het geval dat a = xq. Het geval xq = b kan op dezelfde wijze
bewezen worden en door combinatie volgt dan het algemene geval. We weten al dat o1 = ¢
in een voldoend kleine omgeving van xg. Maar stel dat dit niet waar is op het gehele interval
[0, b]. Het intuitieve idee is nu dat er een kleinste punt ¢ € [zg, b] moet zijn waarin ¢ en
w9 van elkaar gaan verschillen. Dit betekent echter wel dat

pi(e) = limei(z) = limpa(z) = pa(c).

vanwege de continuiteit van ¢, en ¢,. Dus ¢y en @5 hebben eenzelfde waarde y; in ec.
De funkties 1 en ¢q zijn dus ook oplosingen van het beginwaardeprobleem (205) met
beginvoorwaarde y(¢) = y;. Maar wegens de lokale eenduidigheid van oplossingen moeten
@1 en @, dan in een volle omgeving van ¢ aan elkaar gelijk zijn. Tegenspraak.

Voor de liethebber maken we het bewijs nu af. Het probleem is vooral om een goede
definitie voor het punt ¢ te geven. Dit gaat als volgt. We beschouwen de verzameling S van
punten s € [zg,b] met de eigenschap dat @1 = @2 op het interval [zg, s]. De verzameling S
is niet leeg en naar boven begrensd, dus heeft een kleinste bovengrens ¢ € [z, ]. In ieder
geval geldt nu dat [zq, c[C S, en met de bovenstaande limietredenering concluderen we dat
c €S, dus S = [zg,¢]. Nu kunnen we het bewijs als in het bovenstaande afmaken. O
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Figuur 23:

Het fraaie gevolg van de bovenstaande stelling is nu dat we de lokale oplossing van
het beginwaardeprobleem eenduidig kunnen voortzetten tot een zo groot mogelijk interval
I C J dat z¢ bevat. Dit gaat als volgt. Zij I C J een interval dat xq bevat. We noemen [
een existentie interval voor het probleem (205,206) als het probleem een op I gedefinieerde
oplossing toelaat (deze oplossing is dan meteen uniek). De vereniging Imax van al dergelijke
intervallen is weer een interval in J dat zy bevat. Bovendien laat het een oplossing toe.
We zullen [, het maximale existentie interval noemen.

In de plaatjes in Figuur 23 is weergegeven door wat voor oorzaken het maximale existen-
tie interval [ax kleiner kan zijn dan het interval .J.

Het eerste plaatje spreekt voor zich: het probleem treedt op omdat y(z) de rand van
U nadert als x de bovengrens van [, nadert.

In het tweede plaatje is U = R”™ maar de oplossing y(z) gaat naar oneindig als x de
bovengrens van I, nadert. We lichten deze laatste mogelijkheid nog eens toe aan de hand
van een voorbeeld.

Voorbeeld.

We beschouwen het beginwaardeprobleem
y =14+vy%  y(xe) =0.

Als definitie gebied voor F(z,y) = 1 + y* nemen we J x U = R x R. Door scheiding
van variabelen zien we dat d/dz(arctany) = 1, dus arctany = . + A (A € R). Door
invullen van de beginvoorwaarde zien we dat y(x) = tan(a — x¢). Hier geldt dus dat

s
]max:]$0—_7$0+_[-

2 2

De oplossing heeft verticale asymptoten z = 2o £ 7.
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15 Het lineaire beginwaardeprobleem

15.1 Variabele coéfficienten
In dit hoofdstuk beschouwen we het lineaire beginwaardeprobleem

Yo Ay +be). (o) = v (212)
op een interval I C R dat ¢ bevat. Hierbij veronderstellen we dat A(x) een complexe
n x n-matrix is die continu afhangt van = € I. Verder veronderstellen we dat b een continue
funktie I — C™ is. Hoewel hier sprake is van een complexe matrix A en een complexwaar-
dige funktie b valt dit probleem toch onder de in Hoofdstuk 14 behandelde theorie. Dit is
een gevolg van het feit dat C = R? (met de extra vermenigvuldigingsstructuur). Aldus kan
het probleem opgevat worden als probleem voor R?"-waardige funkties op 1.

Schrijven we F(x,y) = A(z)y + b(x), dan zien we dat
1F (2, y) = F(z, 2)|| = |A(z)(y — 2)|| < [[A)|[|ly = =]].

Omdat A continu is, dus lokaal begrensd, volgt hieruit dat de funktie F' Lipschitz continu
naar de variable y is op Iy x C”, voor elk gesloten en begrensd deelinterval Iy C I. De
Lipschitz constante is I = max,ey, [[A(2)||. We zien dus dat het lineaire beginwaardepro-
bleem lokaal eenduidig oplossingen toelaat. De volgende stelling, die we hier niet zullen
bewijzen, zegt dat voor het lineaire beginwaardeprobleem oplossingen altijd voortzetbaar
zijn tot het gehele definitiegebied van A en b.

Stelling 15.1 Het beginwaardeprobleem (212) laat een op het gehele interval I gedefini-
eerde oplossing toe.

Het bovenstaande resultaat maakt het ons mogelijk iets te zeggen over de collectie Sy
van alle op I gedefinieerde oplossingen van de inhomogene vergelijking

y' = Alx)y + b(x)

(we leggen dus even geen beginvoorwaarde op). Veronderstel dat er een oplossing o € Sy
van de inhomogene vergelijking gegeven is. Als ¢ € Sy dan geldt:

Lo —palla) = (Al)ple) +ba) - (Alx)gola) + b(a)

dx
= A(z)(¢(r) — ¢o())

dus ¢ — ¢ is een oplossing van de homogene vergelijking

y' = Ax)y. (213)
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Noteren we de verzameling van alle op I gedefinieerde oplossingen van (213) met S, dan
zien we dus dat ¢ — g € S voor alle p € Sy. Is omgekeerd ¢ € S, dan gaat men gemakkelijk
na dat po + ¢ € §;. We concluderen:

Sr=po+S. (214)

In woorden: is er één oplossing ¢o van de inhomogene vergelijking gegeven, dan worden
alle oplossingen van de inhomogene vergelijking gegeven door y = ¢q + ¥, met ¥ een
oplossing van de homogene vergelijking. Op grond hiervan onderzoeken we nu eerst de
oplossingsruimte S van de homogene vergelijking.

Stelling 15.2 De verzameling S is een (complexe) vectorruimte van dimensie n.

Bewijs: Men gaat gemakkelijk na: als @1, w2 € S, dan @1 + 2 € S, en Ay € S, voor
A € C. Hieruit volgt dat & een lineaire ruimte is.

Uit de nu volgende redenering blijkt hoe nuttig het is om S als lineaire ruimte te zien.
We leggen een punt zg € I vast, en beschouwen de afbeelding € : & — C” gedefinieerd door
(@) = p(xo) (de zgn. evaluatie afbeelding). De afbeelding ¢ voldoet aan e(Ap1 + pp2) =
Ae(p1) + pe(pa), dus is lineair.

De afbeelding € is injectief. Tmmers stel dat @1, 2 € S, en €(p1) = €(p2). Dan geldt
dat 1 en ¢y in 2 dezelfde waarde hebben, zeg yo, dus beide zijn oplossingen van (213)
met beginvoorwaarde y(zq) = yo. Hieruit volgt dat @1 = @2 (Stelling 14.5).

De afbeelding € is surjectief. Want zij yo € C". Dan heeft het homogene beginwaarde-
probleem met beginvoorwaarde y(xq) = yo een oplossing . Hiervoor geldt dat ¢(¢) = yo.

De afbeelding € is derhalve een bijectieve lineaire afbeelding S — C”. De inverse voert
iedere basis van C” over in een basis van S. Een basis van S heeft dus n elementen. O

Op grond van de bovenstaande stelling is de volgende definitie zinvol.

Definitie 15.3 Onder een fundamentele matrix voor de vergelijking (213) verstaan we een
n xn matrix Y(z) = (yf(x)) (van funkties op 1) waarvan de kolommen y', ... y" een basis

van S, de oplossingsruimte van (213), vormen.

Op grond van Stelling 15.2 heeft de vergelijking (213) een fundamentele matrix. Het
nut daarvan blijkt uit het volgende.

Stelling 15.4 7ij Y een fundamentele matrix van de vergelijking (213). Dan worden de
oplossingen van de homogene vergelijking (213) beschreven door

y(a) = ¥(a)e (215)

met ¢ € C" een constante vector.
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Bewijs: De kolommen y',...,4" van Y vormen een basis van S, dus iedere oplossing van
(213) kan op precies één manier geschreven worden als

y(x) = cy'(z) + .. cay" (),
met ¢q,...,c, € C. Maar dit is precies (215). O

Laat y',...,y" een n—tal oplossingen van de homogene vergelijking (213) zijn, en zij
Y de matrix waarvan de kolommen gevormd worden door deze oplossingen. Dan kan
men gemakkelijk nagaan of Y een fundamentele matrix is. Daartoe dienen namelijk de
oplossingen y',...,y" lineair onafhankelijk te zijn. Op grond van het bewijs van Stelling
15.2 is dit gelijkwaardig met het feit dat y'(zo),...y" (7o) een basis van C" vormen, en dit
is weer gelijkwaardig met det Y () # 0. We zien nu in:

Lemma 15.5 Zij Y(2) een n x n matrix waarvan de kolommen oplossingen van de verge-
lijking (213) zijn. Dan zijn de volgende uitspraken gelijkwaardig.

(1) Y is een fundamentele matrix;
(2) det Y (xq) # 0;
(3) det Y(x) # 0 voor iedere x € 1.

Merk op dat een fundamentele matrix voldoet aan de matrix differentiaalvergelijking

d
%Y(x) = A(x)o Y (x).

Gevolg 15.6 De afbeelding Y — Y(xq) definieert een bijectie van de collectie van alle
fundamentele matrices van (213) op de collectie van alle inverteerbare n x n matrices.

Is 7 een gegeven fundamentele matrix, dan wordt de collectie van alle fundamentele
matrices beschreven door

Y(z)=7Z(x)oC, (216)

met C een inverteerbare constante n X n matrix.

Bewijs: De eerste uitspraak volgt uit het bewijs van Stelling 15.2 gecombineerd met
Lemma 15.5 (2).

Is Z(z) een fundamentele matrix, dan zijn de kolommen van (216) oplossingen van
(213), dus wegens Lemma 15.5 (2) is Y fundamenteel zodra C' inverteerbaar is. Zijn 7 en
Y fundamenteel, dan is er een inverteerbare C' zo dat Y (2¢) = Z(2¢) o C. Nu zijn Y en

Z(x) o C fundamenteel en gelijk in het punt xq, en op grond van de eerste uitspraak van
deze stelling geldt dus (216). O
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Is er eenmaal een fundamentele matrix Y van (213) gevonden, dan is het oorspronkelijke
beginwaardeprobleem (212) volledig oplosbaar. We bepalen eerst de algemene oplossing
van de inhomogene vergelijking. Wegens (214) is het voldoende om een speciale oplossing
te bepalen. Dit gaat met behulp van een variant op variatie van de constante. De algemene
oplossing van de homogene vergelijking wordt gegeven door (215). Als oplossing van de
inhomogene vergelijking proberen we nu

y(e) = Y(z)e(z),

met ¢ een funktie I — C™. Invullen in de inhomogene vergelijking geeft
Y(z)d(x) = b(z).

Hieruit kan ¢ gevonden worden door integratie:

cle)=C+ [ Y@ (Cec),

Merk op dat er wegens Lemma 15.5 geen problemen zijn met het inverteren van Y. Als
oplossing van de inhomogene vergelijking vinden we nu

y(z) = Y(2) (0 + [y dt) . (217)
Tnvullen van de beginvoorwaarde y(zo) = yo geeft tenslotte dat:
C = Y (o) vo.
We begindigen dit hoofdstuk met de behandeling van het beginwaardeprobleem
Yy (@) + ana (@) y" (@) + . ao(x) y(2) = flo);

y(wo) = yd ¥ (0) =gy v ¥y (20) = ug-
Hierbij zijn ag,...,a,—1 en [ gegeven complexwaardige continue funkties op I. Voorts is
Yoy -+ -, Yy een gegeven n-tal complexe getallen. In Paragraaf 12.1 behandelden we reeds

het herschrijven van de bovenstaande hogere orde vergelijking als vector differentiaalver-
gelijking. Het bovenstaande beginwaardeprobleem gaat daarbij over in een beginwaarde-
probleem van de vorm (212). Voeren we z; = yU~" als nieuwe onbekenden in, dan krijgt
het probleem de vector gedaante:

%z(m) = A(2)z(z) + b(x), z(x0) = 20, (218)
met
0 10 0 0
0 1 L. 0 0
Alz) = : : . b(x) = : (219)
0 0 1 0



en zo = (y5,---,yy). Uit Stelling 15.2 volgt dat de oplossingsruimte van de homogene
vergelijking
y (@) 4 ap_y (@) y" () + .. ao(z) y(z) =0

n dimensionaal is. Zij nu yy,...y, een n-tal oplossingen van de bovenstaande verge-
lijking.  Als yy,...,y, lineair onafhankelijk zijn, dan geldt hetzelfde voor de funkties
2 = (y;, Yoy y). Derhalve is de matrix

y}(fﬂ) yf(x) y7($)
Z(z) = (' (2),...,2"(2)) = ylgx) () - yngx) (220)
g @) L y(e)

een fundamentele matrix voor de vergelijking (218). Is omgekeerd (220) een fundamentele
matrix, dan zijn de kolommen lineair onathankelijke funkties. We claimen dat yy,...,y,
al lineair onafhankelijke funkties moeten zijn. Want stel dat voor Ay ..., A, € C geldt:
My + ..+ Ayn =0 (op ), dan volgt door van deze uitdrukking de eerste tot en met de
n de afgeleide te nemen dat A\jz' +... A, 2" =0, dus \y = ... =\, = 0.

In het vervolg beperken we ons tot de vaak voorkomende inhomogene tweede orde

vergelijking

d? d

TS (@) 5+ ao(a)y = f(a). (221)
Veronderstel dat we reeds een niet-triviale oplossing ¢ van de bijbehorende homogene
vergelijking
— 4+ al(x)—x + ao(x)y = 0. (222)
kennen. Vullen we in (222) een funktie van het type y(z) = ¢(2)z(z) in, dan krijgen we
de vergelijking

02"+ (20" + arp) 2’ = 0.

Uit deze eerste orde vergelijking in z’ kunnen we w = 2’ impliciet vinden met behulp van

scheiding van veranderlijken. Door integratie vinden we tenslotte z zodanig dat y = =z
een tweede oplossing van (222) is.

Voorbeeld.

We beschouwen de tweede orde vergelijking
(1 — 2ty — 22y’ +2y =0 (223)

op een interval I dat de punten +1 niet bevat. Op dat interval kunnen we door
deling door 1 —2? de vergelijking in de expliciete vorm (222) brengen zodat het voor-
gaande toepasbaar is. Door bijvoorbeeld polynoom oplossingen te proberen vinden
we yi1(2) = ¢(x) = 2 als oplossing. Substitutie van y(x) = zz(z) in de vergelijking

levert
Z//—}‘(g_ 2$ )Z’:O.

r 1 —22

146



We vinden .

1) = —
( ) :172(1 _ :172)7
met ¢ een constante. Na breuksplitsing kunnen we de bovenstaande funktie primi-

tiveren en we vinden uiteindelijk (na geschikte keuze van integratieconstanten) een
tweede oplossing

1+

11—l

T
ya(x) =1 = 5 log

Het is niet moeilijk in te zien dat deze oplossing lineair onafthankelijk is van y;. De
algemene oplossing van de beschouwde vergelijking is dus van de vorm

y(r) = Ayi(x) + Bya(x). (224)

Als voorbeeld nemen we I = [—1,1] en we beschouwen het beginwaardeprobleem

met beginwaarden y(0) = 2, y'(0) = 3. Door substitutie van y;(0) = 0,y7(0) = 1 en
y2(0) = 1,45(0) = 0 in (224) vinden we voor de oplossing dat A =3 en B = 2.

Ter illustratie herschrijven we de vergelijking (223) tenslotte nog eens als vectorver-
gelijking (21 = y, 20 = ¥/):

met

Aw=(_"% 4

1—22 1—22

Uit de hierboven gevonden oplossingen y; en y; van (223) vinden we op I = [—1, 1]
de fundamentele matrix

Z(x):<y2($) yl(if)):( 1_%1i:gi_im f)

yo()  yi(7) —%log s 1.2

Merk op dat Z(0) = I. De oplossing van het hierboven beschreven beginwaardepro-
bleem vinden we dus als eerste component van de vectorwaardige funktie

().

We keren terug naar de vergelijking (221). Veronderstel dat we reeds een tweetal lineair
onafhankelijke oplossingen 1,y van de homogene vergelijking (222) gevonden hebben. Zij
¢ een oplossing van de inhomogene vergelijking. Dan is de funktie ) = (¢, ¢’) een oplossing
van de inhomogene vergelijking (218)(waarbij n = 2). Dus

U(x) = Z(z)efz)

voor een differentieerbare funktie ¢ = (¢1,¢3). Nu kunnen we (217) toepassen met ¢ =0

en Z ipv. Y. Merk op dat



met

w(t) = det Z(t),

de zogenaamde Wronskiaan van 7. We vinden aldus de volgende oplossing van de inhomo-
gene vergelijking:

o) = —yile) [ wt) yalt) F(E dt + () [ ()™ (1) S
De algemene oplossing van de inhomogene vergelijking is

y(x) = Ayi(z) + Bya(2) + ¢(2),
met A, B € C.

Berekening van de Wronskiaan. Op grond van het bovenstaande resultaat zijn we
gemotiveerd om in het algemeen de Wronskiaan

w(x) = det Y(x)

te berekenen voor een fundamentele matrix ¥ van de n-dimensionale lineaire vergelijking
(213). 7Zij M = (my;) een n x n matrix van complexe getallen. Dan wordt het spoor sp M
van M gedefinieerd door:

spM =mqy + ... 4+ mp,.

Lemma 15.7 De Wronskiaan van de fundamentele matrix Y wordt gegeven door
w(x) = det Y (x0) efl‘o spAt) dt

Voordat we dit lemma bewijzen leiden we een hulpresultaat af dat op zichzelf reeds inte-
ressant is.

Lemma 15.8 Zij M(t) een n x n matrix die rond 0 op differentieerbare wijze afhangt van
een reéle variabele t; veronderstel voorts dat M(0) = I. Dan is

d
—  det M(t) = sp M'(0).
dtt:O

Bewijs: Schrijf

dan is



Voorts is

det M(t) — 1 =1sp M'(0) + p(t) (225)

met p(t) een eindige som van eindige produkten waarin telkens minstens één coéfficiént
R;;(t) als factor voorkomt (gebruik de definitie van determinant om dit in te zien). Hieruit
volgt dat

t
limM = 0.

t—0

Het bewijs wordt nu voltooid door (225) door ¢ te delen en vervolgens de limiet voor ¢ — 0
te nemen. o

Bewijs van Lemma 15.7: We beschouwen een willekeurig punt = € I, en definiéren de
matrix

M) = Y(x+)Y(x)™"

Deze matrix voldoet aan de voorwaarden van het vorige lemma. De afgeleide in ¢ = 0
wordt gegeven door

M(0) = V()Y (2)™ = A2),
en we concluderen dat

w!(z) w(z) = (%)thx+wwwrl

_ (%)t:o det M (1) = sp A(z).

Dit geldt voor willekeurige x € I, dus de funktie w(x) voldoet op I aan de differentiaal-
vergelijking
w(z) "' (z) = sp A(x).

Hieruit volgt het gewenste resultaat. O

Tenslotte merken we nog op dat
sp A(z) = —an—1(2)
als A van de vorm (219) is.

Voorbeeld.

We beschouwen de inhomogene harmonische oscillator

y' +y = f(z), (226)
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met f een gegeven continue funktie op R. Een lineair onafthankelijk stel van oplossin-
gen van de bijbehorende homogene vergelijking is yi(2) = cosz, ya(x) = sinz. Als
bijbehorende fundamentele matrix vinden we

Z(x)z( cos T sinx).

—sinz cosx

Hieraan zien we direkt dat w(2) = 1. Het kan ook met behulp van het bovenstaande:
ay; = 0, dus

w(z) = det Z(0) e’ = 1.

Een oplossing van de inhomogene vergelijking wordt dus gegeven door

o = frf (1) 4
= —cosx/om sint f(¢)dt + sinx/omcostf(t) dt

— / " () sin(x — 1) d.
0
De algemene oplossing van de inhomogene vergelijking (226) is tenslotte:
y(x) = Acosaz + Bsinz + / sin(ax — t) f(t)dt,
0

met A, B € C.

15.2 Constante coefficienten

In deze paragraaf beschouwen we de homogene lineaire vergelijking (213) met A(z) = A
een constante n x n matrix met complexe coéfficiénten:

dy
—=A 227
=y (227)
In dit geval is het altijd mogelijk een fundamentele matrix te bepalen. In het college
Algebra CN heeft u namelijk gezien dat de funktie

(0] n An
2A " A

-3

n=1
differentieerbaar is met als afgeleide
d
%em/l — Aea;A
Hieruit volgt dat
Y(z) = e



de fundamentele matrix van (227) is met Y(0) = I (vgl. Gevolg 15.6). In de praktijk
laat de matrix Y zich het best berekenen door A op Jordannormaalvorm te brengen. Zij
s',...,s" een basis van C" ten aanzien waarvan A een Jordan normaalvorm heeft. Dan is

de matrix S opgebouwd uit de kolomen s’ inverteerbaar en er geldt:

J1
STTAS =
Jp
Hierin is iedere Jj; een dj; X dj matrix van de vorm
A 1 0 ... 0
0 X 1 :
0 A1
0 ... 0 M
met A; een eigenwaarde van A. Verder geldt uiteraard dy 4+ ... + d, = n. Schrijven we
B =S57"1AS, dan is Y(z) = SZ(2)S™", met
e$J1
Z(x) = B =
eme

We berekenen nu e”/* op twee manieren. Allereerst schrijven we J = A I 4+ N, waarbij we
gemakshalve de index k weggelaten hebben, en waarin

0 1 0 ... 0
0 0 1 .o
N=]: EPREUR|
0 ... 0 1
0 ... 0 0

De matrices I en N commuteren met elkaar, zodat we mbv. het binomium van Newton
vinden dat: .

1 el N

— AT+ N} =S ———

k! ( ) ; (k—=0! 1!
Merk op dat in de bovenstaande som de termen voor [ > n verdwijnen: immers N' is de
matrix die bestaat uit nullen, behalve op de plaatsen (7, j) (i het rij- en j het kolomnummer)
met j — 4 = [, waar enen staan. Derhalve is N' = 0 voor [ > n. Gebruiken we dit inzicht

in de reeks voor e/, dan krijgen we:
0o min(k,n) k-1 Al
zJ k e
© = ,;f 2 k—l 1!

=0
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Hieruit volgt dat

1z (2 'a? (n — )17 tgnt
0 1 x (n — 2)I7 g2
el — | . . :
0 ... 1 x
0 ... 0 1
Men kan de matrix U(z) = "/ ook berekenen door op te merken dat het de (uniek

bepaalde) fundamentele matrix met U(0) = [ is voor het probleem
u' = Ju.

De bovenstaande vergelijking is te schrijven als stelsel:

/
Uy = )‘ul + ua,
/
Ug = )\Ug + us,
/
U,y = )‘un—l + U,
/
u, = Au,.

De bovenstaande vergelijkingen zijn successievelijk op te lossen, te beginnen met de laatste.
De laatste vergelijking heeft als algemene oplossing: w,(z) = a, ¢**. Hierna kunnen we
met behulp van variatie van de constante de een na laatste vergelijking oplossen: u,_, =
(an-1+ anx)em". 70 voortgaande vinden we met behulp van induktie dat
Zl?] Az
uj(x) = (an-j + @Gpejprz+ ...+ anﬁ)e )

De k-de kolom u* van U voldoet aan de bovenstaande vergelijkingen en vervult de be-

ginvoorwaarde u*(0) = e, de k-de standaard basisvector in C". Hieruit kunnen we de
coéfficiénten a; bepalen: a; =0 als j # k, en ap = 1, dus
(k— 1)1 gkt
(k — 2)!_1 k-2
uk(x) = 1
0
0

Hieruit volgt nogmaals de formule voor ™.
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Over de conjugatie met S die in het bovenstaande is gemaakt om de matrix Y (z) =
exp(xA) te bepalen valt nog het volgende op te merken. Schrijven we

met B = S7'AS. Vinden we een oplossing z van dit stelsel, dan is y(z) = Sz(z) een
oplossing van het oorspronkelijke stelsel. Dus ook

Y(x)=SZ(x) (228)

is een fundamentele matrix voor (227), en wel diegene met Y (0) = S.

Het kan voorkomen dat de matrix A uit de oorspronkelijke vergelijking (227) reéel is,
maar complexe eigenwaarden heeft. De fundamentele matrix Y (2) = exp(zA) is dan reéel,
maar in de in het voorgaande beschreven berekening komen dan toch complexe matrices
voor. Uit de bovenstaande formules blijkt in ieder geval dat de coéfficienten Y;; van Y te
schrijven zijn als

Yii(z) = kzi:Pk(x)eA”, (229)

met Py een complex polynoom van graad hoogstens dy — 1. (Let op: het is mogelijk dat
onder de Mg gelijke eigenwaarden voorkomen.) Anderzijds weten we dat Y reéle coéfficiénten
heeft. Schrijf nu Ay = ay + Bk, met a en [ reéel. Dan blijkt door in (229) van beide
zijden het reéle deel te nemen dat:

Yij(z) = D e (Qx(x) cos fra + Ri(x)sin Bra),
k=1

met Q) en Ry reéle polynomen van de graad hoogstens dj — 1.

De hierboven behandelde methoden zijn algemeen. Voor kleine stelsels kan men in de
praktijk door proberen vaak sneller oplossingen vinden. De eenvoudigste probeeroplossing
is wel:

y(z) = v, (230)

met A € C, v € C",v # 0. Door invullen van deze funktie in de vergelijking blijkt direkt
Av = v, dus:

De funktie (230) is oplossing van de vergelijking (227) dan en slechts dan als v een eigen-
vector is van A bij de eigenwaarde .
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Een bijzondere situatie ontstaat als de matrix A diagonaliseerbaar is. Dit betekent dat er
een basis s, ..., 8, van eigenvectoren bestaat, met respectievelijke eigenwaarden Ay, ..., A,
(waaronder gelijken kunnen voorkomen). Is eenmaal zo'n basis gevonden dan is u'(z) =
eMTsy, ..., u"(z) = e'7s, een stel oplossingen van de vergelijking (227). Door evaluatie
in z = 0 blijkt dit stel lineair onafhankelijk te zijn: de matrix U(z) = (u'(x)...u"(x)) is
derhalve een fundamentele matrix. Merk op dat U(0) = S : U is derhalve juist de reeds
eerder in (228) gevonden fundamentele matrix Y.

Voorbeeld.
Beschouw de vergelijking (227) met n = 3 en

1 =2 0
A=12 0 -1
4 =2 -1

De karakteristieke vergelijking is (1 — A)(A? + A +2) = 0. Schrijven we a = 11/7, dan

vinden we de eigenwaarden

1 , 1 .
)\1:—5—}-0[@, )\2:—§—OZZ, )\3:1

Als bijbehorende eigenvectoren vinden we achtereenvolgens

%—}—ai 1
v = 2 y 1)2:1)_1, V3 = 0
4 2

Als lineair onafhankelijke oplossingen van (227) vinden we

yi = e (1< <3).

Omdat A reeel is verkrijgen we hieruit de lineair onafhankelijke reéle oplossingen

3 a
_1 2 )
z1 = Rey, = e 27 2 cosarx— | 0 sin ox
4 0
en .
@ 2
_1 )
zg =Imy; = e 27 0 cosar — | 2 sin ox
0 4

Een derde hiervan lineair onafhankelijke oplossing is z3 = ys.
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15.3 Hogere orde vergelijkingen met constante coéfficienten

We beschouwen de hogere orde vergelijking
y(n) +a, y(n—l) +. tagy = 0 (231)

met constante coéfficienten. Herleiden we deze vergelijking tot een eerste orde vector
vergelijking, dan krijgen we een vergelijking

7= Az
met A als in (219). In het bijzonder heeft A constante coéfficiénten en kunnen we de
vergelijking in principe oplossen mbv. de methoden van de vorige paragraaf. Omdat A

zo'n speciale gedaante heeft, blijkt de situatie veel eenvoudiger te zijn. Daarom wijden we
een aparte paragraaf aan de hogere orde vergelijking met constante coéfficiénten.

De funktie y(x) = €' voldoet aan de vergelijking (231) dan en slechts dan als
N N 4ag=0 (232)

(ga nal!). Vergelijking (232) heet: de karakteristieke vergelijking van (231). De laatste
opmerking uit de vorige paragraaf doet vermoeden dat deze karakteristieke vergelijking te
maken heeft met de eigenwaardevergelijking van A. Dit is inderdaad het geval:

Lemma 15.9 Voor alle A € C geldt:
N A, A" b g = (—1)" det(A — A1)
Bewijs: We beschouwen de matrix A — Al en vegen achtereenvolgens n — 1 keer met

kolommen als volgt. De j-de keer (1 < j < n — 1) vermenigvuldigen we de j + 1 ste kolom
met M, en tellen we er de j de kolom bij op. Aldus onstaat de matrix

—A 0 - e 0
0 -2 0 0
BN = : (233)
0 At
bi(\) ... buoi(N) ba(N)

met ‘
b]()\) = —(CLO + aq A + ...+ ;1 )\]_1).
Uit de uitgevoerde bewerkingen volgt dat

det B(X) = AZ("=Dm det(A — A]).
Anderzijds volgt uit formule (233) dat
det B(A) = (=1)""" Az(=Dm g (X).
Hieruit volgt dat det(A — A) = (—=1)""1b,(N). O
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De volgende stelling maakt het in de praktijk overbodig om de homogene hogere orde
vergelijking met constante coéfficienten te herleiden tot een stelsel.

Stelling 15.10 Laten Ay,..., A, de verschillende wortels van de karakteristieke vergelij-
king (232) zijn. Zij m; de multipliciteit van de wortel X;. Dan wordt een basis van oplos-
singen van de vergelijking (231) gegeven door

e)\liL‘7 xe}\11‘7 ey xml—le)\lz‘7
e)\QCL‘7 xe}\21‘7 , xmg—le)\gz‘7
T e R kT

Bewijs: Voor 1 < j < k beschouwen we de lineaire ruimte 5; van funkties opgespannen

TN

my;—1_z\
yen, XTI TN

door de funkties e x . Uit het voorgaande lemma blijkt dat A; eigenwaarde
is van A met multipliciteit m;. Derhalve is m; een bovengrens van de maat van ieder
Jordanblok van A waarin A; voorkomt. Uit de redenering van de vorige paragraaf blijkt
nu dat iedere oplossing ¢ van (231) te schrijven is als ¢ = Zle @wj, met ¢; € 5;. 7i] S de

ruimte van alle oplossingen van (231). Dan geldt dus:

SCS+...+ 5. (234)
We weten echter dat dim S = n, terwijl uit de definitie van de ruimten S; volgt dat
dim S; < mj. De dimensie van het rechterlid van (234) is dus nooit groter dan de dimensie
van het linkerlid. Dit kan alleen als de inclusie (234) een gelijkheid is. O

Tenslotte merken we nog op: als de coéfficiénten van (231) reéel zijn, dan zijn er n
lineair onafthankelijke oplossingen. Die verkrijgt men door de reéle delen te nemen van de
complexe oplossingen. Is p een wortel van de karakteristieke vergelijking (232), dan is
dat ook, en wel met dezelfde multipliciteit. We concluderen:

Gevolg 15.11 Veronderstel dat de coéfficiénten van (232) reéel zijn. Dan kan men de
wortels van (232) ordenen als py, ..., pp, o0 £ 161, ..., a5 T 10, met w;, o, B3; reéel. Zij p;
de multipliciteit van yu;, en q; die van o +13;. Dan wordt een basis van reéle oplossingen
van de vergelijking (231) gegeven door

emT L, xp1—1eml‘7

errT L., xpr—lewr7

e cos x, ..., 217 1e™% cos By,
e sin Bz, ..., 2171 e™ T sin Bz,
e cos Byx, ..., x9 7 e cos By,
e sin B,x, ..., x4 e T sin By,
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16 Vergelijkingen met analytische coefficienten

16.1 De tweede orde vergelijking

7ij I een open interval in R. Een funktie f : I — C heet (reéel) analytisch als er voor iedere
zg € I een § > 0 bestaat zo dat f op Jzg — , g + [ te ontwikkelen is in een machtreeks:

o0

Z (v — o))", (235)

met coéfficienten a,, € C. Merk op dat uit Stelling 8.7 volgt dat de bovenstaande machtreeks
convergentiestraal minstens § heeft.
We beschouwen nu de tweede orde vergelijking
d*y dy
-7 - = 2

met p en ¢ reeéel analytische funkties I — C.

Stelling 16.1 ledere oplossing van (236) op I is reéel analytisch.

Hoewel we deze stelling niet zullen bewijzen, zullen we hem in de volgende paragraaf
in verband brengen met de complexe funktie theorie uit het eerste deel van het diktaat.
We lichten het belang van het bovenstaande resultaat toe aan de hand van een voor-

beeld.

Voorbeeld.
We beschouwen de Airy vergelijking
g2
d—z —ay =0 (237)
op het interval I = R. Hier is p(z) = 0, en ¢(2) = —z. Deze coefficiénten zijn reéel

analytisch op R; hun machtreeksen rond 0 worden gegeven door p; =0, (j > 0), en
door ¢y = —1, ¢; =0, (j > 0,7 # 1). ledere oplossing y van de Airy vergelijking
heeft volgens het bovenstaande resultaat een machtreeksoplossing van de vorm y =
S o anx™. Vullen we deze machtreeks in in de vergelijking (237), dan vinden we

in(n—l Zan =

n=2

Door herbenoemen van de sommatievariabele (m = n — 2 in de eerste en m =n + 1
in de tweede reeks) leiden we af dat

Z(m—}—l)(m—}—? Aot Zam ™ =
m=0
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Door sommeren van de twee machtreeksen in het linkerlid vinden we een machtreeks
die de nulfunktie voorstelt; hieruit volgt dat alle coéfficiéenten van de somreeks nul
moeten zijn. Voor de coéfficiént van 29 geeft dit a; = 0 en voor de coéfficiént van
m > 1 geeft dit

m
T Y

1
(m+2)(m+1

Amio = )am_l (m >1).

Deze betrekkingen laten zien dat men ag en @y vrij kan kiezen. Vervolgens kunnen
de coéfficiénten ay, as, ... achtereenvolgens bepaald worden. Betrekkingen waarbij
men coéfficiénten achtereenvolgens kan bepalen uit hun voorgangers, heten ook wel
recurrente betrekkingen. Het feit dat ag en a; vrij te kiezen zijn, waarna de overige
coéfficienten vastliggen, correspondeert met de existentie en eenduidigheid van het
beginwaardeprobleem. Er geldt immers ag = y(0) en a; = y'(0). Er bestaat een oplos-
sing y die aan deze beginwaarden voldoet, de oplossing, en daarmee alle coéfficienten
am, m > 0, wordt door deze condities volledig bepaald. Zie ook de bespreking van
de algemene situatie hieronder.

Uit de bovenstaande recurrente betrekkingen voor de coéfficienten volgt

1.4.7....(3k — 2)

azp = (3k)! do,
2.5.8....(3k—1)
a3k+1 = (3k+ 1)! ay,
a3k+2 = 0,

voor k > 0. We zullen zodadelijk zien dat de algemene theorie voorspelt dat de
machtreeks voor y(x) convergentiestraal oneindig heeft. Probeer dit ook direkt in te
zien door de formules voor de coéfficienten te gebruiken.

Ook in de algemene situatie kan men recurrente betrekkingen vinden voor de coéfficienten
van de machtreeksontwikkelingen van de oplossingen van (236). Hiervoor gebruiken we
dezelfde procedure als in het bovenstaande voorbeeld.

7ij xo € I. Dan heeft elke oplossing y van (236) een machtreeksontwikkeling rond het

punt xg, zie Stelling 16.1. In het vervolg zal blijken dat deze machtreeks uit te drukken is in
de machtreeksontwikkelingen van p, ¢ rond zq. Door verschuiving zien we dat het voldoende
is het geval o = 0 te beschouwen. We beschouwen de machtreeksontwikkelingen voor p

p(x) =D paz",  qlz) =3 qua".
n=0 n=0

7ij y een oplossing van (236). Dan heeft y een machtreeksontwikkeling

y(z) = ayz”.
n=0
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Nu is

y'(2)=> nn—1)a,2"* = (n+2)(n + 1) anp22",
n=2 n=0
terwijl
p(x)y'(x) = anxn Z(n + 1) app2” = Z (Z(k +1) ak-}—lpn—k) x"
n=0 n=0 n=0 \k=0

en tenslotte

a)y(r) =Y (z q) -

We substitueren al deze machtreeksen in de vergelijking (236) en merken op dat de in het
linkerlid verkregen machtreeks nul moet zijn. Dit kan alleen als de coéfficient van iedere
macht 2™ nul is. Passen we dit toe op de coéfficient van z°, dan vinden we

2ay + poay + qoag = 0.

Door naar coéfficienten van hogere machten te kijken vinden we algemener de vergelijkin-
gen:

(n+2)(n + Dangz + 3 ((k+ Darppa-i + arge) =0 (n > 0).
k=0
Hieruit blijkt: zijn de coéfficienten ag en ay bekend, dan kan men achtereenvolgens ay, as, . ..
uit de bovenstaande recurrente betrekkingen bepalen. Dit was te verwachten: immers
y(0) = ag, en y'(0) = ay, en vanwege de uniciteit van het beginwaardeprobleem legt dit de
oplossing y volledig vast.

Tenslotte merken we nog op dat we iets kunnen zeggen over de convergentiestraal van
de machtreeks voor y.

Lemma 16.2 Veronderstel dat de machtreeksen voor p en q rond xo beiden een conver-
gentiestraal > p hebben. Dan heeft iedere oplossing van (236) rond xq een machtreeksont-
wikkeling met convergentiestraal > p.

In de volgende paragraaf zal ook dit resultaat nader toegelicht worden.

16.2 Stelsels met analytische coefficienten

Laat I weer een open interval in R zijn. We beschouwen de vectorvergelijking (213), dus

y'(z) = A(z)y(z), (238)

met A(x) een matrix waarvan de coéfficiénten op reéel analytische wijze van « € I afhangen.
In het onderstaande zullen we zien dat het vanwege de analyticiteit natuurlijker is de
variabele @ complex te maken.

159



Figuur 24:

Beschouw weer een reéel analytische funktie f : I — C met een machtreeksontwikkeling
rond xq als in (235). Dan is f mbv. formule (235) voortzetbaar tot een complex analytische
funktie op de cirkelschijf |z — 20| < d in het complexe vlak (zie Figuur 24)! Deze voort-
zetting is uniek wegens Stelling 8.13. Door de voortzettingen voor verschillende xq € T
samen te nemen zien we dat er een open deel 2 C C bestaat zo dat I = QN R en zo dat f
een (unieke) complex analytische uitbreiding tot Q heeft (zie Figuur 24). Omgekeerd is de
restrictie tot [ van iedere op een omgeving van [ gedefinieerde complex differentieerbare
funktie een reeel analytische funktie. Passen we deze beschouwing toe op de coéfficienten
van de matrix A dan zien we (voor geschikte ) dat de coéfficiénten A;; voortzetbaar zijn
tot complex differentieerbare funkties  — C. We beschouwen nu de complexe vectordif-
ferentiaalvergelijking

L j() = A1) (239)

Hierbij is A(z) dus een n X n matrix waarvan de coéfficiénten A(z);; complex differentieer-
bare funkties op een open verzameling ! C C zijn. Onder het oplossen van de vergelijking
verstaan we nu het vinden van alle complex differentieerbare funkties f : Q@ — C" die
voldoen aan (239). In dit verband hebben we een fraaie lokale existentie en eenduidig-
heidsstelling. Het bewijs geven we hier niet.

Stelling 16.3 Zij A(z) complex differentieerbaar op een open verzameling ), en zij zo € €.
Dan is er voor iedere ¢ € C™ precies één lokaal rond zo gedefinieerde (complex differen-
tieerbare) oplossing f van (239) met f(z) = c.

Over globale voortzetbaarheid van oplossingen kunnen we iets zeggen als we een beper-
king aan €) opleggen.

Definitie 16.4 Een samenhangende open verzameling 2 C C heet enkelvoudig samenhan-
gend als iedere in 0 gelegen gesloten continue kromme continu samentrekbaar is tot een
punt, zonder daarbij £ te verlaten.

Intuitief betekent enkelvoudige samenhang dat {2 geen gaten heeft.
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Voorbeelden.
(1) De verzamelingen C, {z € C; Rez > 0}, {z € C;|z| < R}, en C\ |—00,0] zijn

enkelvoudig samenhangend.

(2) De verzamelingen {z € C; |Z| > R}, C\ {0}, en {z € C; p < |z] < R} zijn wel

samenhangend, maar niet enkelvoudig samenhangend.

We hebben nu de volgende stelling die we niet zullen bewijzen.

Stelling 16.5 7ij A(z) complex differentieerbaar op een enkelvoudig samenhangende open
verzameling Q C C. Dan is iedere lokaal gedefinieerde oplossing van (239) voortzetbaar tot

Q.

Met behulp van dezelfde techniek als in het bewijs van Stelling 15.2 concluderen we nu:

Gevolg 16.6 7ij A complex differentieerbaar op de open verzameling €). Dan is de ruimte
S van alle op Q gedefinieerde oplossingen van (239) een n-dimensionale complexe vector-
ruimte.

Onder een fundamentele matrix voor (239) verstaan we weer een n x n matrix Y (z) van
complex differentieerbare funkties op {2, waarvan de kolommen een basis van de oplossings-
ruimte S vormen. Ga zelf na dat de Stellingen 15.4, 15.5 en 15.6 versies voor de huidige
context hebben.

We keren nu terug naar de situatie van de reéel analytische vergelijking (238) op een
open interval I. We kunnen €2 C C zo kiezen dat ) enkelvoudig samenhangend is, terwijl
I C Q. en zo dat A complex analytisch voortzetbaar is tot 2. Op ) heeft de voortgezette
vergelijking een fundamentele matrix met complex differentieerbare funkties. Beperken we
die fundamentele matrix weer tot I, dan zien we:

Gevolg 16.7 7ij A(x) reéel analytisch in de variabele x € I. Dan is iedere oplossing van
(238) een reéel analytische funktie op 1.

We passen het bovenstaande nu toe op de tweede orde vergelijking (236) uit de vorige
paragraaf. We kunnen deze vergelijking weer op de gebruikelijke wijze herschrijven als
een vectorvergelijking, vgl. (219), maar nu met A(z) reéel analytisch. Derhalve is elke
oplossing van (236) reéel analytisch, dus Stelling 16.1 geldt.

Lemma 16.2 leiden we nu als volgt af. We beschouwen de open schijf Q in C met
middelpuint zg en straal p, en het interval J = QN R =|zg — p, 20 + p[. Dan hebben p en
q en dus A een complex analytische voortzeting tot Q. Wegens Stelling 16.5 heeft iedere
lokale oplossing van het stelsel rond ¢ een complex analytische voortzetting tot 2. Tedere
rond zq gedefinieerde oplossing y van (236) heeft derhalve een analytische voortzeting tot
Q. De machtreeks van deze oplossing rond x4 heeft dus convergentiestraal minstens p.
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17 Vergelijkingen met singuliere coefficienten

17.1 De tweede orde vergelijking

Doel van deze paragraaf is inzicht te verkrijgen in het gedrag van oplossingen van de
vergelijking

V)4 g ) (o) + o ale) u(e) = 0 (210)

Hierbij wordt verondersteld dat p en ¢ reéel analytische funkties zijn met een machtreek-

r —a

sontwikkeling rond a die convergeert op het interval [ = Ja — p,a 4+ p| (a € R,p > 0).
De coéfficiénten in de bovenstaande vergelijking hebben een singulariteit in * = a. De
coéfficient van de j-de orde afgeleide heeft in a een pool van 2 — 7 de orde: een dergelijke
vergelijking heet regulier singulier in het punt a (in oudere literatuur spreekt men wel van
een zwak singulier punt). Men kan niet verwachten dat de oplossingen van (240) regulier
zijn in © = a. We beperken ons daarom tot het interval J = ]a,a + p[. Oplossingen zijn
altijd voortzetbaar tot het gehele interval J; de ruimte S van op J gedefinieerde oplossingen
is een tweedimensionale complexe vectorruimte en bestaat uit analytische funkties.

Voorbeelden.
Voorbeelden van (240) zijn onder andere de vergelijking van Laguerre (zie Paragraaf
18.3) en de vergelijking van Bessel (zie Paragraaf 18.4). We verwijzen naar deze
voorbeelden ter illustratie van de hieronder behandelde algemene theorie.

Door translatie kunnen we de vergelijking (240) overvoeren in een soortgelijke vergelijking
met a = 0. In het vervolg beperken we ons daarom tot het geval a = 0.

De Euler vergelijiking. Om inzicht te krijgen in wat we kunnen verwachten, beschouwen
we eerst het geval dat de funkties p en ¢ constant zijn, dus p(x) = pg en ¢(x) = go. De 70
verkregen vergelijking heet een tweede orde Fuler vergelijking:

'+ por™ 'y 4 qor Ty =0 (241)
op J =]0,00[. We beschouwen nu de funktie v : R — C, gedefinieerd door u(t) = y(e').
Merk op dat
d(1) = ely'(eh), w'(1) = 2y (eh) + ety ().
Hieruit volgt dat
u"(t) + (po — D)u'(t) + qou(t) = 0. (242)
De 7o verkregen vergelijking met constante coéfficiénten heeft als karakteristieke vergelij-
king:
A2+ (po— 1)A 4+ qo = 0. (243)
Heeft deze vergelijking twee verschillende wortels Ay en Ay, dan heeft (242) de twee lineair

onafhankelijke oplossingen: wuj; = €127, De Fuler vergelijking (241) heeft dan de lineair
onafhankelijke oplossingen

yi(r) = uj(logz) = eV'ET =™ (j=1,2).
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Heeft de vergelijking (243) een tweevoudige wortel A, dan heeft (242) twee lineair onafhan-
kelijke oplossingen
uq(t) = M en us(t) = te,

Voor de oorspronkelijke vergelijking (241) krijgen we in dit geval de twee lineair onafhan-
kelijke oplossingen
yi(z) =2 en yy(x) =z logz.

Merk op dat we in de oorspronkelijke vergelijking ook direkt een oplossing van de vorm
y(z) = " hadden kunnen proberen. Dit leidt weer tot de vergelijking (243).

De algemene vergelijking. We keren nu weer terug tot de oorspronkelijke vergelijking
(240). Geinspireerd door het speciale geval proberen we een oplossing te vinden van de
vorm y(z) = 2" f(x), met f een in de buurt van @ = 0 gedefinieerde analytische funktie.
We kunnen daarbij veronderstellen dat f(0) # 0: anders zouden we een macht van x naar
buiten kunnen halen. Zo'n f heeft een machtreeksontwikkeling f(z) = 3 a,2™ met ag # 0.
We proberen in feite dus een oplossing van de vorm

y(x) = ianxr'm (244)

(ap # 0) te vinden.

Voorbeeld.
Als voorbeeld beschouwen we de volgende vergelijking
1
2y + xy 4 (2° — §)y = 0. (245)

Dit is de Besselvergelijking met A = %, zie Paragraaf 18.4. De vergelijking heeft
x = 0 als reguliere singulariteit. Dit zien we in door de vergelijking te delen door 22,

waardoor de coéfficiént van y” gelijk wordt aan 1 :

z? -1

1
y'+ —y' + —5"y =0.
T T

Deze vergelijking is gelijkwaardig met (245) en heeft de gedaante (240) met oo = 0,
p(xz) =1en g(z)=2>—3.

We proberen nu een oplossing y(x) van de vorm (244) met ag # 0. Een dergelijke
funktie y voldoet aan

o0

y'(x) = Z(r—}—n)anxr‘m_l
n=0

V@) = 04 m)rn— D
n=0
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Invullen in (245) levert

(0] (0] (0] (0] 1
Z(r +n)(r+n— 1)anxr+” + Z(r + n)anxr‘m + Z a,x" Tt — Z §angg”+” = 0.
n=0 n=0 n=0 n=0

Door herbenoemen van de sommatievariabele in de derde reeks (m = n+2) en apart
nemen van de termen met machten " en 2"t vinden we

1 1 i 1
ao(r® — §)$T +a((r+1)°* - §)$T+1 + Y [am((r+m)* — §) + apma]a™™ = 0.

m=2

Delen we deze gelijkheid door 2" dan vinden we een machtreeks die de nulfunktie
voorstelt. Dit betekent dat alle coéfficiénten van de machtreeks nul moeten zijn. Voor
de coéfficiént van z” levert dit ag(r? — %) = 0. Aangezien we verondersteld hadden
dat ag # 0, levert dit een vergelijking voor r, de zogenaamde indexvergelijking. In

dit geval luidt de indexvergelijking

r?=_.

9
De wortels van de indexvergelijking zijn r = :l:%. We nemen eerst r = % en proberen
de corresponderende oplossing y te vinden. Het nul zijn van de coéfficiéent van z"+! =
243 levert: 15a1/9 = 0 dus a; = 0. Het nul zijn van de coéfficiént van 2"+, m > 2

levert de recurrente betrekkingen:
2
amm(m + g) + g =0 (m > 2).

Hieruit blijkt dat alle coéfficienten vastliggen zodra aq vastligt. Er geldt dat a,, =0
voor oneven m. Voorts leidt men uit de recurrente betrekkingen gemakkelijk af dat

(—1)*ao
[(2k)(2k —2)---2J[(2k + 3))(2k =2 —=3)--- (2= 3)]

3

Aok =

In het bijzonder blijkt uit het bovenstaande dat er één reeks y4 () van de vorm (244)

te vinden is met r = % en ag = 1, die voldoet aan de vergelijking (245).

Op soortgelijke wijze als in het bovenstaande ziet men in dat ook de tweede wortel
r = —1 van de indexvergelijking leidt tot een unieke reeks y_(z) van de vorm (244)

met r = —% en ag = 1. De recurrente betrekkingen voor de coéfficienten van deze

reeksoplossing zijn ag =1, a; = 0 en

2
Amm(m — g) + g =0 (m > 2).
Geinspireerd door het bovenstaande voorbeeld keren we terug naar de algemene situa-
tie. Het zal handig zijn de volgende notatie voor een tweede orde differentiaaloperator te
gebruiken

, d d
D=z s + xp(x)% + q(x). (246)
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Vergelijking (240) kan nu kort herschreven worden als
Dy = 0. (247)

7ij y van de vorm (244). Door de bekende vermenigvuldiging van machtreeksen toe te
passen zien we dat

Dy(z) = i_o% ((n +rin+r—1)a, + kzi:((k + ) agpa—r + akqn_k)) "t (248)

We korten dit af als

Dy(a) =3 (k Dmk(r)ak) P (249)

n=0 =0

met voor n > 0 :

Dypn(r) = (n4r)n+r—1)4+ n+7r)po+ qo;
Dor(r) = (k4 7)pu—i + Gatk als 0<k <n.

De funktie (244) voldoet aan (247) als in (248) de coéfficiént van iedere macht =" nul is.
Dit is gelijkwaardig met de betrekkingen:

Dyyp(r)a, = —:z:: Do i (r)ay (n > 0). (250)

Voor n = 0 geeft dit, daar ag # 0, de zogenaamde indexvergelijking:
r(r—1) 4 por + go = 0. (251)

Merk op dat deze vergelijking herschreven kan worden als (243).
De indexvergelijking legt alle mogelijkheden voor r vast. Laten ry, ry de wortels van
de indexvergelijking zijn. Dan is

po = 1 —ri—ry (252)
Qo = TiT2. (253)

We veronderstellen in het vervolg dat r € {ry,ry }. Dan ziet men door (251) en (252) te
gebruiken in dat

Dypn =n(n+ 2r —ry —ry)) (n >0).

Is het verschil ry — ry niet geheel, dan is 2r — ry —ry = £(r1 — r2) niet geheel, zodat
D.,n(r) # 0 voor alle n > 0. De coéfficiénten a, (n > 1) zijn in dit geval dus eenduidig
te bepalen uit de recurrente betrekkingen (250), terwijl de coéfficiént ag aan geen enkele
conditie onderhevig is. We hebben bewezen
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Stelling 17.1 Veronderstel dat het verschil van de wortels ry en ry van de indexvergelijking
(251) niet geheel is. Dan heeft (247) formele reeksoplossingen van de vorm

yi(z) = 2" (1+ i_o:l anz") (254)
yo(z) = a(1+ i_o: byx™). (255)

De coéfficiénten a,, en b, zijn uniek bepaald door de recurrente betrekkingen die ontstaan
door de reeksen voor yy5 in te vullen in (247).

Opmerking. In de bovenstaande stelling hebben we gesproken over formele reeksoplossin-
gen: daarmee bedoelen we dat we geen uitspraak doen over de convergentie van de gegeven
reeksen. Zelfs sluiten we niet uit dat ze nergens convergeren. Verderop in dit hoofdstuk
zullen we echter zien dat de voorkomende machtreeksen convergentiestraal > p hebben.

In het vervolg veronderstellen we dat de wortels van de indexvergelijking een geheel
getal verschillen. Na een eventuele verwisseling van namen kunnen we dus veronderstellen

dat ry —ry € N ={0,1,2,...}, ofwel

Uit de redenering boven Stelling 17.1 blijkt in ieder geval dat D, ,,(r1) # 0 voor n > 0. Er
is dus een formele reeksoplossing van de vorm

yi(z) = 2™ (1 + g:l an:(;”) ) (257)

waarbij de coéfficiénten a, eenduidig vastliggen door de keuze ag = 1 en de recurrente
betrekkingen (250). Op grond van het voor de Euler vergelijking gevondene moeten we
verwachten dat in een tweede oplossing logarithmen voor kunnen komen.

Stelling 17.2 Veronderstel dat de wortels van de indexvergelijking voldoen aan (256).
Dan is er een formele reeksoplossing van de vorm (257), met coéfficiénten die vastliggen
door de recurrente betrekkingen die ontstaan door invullen van de reeks in (247). Verder
is er een tweede formele reeksoplossing van de vorm

y2(z) = cyi () logz 4+ 2 Y b2 (258)

n#l

Indien ry # ry (ofwel | # 0) dan is by = 1. De coéfficiénten b, (n > 1) en ¢ zijn uniek
bepaald door recurrente betrekkingen die ontstaan door invullen van (258) in (247). Als
ry = rq, dan volgt uit de recurrente betrekkingen dat ¢ = 1.
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Opmerking. Indien ry # ry, dan kan het voorkomen dat men ¢ = 0 als oplossing van de
recurrente betrekkingen voor. In dat geval komen er dus geen logarithmen in de reeksont-
wikkelingen van de oplossingen voor.

Opmerking. In de volgende paragraaf zullen we laten zien dat ook de machtreeks - b, 2™
convergentiestraal > p heeft.

Bewijs: Het bewijs bestaat uit een nauwgezette analyse van recurrente betrekkingen. We
geven het voor de liethebber.
Beschouw reeksen

(0] (0]
u(z) = Z cpx™ ™t v(x) = Z d,x™t",
n=0 n=0

met (¢co,do) # (0,0). We gaan onderzoeken waaraan een oplossing van de vorm

o0

y(z) = v(z) + u(z)logz = > (d, + ¢, log z)a" "

n=0
moet voldoen. Er geldt:
Dy(z) = Dv(z) + Fu(z) + log x Du(x),
waarin

E = 21:% + (p(x) —1).

Hieruit blijkt dat y een formele oplossing is van de vergelijking (247) dan en slechts dan
als

Du = 0, (259)
Dv = —Fu (260)

In het bijzonder moet u dus een oplossing van (247) zijn. Verder merken we op dat

Fu(z) = fj (Z En,k(r)ck) z

n=0 \k=0
waarin
Eon(r) = 2n+r)+po—1, (261)
Eop(r) = por (0<k<m). (262)

Uit (259,260) volgt nu door nul stellen van de coéfficiénten dat (voor n > 0):

Diu(r)en = =320 Dag(r)er, (263)
Dypn(r)dy + Epn(r)e, = — Z;é (Dpi(r)di, + Enp(r)en). (264)
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We herschrijven deze betrekkingen in matrixvorm

o (51) =5 i) (3) 020

waarbij Dy i(r) 0
My i(r) = ( Eon(r) Dn,k(r))'

Co
do

zijn als det Mo o(r) = Doo(r)* = 0 : dit betekent weer precies dat r een wortel is van de

Voor n = 0 staat er Mgo(r) ( ) = 0. Omdat (co,do) # (0,0) kan hieraan alleen voldaan

indexvergelijking. In het vervolg veronderstellen we dat r = r,.

Het geval [ > 0. In dit geval geldt: F, ,(ry) = 2n 4+ ry —ry = 2n — [. Uit (264) voor
n = 0 volgt nu dat ¢g = 0. Verder is D,, ,,(r2) = n(n — (), dus uit (264) voorn =1,...1—1
volgt dat

co=¢c1=...=¢_1 =0.

Op dp ligt geen conditie (buiten het niet nul zijn) en mbv. (264) voor 1 <n <[ —1 blijkt
dat dy,...,d;—1 uit te drukken zijn in do. Voor n = [ is de vergelijking (264) gelijkwaardig
met

-1
EIJ(T’)CI = — Z th(r)dk.
k=0

Wegens Fj(ry) = 2 # 0 is ¢ hieruit uniek oplosbaar. Verder is d; niet aan enige conditie
onderhevig. Omdat M, ,, inverteerbaar is voor n > [, zijn de overige coéfficienten oplosbaar
uit (264). We merken nog op dat de reeks voor v begint met de macht ry + [ = ry, terwijl
Dv = 0. Hieruit volgt dat v = ¢y;. Nemen we dy = 1,d; = 0 dan vinden we y, met
c=e¢,b, =d,.

Het geval [ = 0. In dit geval is Mg o(rs) = 0, terwijl M,, »(r2) inverteerbaar is voor n > 0.
Hieruit blijkt dat cg en dy vrij te kiezen zijn, waarna de overige coéfficiéenten vastliggen.
Nemen we ¢g = 1 en dy = 0, dan liggen u en v volledig vast. De reeks voor u begint met
de macht 2™ terwijl Du = 0. Derhalve is u = coyy, dus y; = ulog x + v heeft de verlangde
vorm. O

Opmerking. Met de bovenstaande methoden kan men zelfs laten zien dat iedere formele
reeksoplossing van de vorm

y(x) = i(dn + ¢, log x)z" " (265)

n=0

geschreven kan worden als lineaire combinatie van y; en y,. Dit gaat als volgt.
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Is (265) een oplossing van (247), dan moet r € {ry,ra} zijn. Is r = ry, dan volgt uit
het bovenstaande bewijs dat

y(z) = Ayi(x) + Bya(z),

met B =cyen A =d. Isr =r # ry, dan is det M,,,(r) # 0 voor alle n > 1 zodat
alle coéfficiénten ¢, d,, vastliggen als ¢g en dy bekend zijn. Verder is Fyg = r1 — 1y # 0,
dus d, = 0. Uit de recurrente betrekkingen voor d, volgt nu dat d, = 0 voor alle n. We
concluderen uiteindelijk dat y = coy.

17.2 Stelsels met een reguliere singulariteit

De vergelijking (240) kan herleid worden tot een stelsel. Het is een andere herleiding dan
de gebruikelijke, vanwege de singulariteiten van de coéfficiénten. Schrijf fi(z) = y(z), en
fo(x) = 2y/(x). Dan is de vergelijking (240) equivalent met het stelsel

df: 1
- = —hi),

Dit is een speciaal geval van de eerste orde vectorvergelijking met een reguliere singulariteit
inzx=0:

G Lae)fe),

dz x

met A(z) een n X n matrix die rond x = 0 analytisch van x afhangt. Verder schrijven we
f = (fi,-.., [n). Zoals in het vorige hoofdstuk bekijken we het probleem weer complex.
Veronderstel dat de machtreeks van iedere coéfficiént van A rond 0 een convergentiestraal >
p heeft. Dan heeft A een complex differentieerbare uitbreiding tot |z| < p. We beschouwen
nu het complexe probleem

LTS (267)

dz =z
op de gepuncteerde cirkelschijf Q@ = {z € C; 0 < |z] < p}.

Eerst behandelen we het geval dat A een constante matrix is. Voor een constante n xn

matrix C definiéren we

ZC — elogz C.

Dit is een matrix waarvan de coéfficienten op meerwaardige wijze van z athangen.

Voorbeelden.

(A0 . p (20
(1) AlsD-(O M),danlsz —<0 z“)’

(A1 .y (2 ZMogz\ /1 log=
(2) AlsJ-(O )\),danlsz _<2A 0 )—z (0 ] )

169



7ij 2, het deel van Q dat ontstaat door de halflijn arg z = ¢ weg te snijden (0 < ¢ < 2m).
Dan kunnen we een tak van 2z op Q, beschouwen. Merk op dat iedere andere tak van de
vorm e2"m¢:¢ is, vanwege het meerwaardige gedrag van de logarithme. Voor iedere tak

geldt (gebruik de kettingregel):

d C 1 C
EZ —;CZ .

Passen we dit toe met C' = A, dan zien we dat de kolommen van z# oplossingen van de
vergelijking (267) op €, definiéren. Verder is z4

(+4)" =

een inverteerbare matrix met inverse

We concluderen:

Lemma 17.3 Zij A een constante matrix. Dan definieert iedere tak F(z) van z een

fundamentele matrix van (267) op .

Voorbeelden.
(1) Alsn=1,danis A € C, dus z* is de gebruikelijke machtsfunktie.

(2) De Euler vergelijking (241) leidt tot (267) met

A:(O 1).
—qo 1 —po

De eigenwaardevergelijking van deze matrix is precies (243).

Als de wortels Ay en Ay verschillend zijn dan is er een inverteerbare matrix S zo dat

e (M o>
SAS_(O v

Hieruit volgt dat

0 2%

een fundamentele matrix definieert. De algemene oplossing van de Euler vergelijking

A
A_g (Z 0 ) g1

bestaat dus precies uit alle lineaire combinaties van de funkties op de eerste rij. Dit is
in overeenstemming met het eerder gevondene.
Als Ay = Ay = A, dan is er een inverteerbare matrix S met

e )\1)
SAS_<0)\,

en we vinden de fundamentele matrix

A= 8 (é 10%2) St

Ook dit is weer in overeenstemming met het eerder gevondene.
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Opmerkingen. Merk op dat het bestaan van een fundamentele matrix op €2, voorspeld
wordt door Stelling 16.5. Wezenlijk hierbij is dat €2, enkelvoudig samenhangend is. Uit de
oplossing van de Euler vergelijking blijkt dat de voorwaarde van enkelvoudige samenhang
in Stelling 16.5 noodzakelijk is om verschijnselen van meerwaardigheid te vermijden.

We zijn nu gereed om het algemene geval van niet constante A te behandelen. We kiezen
een punt xo €]0, p[. Verder brengen we een een tweetal coupures aan in {2 corresponderend
met de hoeken ¢ = 27 en @, = 17, Zij Q; = Q. De verzamelingen Q; zijn enkelvoudig
samenhangend, dus wegens Stelling 16.5 bestaat er op iedere 3, een fundamentele oplossing.
Kies de fundamentele oplossing Fy op £ die voldoet aan Fy(xo) = I. De beperking van
Fytot U ={z€ Q; Rez < 0} is een fundamentele oplossing, dus voortzetbaar tot een
fundamentele oplossing Fy op €25. De belangrijke observatie is nu dat het mogelijlk is dat
Fy(x0) # I, dus dat Fy en Iy van elkaar verschillen in een omgeving van het punt xq. Het
verschijnsel dat een fundamentele matrix door analytisch voortzetten rond 0 verandert heet
monodromie. De matrix M = Fy(xo) heet de monodromie matrix van het stelsel (266).
Omdat F, weer een fundamentele oplossing is, is M een inverteerbare matrix. Zonder
bewijs vermelden we nu het volgende resultaat (geef zelf een bewijs voor het geval n = 2 :
maak daarbij gebruik van de Jordan normaalvorm).

Lemma 17.4 7ij M een inverteerbare n x n-matrix. Dan bestaat er een n x n-matrix Ny
zo dat M = ™o,
Schrijf N = ﬁNO. Dan is M = €™V, Bekijk nu de matrix
G(z)= Fi(z)o 2N
op €.

Lemma 17.5 De matrix G(z) heeft een (eenwaardige) complex differentieerbare voortzet-
ting tot de gehele verzameling ().

Bewijs: We passen dezelfde voortzettingsprocedure toe als in het bovenstaande. Dit leidt
tot G5 op €2y met

Ga(z) = Fy(z) o (M o zQWiN) = Fy(z) o (M o ZN) .
Omdat Fi(z) = Fy(z) o M op {z € Q; Rez > 0}, volgt hieruit dat Gy = G5 op 2y N Q.

Hieruit volgt hetgeen te bewijzen was. O

Wegens Stelling 9.2 heeft ¢ op het ringgebied Q een Laurentreeksontwikkeling
G(Z) = Z szk
k=—0o0

met G constante n X n matrices. Men kan bewijzen dat er een n € N bestaat zo dat

G, = 0 voor alle k < —n. Met andere woorden: G(z) heeft ten hoogste een pool in z = 0.
Schrijven we G = N — nl, dan blijkt:
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Stelling 17.6 Er bestaat een matrix ®(z) analytisch op |z| < G, en een constante matrix
G zo dat
F(z) = ®(2)"

een fundamentele matrix van (267) definieert.

We kunnen nu laten zien dat de formele reeksoplossingen voor het oorspronkelijke
probleem (240) convergeren, dus echte oplossingen zijn.

We veronderstellen weer dat de reeksen voor p en ¢ een convergentiestraal minstens p
hebben. Passen we het hier boven gevondene toe op het stelsel (266), dan vinden we een
op |0, p[ gedefinieerde oplossing van de vorm

F(z) = CI)(a:)eRlogm.

Hierbij is R een constante 2 x 2-matrix, en ®(z) een 2 x 2-matrix met coéfficiénten die
gegeven worden door machtreeksen met convergentiestraal minstens p. We vinden nu twee
lineair onathankelijke oplossingen van het oorspronkelijke probleem, namelijk

z1(x) = F(a)11 en z9(x) = F(2)12.

7ij S een matrix zo dat ST'RS een Jordannormaalvorm heeft. Dan zijn er twee mogelijk-
heden, die we apart zullen behandelen.

(1) Geval 1: S™'RS is van de vorm D in Voorbeeld (1) voor Lemma 17.3.
(2) Geval 2: S™'RS is van de vorm .J in Voorbeeld (2) voor Lemma 17.3.

Geval 1. Uit F(x) = (I)(.’E)SZDS_I leiden we nu af dat
zi(z) = zjui(x) + 2hv,(x)

waarbij u;,v; gegeven worden door machtreeksen met convergentiestraal minstens p, en
u;(0) # 0, v;(0) # 0. Door invullen in (240) en door het beschouwen van recurrente
betrekkingen zien we dat z; = Ayjy; + Azjys, voor zekere A;; € C. Uit het feit dat z; en 2,
lineair onafhankelijk zijn volgt dat de matrix A inverteerbaar is. Derhalve zijn y; en y, te
schrijven als lineaire combinaties van z; en z,. De bijbehorende machtreeksen moeten dus
convergentiestraal minstens p hebben.

Geval 2. In dit geval hebben we dat
zj(x) = o™ (uj(x) + log 7 v;(x))

waarbij u;,v; gegeven worden door machtreeksen met convergentiestraal > p. Uit de op-
merking onder het bewijs van Stelling 17.2 volgt nu dat z; te schrijven zijn als lineaire
combinatie van y; en y;. Omdat z; en z; lineair onafthankelijk zijn zijn y; en y, te schrij-
ven als lineaire combinatie van z; en z;. Alle optredende machtreeksen hebben derhalve
convergentiestraal > p.
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18 Speciale vergelijkingen en funkties

18.1 De vergelijking van Hermite

De volgende vergelijking van Hermite speelt o.a. een rol in de quantummechanica.
y"' —2xy' + Ay =0 (268)

op R; X is een complexe constante. De coéfficienten zijn machtreeksen met convergen-
tiestraal oneindig zodat oplossingen beschreven kunnen worden door machtreeksen met
convergentiestraal oneindig. Substitutie van de machtreeks y(x) = Y02 an,z™ in (268)
geeft, na verschuiving van sommatievariabelen (zie Hoofdstuk 16):

Qa4 + Mag + Z [(m 4 2)(m + 1)amys — 2mam, + Aay,] 2™ =0

m=1
en we vinden de recurrente betrekkingen
2m — A
A
(m+2)(m+1)

iy = (m > 0).
Twee lineair onafhankelijke oplossingen y; en y, van (268) vindt men door achtereenvolgens
ap=1,ay =0 en ay = 0,a; = 1 te kiezen en de overige coéfficiénten te bepalen:
A A=A B=X)4 =M
pi(n) = 1o gt = 6! o=
2—X 5 (6=X)(2-=X)

balw) = @+ —gmats 5! v

Als A een even getal 2n is (n > 0), dan breekt precies een der beide machtreeksen af.
Het polynoom dat zo ontstaat noteren we met H,. Verderop zullen we een normalisatie
toepassen: na deling door een geschikte constante ¢, € R\ {0} ontstaat het zogenaamde
Hermite-polynoom H, = c;lﬁ[n.

Schrijven we

d? d
D=——2r—
dz? o
dan is DH,, = —2n H,,. Het n-de Hermite-polynoom is derhalve een eigenfunktie voor D

bij de eigenwaarde —2n. De differentiaaloperator D is symmetrisch tav. het inprodukt

(fog) = [ e fa)gla)da.

Hiermee bedoelen we dat (D f, g) = (f, Dg) voor voldoend gladde en niet te hard groeiende
funkties f,g: R — C. Dit zien we het gemakkelijkst in door op te merken dat

Cd e df
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en vervolgens tweemaal partieel te integreren. Het snel afnemende gedrag van de e—macht
zorgt ervoor dat daarbij geen randtermen in +oo optreden. Uit de symmetrie van D volgt
dat eigenfunkties f en g bij verschillende reéle eigenwaarden A resp. u orthogonaal zijn
tov. het inprodukt. Immers:

(A= w)(f,9) = Mf.9) — ulf,9) =(Df,g9) — ([, Dg) = 0.

In het bijzonder gelden op grond van deze algemene overwegingen de volgende orthogona-
liteitsrelaties voor Hermite-polynomen:

/Oo e_xQHn(x)Hm(x) dr =0 als n # m.

Het is nu gebruikelijk de Hermite-polynomen zo te normaliseren dat de coéfficiént van de
hoogste macht positief is, terwijl

/Oo e_IQHn(x)de = 2"n\/T.

Probeer zelf aan te tonen dat de volgende formule van Rodrigues geldt:

Ldv

dx”e

H,.(z)=(—1)e

18.2 De vergelijking van Legendre

De volgende vergelijking van Legendre:
(1 —2h)y" — 22y + Ay =0 (269)

(met A € C een constante) heeft reguliere singulariteiten in de punten = = +1. Wordt
de vergelijking op expliciete gedaante gebracht, dan blijkt dat de coéfficienten een mach-
treeksontwikkeling rond = = 0 hebben met convergentiestraal minstens 1. Rond nul zijn
oplossingen dus voor te stellen als een machtreeks

Z an,x” (270)
n=0

met convergentiestraal minstens 1. Invullen van (270) in (269) geeft de recurrente betrek-
kingen:

m(m+1)— A\
(m+1)(m+2)

Door resp. ag = 1,a; = 0 en ag = 0,a; = 1 te kiezen vinden we twee lineair onafhanke-

Amio = G (m > 0).

lijke reeksoplossingen y; resp. y,. Merk op dat y; een even en dat y, een oneven funktie
is. Zolang A niet gelijk is aan n(n 4+ 1) voor enige n € N, breken de machtreeksen niet
af. Met behulp van het quotiéntcriterium valt dan in te zien dat de machtreeksen conver-
gentiestraal precies 1 hebben (doe zelf, en vergelijk dit met de singuliere punten van de
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differentiaalvergelijking). Is A = n(n + 1) voor n € N, dan breekt precies één van beide
machtreeksen af. Na normalisatie met een (later te benoemen) multiplicatieve constante
ontstaat zo het Legendre polynoom P,(x). Schrijven we

dan zien we dat

DP, =—n(n+1)P,.
De operator D kunnen we ditmaal herschrijven als

d L d

Hieruit leiden door partiéle integratie af dat DD symmetrisch is tov. het inprodukt

(.9 = [ figtade.

De factor (1—a?) zorgt ervoor dat de bij de partiéle integratie optredende randtermen gean-
nihileerd worden. We concluderen tenslotte op grond van dezelfde algemene overwegingen
als in de vorige paragraaf dat de volgende orthogonaliteitsrelaties voor Legendrepolynomen
gelden:
1
/ P.(2)Py(x)dz = 0 als n # m.
-1

De normeringsconstanten worden meestal zo gekozen dat

1 2
/ P,(z)dz =
-1 2n + 1

en zo dat de coéfficiént voor de hoogste macht van z in P,(x) positief is.

Opmerking. De polynomen van Legendre kunnen ook gevonden worden door de oplossin-
gen te ontwikkelen in een omgeving van het regulier singuliere punt x = 1. De indexverge-
lijking is r? = 0, dus er is een oplossing die op | — 1, 1[ gegeven wordt door een convergente
machtreeks

Z bz —1)".
n=0
Leidt zelf recurrente betrekkingen voor b, af en ga na dat de machtreeks afbreekt voor

A=n(n+1), neN.

18.3 De vergelijking van Laguerre

We beschouwen de naar Laguerre vernoemde vergelijking
vy + (1 —2)y' + Ay =0. (271)
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Hierin is A € C weer een constante. De vergelijking heeft = = 0 als reguliere singulariteit.
Fr is dus een oplossing van de vorm y(z) = >.°2, a,2"t". Vullen we deze in in (271) dan
zien we na vermenigvuldiging met = dat

Z(n + r)2anx”+r + Z()\ —n—r-+ 1)an_1x”+r =0.
n=0 n=1

Nul stellen van de coéfficiént van 2" geeft de indexvergelijking r* = 0, zodat r gelijk moet
zijn aan nul. De oplossing is dus voor te stellen door een machtreeks. Nul stellen van de
overige coéfficiénten levert de recurrente betrekkingen

mla, = (m—1-=Nan_1 (m>1).
De machtreeks breekt dus precies dan af als A = n € N. Het polynoom dat zo ontstaat
heet na geschikte normalisatie het Laguerre-polynoom L, (x). Schrijven we
d? d
D=2—+ (1 —2)—
T da? + Jlj)d:z:

dan is J J
D=e"—ze"—.

dz dz
Hieruit volgt dat D symmetrisch is tov. het inprodukt

(fog) = [ e fa)gla) da.

Op grond van de in Paragraaf 18.1 behandelde algemeenheden gelden weer de volgende
orthogonaliteitsrealties:

/ e " Ly(x)Ln(z)de =0 (n#m).
0
Het is gebruikelijk de Laguerre-polynomen zo te normeren dat de leidende coéfficént positief
is terwijl
/ e " Ly(z)* de = 1.
0

Merk op dat men de Laguerre-polynomen kan verkrijgen door toepassing van het Gramm-
Schmid orthogonalisatieproces op de rij 1,2z, 2%,... tav. het bovenstaande inprodukt.

18.4 De vergelijking van Bessel

De volgende vergelijking van Bessel speelt een belangrijke rol in de potentiaaltheorie en
vele andere delen van de theoretische fysica:

" 1 / )\2
vyt (1— ﬁ)y = 0. (272)
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Hierin is A > 0 een reéle constante. Door de coéfficiént van y te herschrijven als 272 (22— \?)
zien we dat @ = 0 een regulier singulier punt is. Formele reeksoplossingen van de vorm
besproken in Paragraaf 17.1 convergeren op het interval I =] 0, 00[. De indexvergelijking
is 72 — A? = 0. Er is derhalve een oplossing van de vorm

y(z) =z i_o% anx” (273)

op I met ag # 0. Na geschikte normalisatie (die we verderop zullen specificeren) wordt
deze oplossing de Bessel-funktie van de eerste soort en orde A genoemd, notatie J,. Merk
op dat Jy(x) een limiet heeft voor x | 0. Voor A > 0 is deze nul, voor A = 0 is hij gelijk
aan da.

Door de reeks (273) in te vullen in de Bessel-vergelijking en met z? te vermenigvuldigen

krijgen we

Z [n(n +2XN)a, + a,_o] 2" =0,

n=0
waarbij we de notaties a_y = a_; = 0 gehanteerd hebben. Dit levert de recurrente betrek-
kingen

a, =

1
—_——— > 1).
n(n—}—?)\)a 2 (n=1)

Hieruit blijkt dat a,, = 0 voor oneven n, terwijl

1 Qo

2272ml(m 4+ N)(m—=14+X)--- (1 +X)

aom = (—1)™

(m >1).

We merken nu op dat uit I'(k+ X+ 1) = (k+ A\)T'(k + A) volgt dat

aOF()\ + 1)
222! T'(m 4+ A + 1).

m

asm = (—1)

1

Het is nu gebruikelijk ag = PTOTT)

te kiezen, zodat

(_1)mx2m
m!T(m+X+1)

Ja(z) = 2 Z Svram (274)
m=0

Bessel-funkties van de tweede soort. Gebruik makend van de in Hoofdstuk 17
behandelde theorie zoeken we nu naar oplossingen van de Bessel-vergelijking die lineair
onafhankelijk zijn van J,.

Als 2X\ ¢ N dan bestaat er een oplossing van de vorm ys(z) =
272320 b,z™. Door invullen in de Bessel-vergelijking ontstaan dezelfde recurente betrek-
kingen voor de coéfficienten als de hierboven gevondene, indien men daarin overal A door
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— X vervangt. Als tweede oplossing vinden we zo de Bessel-funktie van de tweede soort,

orde — )\ : (1) ,
— 1)y
=
Joale) = Z (27 T(m — A + 1)

(275)

Als 2X een oneven natuurlijk getal is, dan is m — A 4+ 1 nooit een singulier punt voor de
Gamma-funktie, zodat de reeks (275) welgedefinieerd is. Invullen in de Bessel-vergelijking
leert ons dat de reeks (275) nog steeds een oplossing is. Blijkbaar bevinden we ons in de
situatie van Stelling 17.2 met ¢ = 0.

Het geval X = n € N. In dit geval is

xn—}-?m

Iie) = 3 (1)

2n+2miml(n + m)!

De reeks is een machtreeks met convergentiestraal oo, waaruit we concluderen dat de
Bessel-funktie .J,, een analytische voortzetting tot het complexe vlak toelaat.
Op grond van Stelling 17.2 is er een van J, lineair onafhankelijke oplossing van de vorm

yo(z) = cJy(x)loga + 27" be
m;£2n
Deze ligt vast als we eisen dat by = 1. Als Bessel-funktie van de tweede soort, orde n neemt

men meestal een lineaire combinatie Y,,(2) van J,(2) en y2(x) die een fraai asymptotisch
gedrag in oneindig bezit (zie verderop).

Het geval n = 0. We beschouwen in het bijzonder het geval n = 0. Er geldt dat

1 (="
(2m)2- (2m —2)2.--1  22m(m!)?’

aom = (—1)™

dus

x? x?

22 (11)2 e (212

Er is een hiervan lineair onafhankelijke oplossing

Jo(z)=1—

y2(z) = Jo(x)logz + v(z) met wv(x)= il b,z

Door invullen hiervan in de Bessel vergelijking vinden we
220" + v’ + 2% = —2xJ5(2)
(vgl. met (260)), waaruit weer de recurrente betrekkingen

nb, + by =—a, (n>1)
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volgen (hierbij interpreteren we b_; en by als 0). We concluderen dat b, = 0 voor oneven
n. Schrijven we H,, = (—1)"T122"(m!)?by,,, dan volgt uit de recurrente bhetrekkingen en
de gevonden formule voor ay,, dat H; =1 en mH,, — mH,,_y = 1. Derhalve is

1 1
Hp= 14540,

n

en
yg(:l?) = JO(.’E) logx + mEZI W.’EQ .

Het is gebruikelijk om voor de tweede onafhankelijke oplossing een lineaire combinatie
Yo(2) van Jo en y2 te nemen, namelijk

Vo(r) = 2 [(3 — log 2)Ju(x) + wol)].

met v de in Hoofdstuk 3 gedefinieerde constante van Fuler. De zo gedefinieerde Yy heet de
Bessel-funktie van de tweede soort en orde 0.

Asymptotisch gedrag. We onderzoeken het gedrag van oplossingen van de Bessel-
vergelijking voor & — co. Schrijven we

2(x) =V y(a),

dan gaat de Bessel-vergelijking over in

40 — 1
2//—}—(1— )Z:O

4x?

Door termen van de orde m% te verwaarlozen als © — oo ontstaat de harmonische vergelij-
king. Men kan aantonen dat iedere oplossing z van de bovenstaande vergelijking benaderd
kan worden met een oplossing A cos(x 4+ n) van de harmonische vergelijking:

z(x) = Acos(z +1n)+ O(é) (x — 00).

Hieruit volgt voor de oorspronkelijke oplossing y dat

A 5
y(x) = ﬁ cos(x +n)+ Oz~ 2) (x — 00).
We concluderen dat Bessel-funkties oscillerende funkties zijn met afnemende amplitude.
In het bijzonder hebben ze aftelbaar oneindig veel nulpunten op ] 0, col.
Men kan in het bijzonder aantonen dat

Jo(2) = (i)% cos (x — W) + O(x_%) (x — 00).
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Er bestaat precies één tweede oplossing Y, van de Bessel-vergelijking (A = n) met asymp-
totisch gedrag:

2

T

o=

V(o) = (

)z sin (x - M) +O(77) (2= ).

4

Het is gebruikelijk om dit de Bessel-funktie van de tweede soort en orde n te noemen.

Opmerking. Als )\? = i, dan levert de hierboven besproken transformatie exact de har-
monische vergelijking. Men kan laten zien dat

2
J%(:z:) = (E)% sin x
2 1
J = (—)2
_%(J?) (7rx)2 cos
In het algemeen kunnen Bessel-funkties met A = n 4+ %, n € N uitgedrukt worden in

dergelijke elementaire funkties.

Orthogonaliteitsrelaties. Ditmaal houden we A > 0 vast. Voor a > 0 beschouwen we
de funktie
b, (2) = Jy(ax).

Schrijf

Uit de Bessel-vergelijking voor Jy volgt dat
Do, = o’z D,
Verder volgt, door partiéle integratie te gebruiken, dat (voor 0 < § < 1):
1 1
| Dit@)g(a) da— [ fw) Dy(a) da = lof (@)g(x) = o f(2)g/(2)];

voor twee keer continu differentieerbare funkties f en g. Passen we dit toe op f(z) = ®,
en g(x) = &g, dan vinden we dat

(0 = 3°) [ (@) \(Be) de = [o(a i aa) \(32) = Bx{aa) T (5]

Door de limiet voor § | 0 te nemen blijkt tenslotte
Stelling 18.1 Als a, 3 > 0 verschillende nulpunten zijn van Jy (of van J\) dan geldt:

/01 x y(ax) Jy(Bx) de = 0.
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19 Appendix: injectief, surjectief, bijectief

In het dictaat worden regelmatig de termen injectief, surjectief en bijectief gebruikt. Het
gaat hier om begrippen die in een zeer algemene situatie gedefinieerd zijn, namelijk de
situatie van een afbeelding f : A — B, met A en B verzamelingen (spreek uit: een
afbeelding f van A naar B). Door de afbeelding f wordt aan ieder element a € A precies
één element van B toegevoegd, dat genoteerd wordt met f(a).

De afbeelding f : A — B heet injectief indien voor elk tweetal verschillende elementen
arp,az € A geldt: f(ay) # f(as). In woorden: verschillende elementen hebben verschillende
beelden. In deze situatie wordt de verzameling A als het ware ‘in” B gelegd zonder dat
daarbij elementen samen vallen; dit verklaart de naamgeving.

De afbeelding f: A — B heet surjectief (of ‘op’) indien voor elk element b € B een
element a € A bestaat met f(a) = b. In woorden: ieder element van B treedt op als beeld
onder f van een element van A. In deze situatie wordt A door f als het ware ‘op” B gelegd
(denk aan het Franse ‘sur’).

Tenslotte heet de afbeelding f : A — B bijectief als [ zowel injectief als surjectief is.
Dit betekent dat ieder element b € B optreedt als beeld van een element a dat bovendien
uniek door b bepaald is. Dit unieke element wordt dan wel genoteerd met f~'(b); de
afbeelding f~' : B — A heet de inverse van de bijectieve afbeelding f. In deze situatie
brengt f een zogenaamde 1-1 correspondentie tussen de elementen van A en B tot stand.
Met a € A correspondeert het element f(a) € B; met b € B correspondeert het element
F71(b) van A.

Voorbeelden.

(1) De funktie f : x — 2* R — R is niet injectief. Tmmers er geldt f(—1) =1 = f(1).
Anderzijds is de beperking g = f|jo,.o[ van f wel injectief. Immers uit =,z > 0 en

f(z1) = f(x2) volgt x1 = 4.

(2) De funktie f : z — 2%, R — R is niet surjectiel. Immers er is geen * € R met
2? = —1. Merk op dat de funktie g : C — C, z + 2% wel surjectief is. Immers voor

iedere z € C bestaat een w € C met w? = 2.

(3) De funktie f: x — ", R —]0, 00 is bijectief. Immers, uit ¢”* = €™ volgt dat 21 = x4,
dus f is injectief. Verder bestaat er voor iedere y > 0 een x € R zo dat " = y, dus
f is surjectief.

Merk op dat de inverse f~! van de funktie f gelijk is aan de logarithmische funktie
log :]0, co[— R.
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