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We study holomorphic families of K-finite eigenfunctions on symmetric spaces
G�H, called functions IIhol (4) by analogy with [HC]. Eisenstein integrals (cf. [B3],
[D]), suitably normalized by a polynomial factor, provide examples of such
families. A function IIhol (4) is said II $hol (4), if, roughly speaking, its constant term
along any _%-stable parabolic subgroup is a finite sum of functions IIhol (4s), where
4s varies in a determined finite set. We prove that, for a function II $hol (4), one can
form wave packets in the Schwartz space. We prove also a criterion for a function
IIhol (4) to be II $hol (4). An important fact is that, for minimal _%-stable parabolic
subgroups, our criterion implies, with the help of the Maas�Selberg relations (cf.
[B2], [B3]), a normalization of Eisenstein integrals. All the article relies on the
theory of the constant term (cf. [C]). � 1996 Academic Press, Inc.

0. Introduction

Soit G un groupe de Lie dans la classe de Harish�Chandra, _ une involu-
tion de G, % une involution de Cartan de G commutant avec _, H un sous-
groupe ouvert du groupe des points fixes de _, K le groupe des points fixes
de %. Soit L=MA la _-de� composition de Langlands d'un sous-groupe de
Le� vi _ et % stable L d'un sous-groupe parabolique _%-stable de G. On sup-
pose que M�M & H posse� de des se� ries discre� tes. Dans cet article, on
s'inte� resse a� des familles de fonctions sur G�H, propres sous l'action de
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l'alge� bre D(G�H) des ope� rateurs diffe� rentiels invariants a� gauche sur G�H.
Ces familles (F&) de� pendent holomorphiquement d'un parame� tre & variant
dans une bande a*==[& # a*C | &Re &&<=], et ve� rifient des conditions
d'holomorphie en &, de croissance uniforme, de K-finitude, et sont propres
sous l'action de D(G�H) pour une valeur propre de� pendant simplement de
& et d'un parame� tre 4 (de� crivant, dans l'application aux inte� grales
d'Eisenstein, l'action de D(M�M & H) sur une se� rie discre� te de M�M & H).
On re� sume ces proprie� te� s en disant que ces familles (F&) sont IIhol (4) et
K-finies (cf. De� finition 1). On suit ici d'aussi pre� s que possible la
terminologie de Harish�Chandra (cf. [HC]).

Ces familles ont e� te� e� tudie� es en ge� ne� ral (dans leur version |-sphe� rique)
dans [C]. Des exemples sont fournis par les inte� grales d'Eisenstein (cf.
[B3], [D]). Toujours par analogie avec [HC], on de� finit au 9 4 les fonc-
tions II $hol (4) (De� finition 2). Essentiellement, une famille IIhol (4), (F&), est
II $hol (4) si et seulement si, pour tout sous-groupe parabolique _%-stable Q,
le terme constant de (F&) le long de Q est une somme de fonctions IIhol (4s)
relativement a� LQ�LQ & H pour s de� crivant un ensemble fini W 0(aQ , a) (cf.
De� finition 2). Ici LQ est le sous-groupe de Le� vi %-stable de Q. On montre
que toute famille IIhol (4), multiplie� e par un polynôme convenable en &, est
II $hol (4). De plus, on peut choisir un tel polynôme sous-forme d'un produit
fini de fonctions affines de direction re� elle sur a*C .

Par ailleurs, on donne une condition suffisante pour qu'une famille (F&),
quotient d'une famille IIhol (4) par le produit d'un nombre fini de fonctions
affines de direction re� elle sur a*C , soit de type II $hol (4). On note a< un sous-
espace abe� lien maximal de l'espace des e� le� ments antiinvariants de g par _
et %, qui contient a. Essentiellement, si pour tout sous-groupe parabolique
_%-stable de G de la forme Q=Pk avec k # NK (a<) et P un sous-groupe
parabolique _%-stable de G, de sous-groupe de Le� vi %-stable e� gal a� MA, le
terme constant de (F&) le long de Q s'e� crit sous forme d'une somme finie
de fonctions IIhol (4s), s # W0(aQ , a), relativement a� LQ �LQ & H, alors (F&)
est II $hol (4). Ce crite� re est tre� s proche d'un crite� re de Harish�Chandra dans
le cas des groupes ([HC] The� ore� me 11.1).

Cette condition suffisante s'applique facilement aux inte� grales
d'Eisenstein pour les sous-groupes paraboliques _%-stables minimaux et
permet de les normaliser (cf [BS] pour une autre de� monstration).

Enfin, on forme les paquets d'ondes dans l'espace de Schwartz. Soient d&
une mesure de Lebesgue sur l'espace - &1a*, S(- &1a*) l'espace de
Schwartz de - &1a*, (F&) une famille II $hol (4). Pour tout : # S(- &1a*)
et x # G�H, l'inte� grale �- &1a* :(&)(F&)(x) d& est absolument convergente et
de� finit une fonction note� e W:,F . De plus, W:, F est un e� le� ment de l'espace de
Schwartz C(G�H) de G�H, et la correspondance : [ W:, F est une applica-
tion line� aire continue de S(- &1a*) dans C(G�H) (cf. [HC] dans le cas
des groupes).
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1. Ge� ne� ralite� s

On utilise les conventions de [D] 9 1.1 (par exemple, si S est un groupe
de Lie, s de� signe son alge� bre de Lie, e son e� le� ment neutre, etc.. . .).

Soit G un groupe de Lie re� ductif dans la classe de Harish-Chandra, _
une involution de G, % une involution de Cartan de G commutant avec _,
H un sous-groupe ouvert du groupe G_ des points fixes de _, K le groupe
des points fixes de %. Soit s (resp. q) le sous-espace propre de la diffe� ren-
tielle de % (resp. _), note� e encore % (resp. _), pour la valeur propre &1. Si
P est un sous-groupe parabolique a _%-stable de G, on note P=MPAPNP

sa _-de� composition de Langlands. On note LP=MPAP le sous-groupe de
Le� vi %-stable de P. On note 2(nP , aP) l'ensemble des poids de aP dans nP

et a+
P :=[X # aP | \: # 2(nP , aP), :(X)>0]. On notera \P l'e� le� ment de a*P

de� fini par \P(X)= 1
2 tr(ad X |nP). Si MP�MP & H posse� de des se� ries dis-

cre� tes, on dit que P est _-cuspidal. Dans toute la suite de l'article, a<

de� signera un sous espace abe� lien maximal de s & q fixe� une fois pour toutes.
Un sous-groupe parabolique P de G sera dit standard si P est _%-stable et
aP �a< . L'ensemble (fini) des sous-groupes paraboliques standards de G
sera note� P(G). L'ensemble des sous-groupes de Le� vi %-stables des e� le� ments
de P(G) sera note� L(G).

On utilisera les notations habituelles kd :=(k & h)+- &1(s & h), sd :=
(s & q)+- &1(k & q), et gd :=kd+sd. On note _d la restriction a� gd du
prolongement C-line� aire de % a� gC .

Si ad est un sous-espace de Cartan _d-stable de sd, on de� finira
ad

s :=ad & s & q, espace que l'on notera parfois a. De même, on de� finira
ad

k :=ad & - &1(k & q) de telle sorte que ad=ad
s �ad

k . On dit qu'un tel
espace ad est un sous-espace de Cartan standard si a :=ad

s �a< . Dans ce
cas, le centralisateur L de a dans G, qui est _ et % stable, est un e� le� ment
de L(G). On notera L=MA la _-de� composition de Langlands de L. On
a A=exp a. On notera parfois ad

M le sous-espace ad
k .

Dans tout ce qui suit, D(G�H) de� signera l'alge� bre des ope� rateurs dif-
fe� rentiels sur G�H invariants par les translations a� gauche par les e� le� ments
de G. Si ad est un sous-espace de Cartan de sd, on dispose de
l'isomorphisme de Harish�Chandra #ad : D(G�H) � S(ad)Wd

, ou� Wd est le
groupe des automorphismes de ad engendre� par les re� flexions associe� es
aux racines de ad dans gd. Si F # C�(G�H) et * # (ad )*C , on dira que F
est D(G�H) propre pour la valeur propre * si et seulement si DF=
(#ad (D))(*) F pour tout D # D(G�H).

Si L=MA est la _-de� composition de Langlands de L # L(G), on note,
pour & # a*C et x # G�H, |(&, x)| :=(1+&&&)(1+{(x)). Ici, on a fixe� une
forme biline� aire syme� trique B sur g, Ad G-invariante et telle que la forme
X [ &X&2 :=&B(X, %(X)) soit positive de� finie. La norme sur a*C est celle
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qui de� rive de la structure euclidienne de a induite par la structure corres-
pondante de g. D'autre part, lorsque g=keXh, avec k # K, X # a< , h # H,
on a de� fini, {(gH)=&X&. Enfin, on note 3 la fonction sur G�H telle que
3(gH)=5(g_(g)&1)1�2 pour g # G.

2. Fonctions de type II(4)

Soit ad un sous-espace de Cartan standard de sd, a :=ad
s et L=MA la

_-de� composition de Langlands du centralisateur (_ et % stable) dans G de
a, L=ZG(a). On note comme pre� ce� demment ad

M :=ad
t et on fixe un

e� le� ment 4 # (ad
M)* (donc re� el sur ad

M) ve� rifiant la condition:

4 est re� gulier par rapport aux racines de ad dans le
centralisateur de a dans gd. (2.1)

On conside� re un sous-espace V de C�(K), de dimension finie et invariant
par les translations a� gauche et a� droite associe� es aux e� le� ments de K (on
dira biinvariant par K dans la suite). Si =>0, on note:

a*= :=[& # a*C |&Re &&<=].

De� finition 1. E� tant donne� les re� els =>0 et r>0, on dira que F est une
fonction IIhol (4, =, r) de type V si et seulement si elle satisfait les conditions
suivantes:

(i) F est une fonction de classe C� sur a*=_G�H a� valeurs
dans C. On notera, pour & # a*= et x # G�H, F&(x)=F(&, x). (2.2)

(ii) Pour tout x # G�H et D # U(g), la fonction & [ LDF&(x)
est holomorphe sur a*= . (2.3)

(iii) Pour tout & # a*= , la fonction F& est D(G�H) propre pour
la valeur propre 4+&. (2.4)

(iv) \D # U(g), _n # N, _C>0, \x # G�H, \& # a*= , |LDF&(x)|�
C |(&, x)|n 3(x) er &Re && {(x). (2.5)

(v) Si on de� finit la fonction 8 : a*=_G�H � C �(K) par la
relation:

\& # a*= , \x # G�H, \k # K, (8(&, x))(k)=F(&, kx), (2.6)

8 prend ses valeurs dans V.

Les conditions (i) a� (iv) signifient, dans la terminologie de [D], que la
fonction F & de� finie par F &(&, x)=F(&&, x) appartient a� l'espace
T(G�H, 4, =, r), i.e. est une famille uniforme� ment tempe� re� e de croissance
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exponentielle r. La condition (v) est une condition de K-finitude. Dans le
cas ou� (|, V|) est une repre� sentation de dimension finie de K, on de� finit
de fac� on e� vidente les fonctions IIhol (4, =, r), |-sphe� riques, par des condi-
tions analogues a� (i), (ii), (iii), (iv) (re� fe� re� es (2.2)$, ..., (2.5)$ par la suite). Il
est clair que si F est une fonction IIhol (4, =, r) de type V et | la repre� senta-
tion re� gulie� re droite de K dans V, la fonction 8 introduite en (v) est
IIhol (4, =, r), |-sphe� rique.

On notera, pour F de� finie sur a=*_G�H, S partie finie de U(g), r>0 et
n # N:

&S, =
n, r(F ) := Sup

D # S, & # a=*, x # G�H
|(&, x)|&n 3(x)&1 e&r &Re && {(x). (2.7)

Soit V un sous-espace vectoriel de dimension finie de C�(K), biinvariant
par K, et (.1 , ..., .p) une base orthonormale de V pour le produit scalaire
induit sur V par celui de L2(K). Si F est une fonction IIhol (4, =, r) de type
V, on lui associe les fonctions Fi , i=1, ..., p, de� finies sur a=*_G�H par la
relation:

\& # a=*, \x # G�H, Fi (&, x)=|
K

F(&, kx) .i (k) dk. (2.8)

Alors:

\& # a=* , \x # G�H, \k # K, F(&, kx)= :
p

i=1

Fi (&, x) .i (k). (2.9)

De même, si 8 est |-sphe� rique de type IIhol (4, =, r), et si l # V*| est une
forme line� aire, l'application Fl : a=*_G�H � C de� finie par Fl (&, x)=
(8(&, x), l) est IIhol (4, =, r) de type V, ou� V est le sous-espace de C�(K)
engendre� par les coefficients de V| . En particulier, si 8 est construite a�
partir de F, fonction IIhol (4, =, r) de type V, par le proce� de� de� crit en (v),
on a F(&, x)=(8(&, x), l0) , ou� l0 est la restriction a� V de l'e� valuation en
l'e� le� ment neutre e de K.

Une fonction F sera dite IIhol (4) de type V s'il existe des re� els =>0 et
r>0 tels que F soit IIhol (4, =, r) de type V. De même, une fonction F sera
dite IIhol (4), K-finie, s'il existe un sous-espace K-biinvariant de dimension
finie V de C�(K) tel que F soit IIhol (4) de type V. En outre, on a:

Lemme 1. Soient 4, V et =>0 comme ci-dessus, et S une partie finie de
U(g). Il existe une partie finie S$ de U(g) telle que, pour tout r>0, toute
fonction F, IIhol (4, =, r) de type V, tout n # N et tout i=1, ..., p, on ait:

&S, =
n, r(Fi)�&S$, =

n, r (F ).
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En particulier, les fonctions Fi sont IIhol (4, =, r) de type V si c'est le cas
pour F.

De� monstration. Si D # U(g), on a:

\k # K, Ad k(D)= :
l

j=1

�j (k) Dj ,

pour des e� le� ments Dj # U(g) et des fonctions �j # C�(K). Alors, grâce a�
(2.8), on a:

LDFi (&, x)= :
l

j=1
|

K
(LDj F(&, kx)) �j (k) .i (k) dk.

Le Lemme en re� sulte imme� diatement. K

Le Lemme 1, et la discussion qui pre� ce� de celui-ci, permettent de traduire
imme� diatement les re� sultats de Carmona (cf. [C]) sur les fonction |-
sphe� riques aux fonctions de type V, ce que nous ferons par la suite sans
autre re� fe� rence.

Lemme 2. Soient =, =$ deux re� els tels que 0<=$<= et u # S(a*). Pour tout
n # N, il existe C>0 tel que, pour tout D # U(g), tout r>0 et toute fonction
IIhol (4, =, r), F, on ait:

\x # G�H, \& # a=$* , |�uLDF(&, x)|�C&D, =
n, r (F ) |(&, x)|n+d 0u 3(x) er &Re && {(x).

De� monstration. Identique a� celle du Lemme 18.2 de [B3], c'est a� dire:
on applique la formule inte� grale de Cauchy en utilisant un polydisque cen-
tre� en & et de rayon Inf ((2 - m)&1 (=&=$), (1+{(x))&1), ou� m=dim a. K

3. Terme constant des fonctions IIhol (4)

On fixe un sous-espace de Cartan standard ad de sd de de� composition
ad=ad

M+a et une forme 4 # (ad
M)* ve� rifiant les hypothe� ses du 9 2. Si Q est

un e� le� ment de P(G), on e� crira (noter l'inversion de aQ et a par rapport a�
[C] 9 4.3):

W(aQ , a)=[s # Hom(aQ , a) | _us # Int gC , us| aQ=s],

ou� Int gC est le groupe des automorphismes inte� rieurs de g C . On note Gd

un groupe de Lie connexe dans la classe de Harish-Chandra d'alge� bre de
Lie gd, tel que le sous-groupe analytique de Gd d'alge� bre de Lie kd, Kd, soit
un sous groupe compact maximal de Gd. On sait (cf. [C] 9 4.3) que l'on peut
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re� aliser s sous la forme us=Ad ks pour un e� le� ment ks de Kd. De plus, si aQ

est contenu dans un sous-espace de Cartan standard ad
1 , on peut choisir ks

de telle sorte que Ad ks(a
d
1)=ad. On choisit un tel ad

1 et un tel ks dans la
suite. Par ailleurs, on peut choisir un e� le� ment k$s de K tel que (Ad k$s) | aQ=s
et Ad k$s(amin)=amin , ou� amin est un sous espace abe� lien maximal de s

contenant a< (un tel sous-espace est _-stable).
Le sous-groupe parabolique Q e� tant _%-stable, il existe un e� le� ment

XQ # aQ tel que l'alge� bre de Lie de Q soit somme des sous-espaces propres
de ad XQ associe� s aux valeurs propres positives ou nulles. Il est alors clair
que sXQ=Ad k$s(XQ) ve� rifie des proprie� te� s analogues relativement au
sousgroupe parabolique k$sQk$&1

s . Ce dernier est donc _%-stable et ne
de� pend que de s. On le note Qs. De plus, il contient un sous-groupe
P # P(G) tel que LP=MA et aQs �a.

Soit F une fonction IIhol (4), K-finie. Pour & # - &1a*, le terme constant
FQ(&, } ) de F(&, } ) le long de Q # P(G) (cf. [C] 9 3.2 pour la de� finition) est
une fonction tempe� re� e sur LQ�(LQ & H). On fixe & # - &1a* tel que 4+&
soit re� gulier par rapport aux racines de ad dans gd. D'apre� s l.c. The� ore� me 2,
la fonction FQ(&, } ) admet une de� composition:

\l # LQ , FQ(&, l )= :
s # W(aQ , a)

FQ, s(&, l )

ou� chaque fonction FQ, s(&, } ) est D(LQ�LQ & H) propre pour la valeur
propre (4+&) b Ad ks # (ad

1)*C .

Lemme 3. On conserve les notations ci-dessus. Soit F une fonction
IIhol (4), Q # P(G), s # W(aQ , a) tels qu'il existe & # - &1a* avec 4+&
re� gulier par rapport aux racines de ad dans gd, et tel que FQ, s(&){0. Alors
s ve� rifie la proprie� te� suivante:

Il existe un sous-espace de Cartan standard ad
s de sd, contenant aQ , et

ks # Kd tels que:

(i) Ad ks induit s sur aQ .

(ii) Ad ks(ad
s )=ad.

(iii) Ad ks(as)=a (ou� as=ad
s & s & q) et Ad ks((ad

s ) k )=ad
k .

On notera W0(aQ , a) l 'ensemble des e� le� ments de W(aQ , a) ve� rifiant ces
proprie� te� s. Pour s # W0(aQ , a), on fixera ad

s et ks de telle sorte que les condi-
tions ci-dessus soient ve� rifie� es.

De� monstration. Comme FQ, s(&, } ) est tempe� re� e sur LQ�LQ & H et
D(LQ�LQ & H) propre, il existe (d'apre� s [C] Corollaire 2) un sous-
espace de Cartan standard ad

1 de sd, contenant aQ , admettant une
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de� composition ad
1=ad

1k+a1 , (ou� a1=ad
1 & s et ad

1k=ad
1 & - &1(k & q)), une

forme line� aire 41 # (ad
1k)* re� gulie� re par rapport aux racines de ad

1 dans le
centralisateur de a1 dans gd, et un e� le� ment &1 # - &1a*1 tel que FQ, s(&, } )
soit propre pour la valeur propre 41+&1 # (ad

1)*C . De plus, d'apre� s les
proprie� te� s de FQ, s(&, } ), on a &1| aQ=& b s. Alors, d'apre� s les proprie� te� s de s,
rappele� es au de� but du paragraphe, il existe k1 # Kd tel que Ad k1(ad

1)=ad

et Ad k1 induit s sur aQ . De plus, FQ, s(&) est propre sous D(LQ�LQ & H)
pour la valeur propre (4+&) b Ad k1| a1

d . On e� crit:

(4+&) b Ad k1| a1
d=42+&2 ,

avec 42 # (ad
1k)*C et &2 # (a1)*C . Il existe donc, d'apre� s le parame� trage des

caracte� res de D(LQ�LQ & H), un e� le� ment k2 # K d, qui normalise ad
1 et

centralise aQ , tel que:

(42+&2) b Ad k2| a1
d=41+&1 .

On obtient finalement:

(4+&) b (Ad k1k2) |a1
d=41+&1 .

L'application du Lemme 2 9 4.3 de [C] permet de conclure que l'espace
ad

s =ad
1 et l'e� le� ment ks=k1 k2 conviennent. K

Corollaire 1. (i) On conserve les notations du Lemme 3. S 'il existe
un e� le� ment k # K tel que (Lk F)Q, s�0, on a s # W0(aQ , a).

(ii) S 'il existe un e� le� ment k # K tel que le terme constant (LkF )Q ne
soit pas identiquement nul, l 'ensemble W 0(aQ , a) est non vide.

De� monstration. L'assertion (i) re� sulte imme� diatement de l'application
du Lemme 3 a� LkF. Rappelons qu'on n'a de� fini FQ, s(&) que lorsque
& # - &1a* est tel que 4+& est re� gulier.

L'assertion (ii) est une conse� quence de (i) et de la continuite� de
(LkF )Q(&, } ) par rapport a� & # - &1a* (cf. [C] The� ore� me 4.a). K

Si s # W0(aQ , a) et ad
s , ks sont comme dans l'e� nonce� du Lemme 3, on

notera 4s=4 b Ad ks| ad
s k

# (ad
sk)*. Pour & # - &1a*s tel que 4s+& soit

re� gulier par rapport aux racines de ad
s dans gd, on notera:

\l # LQ�LQ & H, Fs
Q, s(&, l ) =FQ, s(& b Ad k&1

s | a , l ). (3.1)

Alors:

La fonction F s
Q, s(&, } ) est D(LQ�LQ & H) propre pour la

valeur propre 4s+& # (ad
s )* de même que la fonction

(LkF ) s
Q, s(&, } ) et ce pour tout k # K. (3.2)
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Si ad est un sous-espace de Cartan standard de sd, on de� finit >ad sur (ad)*C
par:

\* # (ad)*C , >ad (*)= `
: # 2+(gd, ad )

(:, *), (3.3)

ou� 2+(gd, ad) est un ensemble de racines positives pour le syste� me
2(gd, ad) des racines de ad dans gd. On remarque que >ad ne de� pend de
2+(gd, ad) que par un facteur \1. C'est pourquoi notre notation ignore
cette de� pendance. La proposition suivante re� sulte facilement de [C]
Corollaire 7 et la Remarque qui suit ce Corollaire.

Proposition 1. On suppose que =>0, r>0, ad et 4 ve� rifient les
hypothe� ses du 9 2 (cf. (2.1)).

(i) Il existe des re� els =� # ]0, =], r$>0 tels que, pour tout sous-espace
V de dimension finie de C�(K), biinvariant par K, toute fonction F,
IIhol (4, =, r) de type V, tout Q # P(G), tout s # W 0(aQ , a) et tout e� le� ment
k # K, la fonction (&, l) [ >ad (4s+&)(LkF ) s

Q, s(&, l ) se prolonge en une
fonction IIhol (4s, =� , r$) relativement a� ad

s et LQ �LQ & H. On la notera
?s(LkF ) s

Q, s .
(ii) Pour les fonctions de� finies sur LQ , on note avec un indice infe� rieur

LQ place� a� gauche, les seminormes introduites au 9 2. Soient =, r, =� et r$
comme en (i). Soient V un sous-espace de dimension finie de C�(K),
biinvariant par K, S une partie finie de U(lQ). Alors, il existe une partie finie
S$ de U(g) et un entier d # N tels que, pour tout n # N, on ait:

\k # K, LQ&S, =�
n+d, r$(?s(Lk F ) s

Q, s)�&S$, =
n, r (F ).

De� monstration. Il suffit d'e� tablir la Proposition avec k=e, puis d'appli-
quer le re� sultat a� LkF qui est e� galement de type V, en remarquant que
&S$, =

n, r$(LkF)=&S$, =
n, r$ (F ) pour tout k # K. On de� duit de [C] The� ore� me 5,

Corollaire 7 et Remarque 14, l'existence de =� # ]0, =], r$>0 tels que,
pour tout F, V, Q, s, k comme dans (i), tout l # LQ�LQ & H, & [
>ad (4s+&) F s

Q, s(&, l ) se prolonge en une fonction holomorphe sur (a*s)=�

note� e ?sF s
Q, s qui ve� rifie l'ine� galite� de (ii) avec S re� duit au singleton [1] et

k=e pour un d et un S$ inde� pendants de F de type V. Ensuite, il faut appli-
quer ce re� sultat a� LDF pour D # U(lQ), en observant que (LD F )Q, s=
LD(FQ, s) et que LDF est de type V$ pour un sous-espace de dimension finie
de C �(K), biinvariant par K. K

4. Fonctions II $hol (4)

De� finition 2. On dit qu'une fonction IIhol (4) est II $hol (4, =, r) pour
=>0 et r>0 (resp. II $hol (4)) si, pour tout Q # P(G), s # W0(aQ , a), k # K,
(LkF )s

Q, s se prolonge en une fonction IIhol (4s, =, r) (resp. IIhol (4s)).
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On remarque que si F est une fonction II $hol (4), il existe =>0, r>0 tels
que F soit II$hol (4, =, r) car P(G) est fini.

Lemme 4. Soit F une fonction II $hol (4, =, r). Alors, pour tout Q # P(G),
s # W0(aQ , a), k # K, la fonction (LkF ) s

Q, s est une fonction II $hol (4s, =, r).

De� monstration. Cela re� sulte imme� diatement de la de� finition et du
Corollaire 5b de [C]. K

La proposition suivante est essentiellement une reformulation de la
Proposition 1 (i).

Proposition 2. Soient =, r strictement positifs, ad et 4 comme au
paragraphe 2 (cf. (2.1)). Pour toute fonction K-finie F, IIhol (4) de type V,
la fonction ?F : (&, x) [ > ad (4+&) F(&, x) est de type II $hol (4). Plus
pre� cise� ment, pour = et r strictement positifs donne� s, il existe des re� els
=� # ]0, =] et r$>0, inde� pendants de V, tels que si F est II $hol (4, =, r) de type
V, la fonction ?F est II $hol (4, =� , r$).

On veut maintenant e� tendre les estimations pour ?F donne� es dans la
Proposition 1 (ii) a� toutes les fonctions II $hol (4, =, r).

Proposition 3. Soient =, r>0, ad, et 4 comme au paragraphe 2. Il existe
=� 1 # ]0, =] et r$>0 tels que, pour tout sous-espace V de C�(K), biinvariant
par K, toute partie finie S de U(lQ), et tout sous-groupe Q # P(G), il existe
une partie finie S$ de U(g) et un entier d # N ve� rifiant la condition suivante:
Pour toute fonction F, II $hol (4, =, r) de type V et tout s # W0(aQ , a), on a,
pour tout n # N:

LQ &S, =� 1
n+d, r$(F

s
Q, s)�&S$, =

n, r (F ).

De� monstration. On obtient les estimations de ?sFs
Q, s sur a=�*_

LQ�LQ & H grâce a� la Proposition 1 (ii). On applique alors le Lemme 22
de [D] avec =$==� �2. Finalement, =� 1==� �2 convient. K

5. Paquets d'ondes

On fixe ad et 4 comme au paragraphe 2 (cf. (2.1)). On note d& une
mesure de Lebesgue sur - &1a* et S(- &1a*) l'espace de Schwartz sur
- &1a*.

Lemme 5. Soit F une fonction IIhol (4) et K-finie.
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(i) Pour tout : # S(- &1a*) et x # G�H, l 'inte� grale �- &1a* :(&)
F(&, x) d& est absolument convergente. On la notera W:, F (x).

La fonction W:, F est de classe C� sur G�H et on a:

\D # U(g), LDW:, F=W:, LDF .

De� monstration. Imme� diate, grâce aux majorations de F et de ses
de� rive� es (cf. (2.5)). K

On note C(G�H) l'espace de Schwartz sur G�H muni de la topologie
de� finie dans [B3] 9 17.

The� ore� me 1. Soit F une fonction II $hol (4), K-finie. Alors, l 'application
: [ W:, F est une application line� aire continue de S(- &1a*) dans C(G�H).

Le The� ore� me re� sulte imme� diatement du The� ore� me suivant qui le
pre� cise. K

The� ore� me 1$. Soient ad, 4, =, r et V comme au paragraphe 2, et p une
semi-norme continue sur C(G�H). Il existe une partie finie S de U(g) telle
que, pour tout n # N, il existe une semi-norme continue q sur S(- &1a*)
ve� rifiant:

Pour toute fonction F, II $hol (4, =, r) de type V, p(W:, F)�&S, =
n, r(F ) q(:).

De� monstration. On proce� de par re� currence sur dim G�H. Si
dim G�H=0, le The� ore� me est clair. On suppose donc le The� ore� me vrai
lorsque dim G�H<n et on le de� montre pour dim G�H=n. On se rame� ne
au cas ou� p est une semi-norme de la forme +D, j associe� e a� des e� le� ments
D # U(g) et j # N par la relation:

\f # C�(G�H), +D, j ( f )= Sup
x # G�H

3(x)&1 (1+{(x)) j |(LD f )(x)|.

Si on tient compte du fait que F est II $hol (4, =, r) de type V, on voit que la
fonction LDF est II $hol (4, =, r) de type V$�C�(K) ne de� pendant que de D
et V. On peut donc se ramener au cas D=1.

Fixons un ensemble 2+
_% , de racines positives pour le syste� me 2_% des

racines de a< dans l'alge� bre g_% des points de g fixe� s par _%. On note F
la famille des ensembles de racines positives du syste� me de racines de a<

dans g qui contiennent 2+
_% . Si P # F, on note P<(P)=M<A<N<(P) le

sous-groupe parabolique _%-stable minimal de G dont le sous-groupe de
Le� vi %-stable, centralisateur de a< dans G, admet une _-de� composition de
Langlands L<=M<A< , et tel que n<(P)=�: # Pg:. On note \P au lieu
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de \P<(P ) et a+
<(P) au lieu de a+

P<(P) . Enfin, on note a+
<(P) l'adhe� rence de

a+
<(P) dans a< . Alors, on sait que:

G= .
P # F

K exp(a+
<(P)) H.

Compte tenu du Lemme 1, on peut donc supposer que p est de la forme
p$j avec:

\f # C�(G�H), p$j ( f )= Sup
P # F

Sup
X # a

+
<(P)

3(eX)&1 (1+&X&) j | f (eX)|,

puis, en tenant compte de l'encadrement de 3 ([B3] Proposition 17.2),
supposer que p est de la forme p"j avec:

p"j ( f )= Sup
P # F

Sup
X # a

+
<(P)

e\P(X)(1+&X&) j | f (eX)|.

La de� monstration du The� ore� me 1$ se scinde en deux cas, suivant que, dans
la _-de� composition de Langlands, G=MG AG , de G, on a dim AG=0 ou
dim AG>0.

Premier cas: dim AG>0. On sait que a=a1+a2 , avec a1 :=aG et
a2 :=a & mG . Alors, si F est de type II $hol (4, =), &1 # - &1a*1 et &2 # (a*2)=

(i.e. &2 # (a2)*C et &Re &2&<=) on a:

\m # MG , \a # AG , F(&1+&2 , ma)=a&1F(&1+&2 , m).

Fixons un e� le� ment j de N et notons p= p"j . Utilisant l'argument usuel qui
montre que la transformation de Fourier est un endomorphisme de l'espace
de Schwartz, on voit qu'il existe un ope� rateur D&1

sur - &1a*1 , a� coef-
ficients polynomiaux, tel que, pour toute fonction II$hol (4):

\m # MG , \a # AG ,

(1+{(a)) j |W:, F (ma)|� Sup
&1 # - &1a1

* } |- &1a2
*

D&1
(:(&1+&2) F(&1+&2 , m)) d&2 } .

De� veloppant D&1
(:(&1+&2) F(&1+&2 , m)) grâce a� la formule de Leibniz, on

prouve l'existence d'e� le� ments D$1 , ..., D$t , D"1 , ..., D"t de S(- &1a*1) et de
polynômes q1 , ..., qt sur (a*1) C tels que:

\m # MG , \a # AG ,

(1+{(a)) j |W:, F (ma)|

� Sup
i=1, ..., t

Sup
&1 # - &1a1

* } qi (&1) |
- &1a2

*
Di$:(&1+&2) Di"F(&1+&2 , m) d&2 }
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On peut alors appliquer l'hypothe� se de re� currence aux fonctions
:$&1

# S(- &1a2*) (resp. F&1
) de� finies pour tout &1 # - &1a*1 sur - &1a*2

(resp. (a*2)= _MG), par:

\&2 # - &1a2* , :$&1
(&2)=qi (&1) D$i :(&1+&2),

et

\m # MG , \&2 # (a2*)= , F&1
(&2 , m)=D"i F(&1+&2 , m),

respectivement.
D'apre� s le Lemme 2, les fonctions F&1

sont de type II $hol (4, =$, r) pour
tout =$ # ]0, =[, avec contrôle des semi-normes, et de type V (noter que
K & MG=K). Pour conclure, il suffit de remarquer que si q est une semi-
norme continue sur l'espace de Schwartz de - &1 a* et D un ope� rateur
diffe� rentiel sur - &1a* a� coefficients polynomiaux, q b D est encore con-
tinue. Ceci ache� ve la partie de la de� monstration de l'e� tape de la re� currence
concernant le cas ou� dim AG>0.

Deuxie� me cas: dim AG=0. Le cas K=G e� tant trivial, on va supposer
K{G. Dans ce cas, l'ensemble P(G) ne se re� duit pas au singleton [G]. On
va commencer par rappeler un re� sultat de [C] (The� ore� me 4 et la Remar-
que qui le suit). Ici on a prolonge� par continuite� les ine� galite� s.

Lemme 6. On conserve les notations du The� ore� me 1$ (i.e. 4, =, r, V fixe� s).
Il existe un re� el =� >0 une partie finie S de U(g), un entier d # N, et un re� el
$� >0 tels que:

Pour tout Q # P(G), tout P # F ve� rifiant P<(P)�Q, toute fonction F,
IIhol (4, =, r) de type V, tout entier n�d, on a:

\X # a+
P , \a # exp a+

<(P), \& # a*=� ,

|dQ(aeX) F(&, aeX)&FQ(&, aeX)|

�&S, =
n&d, r(F ) |(&, a)|n a&\P,Qer &Re && } &log a&e&$� ;Q(X)(1+&X&)3n+3.

Ici, on a de� fini:

\X # a< , \P,Q(X)=1�2(Tr ad X |n<(P) & mQ
),

\X # aQ , ;Q(X)=Inf [:(X) | : # 2(nQ , aQ)],

et

\m # MQ , \a # AQ , dQ(ma)=a\Q.
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Fin de la de� monstration du The� ore� me 1$. On fixe j # N et on prend
p=p"j . Pour P # F, on note S +

P =[X # a+
<(P)|&X&=1]. Soit X0 # S +

P , et
Q l'e� le� ment de P(G) de� fini par X0 . Cela signifie que LQ est le centralisateur
de X0 dans G, et que le groupe NQ a pour alge� bre de Lie nQ :=
�: # P , :(X0)>0 g:. Par construction, X0 est un e� le� ment de a+

Q . Soit 00 un
voisinage ouvert de X0 dans S +

P tel que, pour tout e� le� ment X de 00 on ait
:(X)�:(X0)�2 pour tout : # P. Avec les notations du Lemme pre� ce� dent,
on pose $$ :=$� ;Q(X0)�4. C'est un re� el strictement positif. Si Y # 00 et t>0,
l'e� le� ment t(Y&X0�2) appartient a� a+

<(P). Si on pose a=exp t(Y&X0 �2) et
X=tX0 �2 # a+

Q , le Lemme pre� ce� dent implique (apre� s division par dQ(etY)):
Pour toute fonction IIhol (4, =, r) de type V, F, pour tout entier n�d,

on a:

\t�0, \Y # 00 , \& # - &1a*,

|F(&, etY)&dQ(e&tY) FQ(&, etY)|

�(3�2)3n+3 &S, =
n&d, r(F)(1+&&&)n e&t\P(Y)(1+t &log a&)n e&t$� ;Q(X0)�2, (5.1)

car &X&=&X0&�2=1�2 et dQ(e&tY) a&\P, Q=e&t\P(Y). Soit C>0 une
constante telle que

\t�0, \Y # 00 , (1+t &Y&X0 �2&)�C(1+t) (5.2)

et soit C$n>0 telle que:

\t�0, (3�2)n (1+t)n e&t$$�C$n(1+t)&j. (5.3)

Alors, avec les notations et hypothe� ses de (5.1):

\t�0, \Y # 00 , \& # - &1a*,

|F(&, etY)&dQ(e&tY) FQ(&, etY)|

�CnC$n&S, =
n&d, r(F )(1+&&&)n (1+t)&j e&t\P(Y). (5.4)

Si n est un entier fixe� , il existe une seminorme continue qn sur S(- &1a*)
telle que:

\: # S(- &1a*), } |- &1a*
(1+&&&)n :(&) d& }�qn(:). (5.5)

On utilise maintenant la de� composition FQ=�s # W 0(aQ , a ) FQ, s et on
applique l'hypothe� se de re� currence aux fonctions Fs

Q, s . Si on tient compte
de la Proposition 3, on obtient, avec les hypothe� ses du The� ore� me 1$:
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Il existe une partie finie S$ de U(lQ) telle que, pour tout entier n # N, il
existe une seminorme continue q$n sur S(- &1a*) ve� rifiant:

Pour toute fonction F, IIhol (4, =, r) de type V, tout : # S(- &1a*), et
tout t�0:

} |- &1a*
:(&) FQ(&, etY) d& }�&S$, =

n, r (F ) q$n(:)(1+t)&j e&t\P,Q(Y). 5.6)

Inte� grant la relation (5.4) contre |:|, avec : # S(- &1a*), et tenant
compte des e� quations (5.4), (5.5) et (5.6), on trouve qu'il existe une partie
finie S" de U(g) et, pour tout entier n # N, une seminorme continue q"n sur
S(- &1a*) telles que, pour tout : # S(- &1a*), tout F, fonction
IIhol (4, =, r) de type V, on ait:

|W:, F (etY)|�&S", =
n, r (F ) q"n (:)(1+t)&j e&t\P(Y). (5.7)

Si on tient compte du fait que l'espace compact S +
P peut être recouvert

par un nombre fini de tels ouverts 00 , ainsi que de la finitude de l'ensemble
F, on de� duit de (5.7) la majoration cherche� e pour p"j (W:, F). K

6. Une condition suffisante pour qu'une fonction soit de type II $hol (4)

Les notations et les hypothe� ses sont celles du paragraphe 2. En par-
ticulier, on suppose que la condition (2.1) est satisfaite. On dira qu'un
hyperplan affine complexe H de a*C est de direction re� elle si H est de� fini
par une e� quation p=0, ou� p est une fonction affine sur aC de la forme
p : & [ &(X)+z pour un e� le� ment X # a"[0] et z # C. Une telle fonction
affine sera dite fonction affine de direction re� elle sur a*C .

Lemme 7. Si H est un hyperplan complexe affine de direction re� elle de
a*C tel que H & - &1a*=<, il existe un re� el =>0 tel que H & a=*=<.

De� monstration. On suppose H de� fini par son e� quation p, i.e., H=
[& # a*C | p(&)#&(X)+z=0], avec X # a, z # C. L'hypothe� se H & - &1a*
=< implique Re z{0. Soit =>0 tel que, pour tout & # a*C , la condition
&&&<= implique | p(&)|<|Re z|. Dans ce cas, H & a=*=<. K

Lemme 8. Soit H un hyperplan affine de a*C de direction re� elle et d 'e� qua-
tion p=0. On suppose que H & - &1a*{<. Soit f une fonction
holomorphe sur a=*"H telle que pf se prolonge en une fonction g, holomorphe
sur a=*. Si g est identiquement nulle sur H & - &1a*, la fonction f est
holomorphe sur a=*.
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De� monstration. On peut supposer p de la forme & [ &(X)+z, avec
X # a"[0] et z # C. Comme H & - &1a*{<, on a z # - &1R, et
H & - &1a* est un hyperplan affine de - &1a*. Par prolongement
holomorphe des identite� s, on de� duit de nos hypothe� ses que g=0 sur
H & a=*. Il est alors clair que g s'e� crit sous la forme g=pf1 avec f1

holomorphe sur a=*. Pour cela, il suffit de voir qu'une fonction .,
holomorphe sur un polydisque D=>n

i=1Di ve� rifiant .(0, z2 , ..., zn)=0
pour (z2 , ..., zn) # >n

i=2 Di , peut s'e� crire sous la forme z1 �(z1 , ..., zn), avec �
holomorphe sur D. Cette ve� rification se fait de manie� re e� le� mentaire en utili-
sant le de� veloppement de . en se� rie entie� re. Ceci ache� ve de de� montrer le
Lemme.

Lemme 9. Si Q # P(G) est tel que W0(aQ , a){<, et dim aQ=dim a,
pour tout e� le� ment s # W0(aQ , a) il existe un e� le� ment x # NK (a<) tel que
Qs=xQx&1 (cf. au de� but du paragraphe 3 la de� finition de Qs, qui ve� rifie ici
aQs=a).

De� monstration. Soit amin un sous-espace de Cartan de s contenant a< .
Si s # W(aQ , a), il existe un e� le� ment k # NK (amin) tel que Ad k induise sur
aQ l'application s. Le groupe Qs, de� fini comme kQk&1 est _%-stable. Par la
suite, on notera P=Qs. La condition dim aQ=dim a implique que aP=a.
Soit P< un sous-groupe parabolique _%-stable minimal contenu dans P.
D'apre� s [B2] Lemme 2.5, il existe un e� le� ment k1 # NK (a<) & NK (amin) tel
que le sous-groupe parabolique _%-stable P1=k1Qk&1

1 contienne P< .
Comme k1 normalise a< , on a P1 # P(G) et aP1

=Ad k1(aQ). Les deux
sous-groupes paraboliques P et P1 contiennent P< , donc un sous-groupe
parabolique minimal Pmin de G, sous-groupe dont le facteur de Le� vi
%-stable est e� gal au centralisateur de amin dans G. Ces deux groupes e� tant
conjugue� s par un e� le� ment de NK (amin), les parties paraboliques 5 et 51 du
syste� me de racines 2(g, amin) de amin dans g correspondant a� P et P1 sont
conjugue� es par un e� le� ment du groupe de Weyl de 2(g, amin) et contiennent
un même ensemble de racines positives de 2(g, amin). Dans ce cas (cf. [W]
Prop. 1.1.2.12), ces syste� mes paraboliques sont e� gaux et P=P1 . Cela
signifie que aP1

=aP=a et que l'e� le� ment x=k1 convient. K

De� finition 3. On dira qu'une fonction F est IImer(4), K-finie, si et
seulement si F est de� finie sur l'espace produit de G�H par a=* prive� d'un
nombre fini d'hyperplans affines complexes de a*C , de directions re� elles (ceci
pour un =>0), et s'il existe un re� el =$ # ]0, =] et un produit fini p de fonc-
tions affines, de directions re� elles sur a*C , tels que pF se prolonge a�
a*=$ _G�H en une fonction F1 , IIhol (4, =$), K-finie.
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Pour une telle fonction, on peut choisir =� $ tel que les fonctions
F s

Q, s(&s) :=( p(&s))&1 (F1) s
Q, s (&s) soient de� finies pour & e� le� ment de a*=� $ , prive�

d'un nombre fini d'hyperplans affines complexes de directions re� elles (avec
la convention &s=& b s). La fonction Fs

Q, s ainsi de� finie est IImer(4s) puisque,
d'apre� s [C] The� ore� me 5 et Corollaire 7, c'est de� ja� le cas pour (F1) s

Q, s .

The� ore� me 2. Soit F une fonction IImer(4), K-finie. On suppose que, pour
tout sous-groupe parabolique Q # P(G) de la forme xPx&1 pour un e� le� ment
x de NK (a<) et un sous-groupe parabolique _%-stable P ve� rifiant aP=a, on
ait: Pour tout s # W 0(aQ , a), tout k # K, tout l # LQ�LQ & H, et tout
&0 # - &1a*Q , la fonction & [ (LkF ) s

Q, s(&, l ) est localement borne� e au
voisinage de &0 .

Alors:
(i) Il existe un re� el =1>0 tel que la fonction F se prolonge sur

a*=1
_G�H en une fonction IIhol (4, =1), note� e encore F.

(ii) On peut, dans (i), choisir =1>0 pour que F soit une fonction
II $hol (4, =1).

De� monstration. On choisit =>0 et p produit de fonctions affines
complexes de directions re� elles sur a*C de telle sorte que pF se prolonge a�
a=*_G�H en une fonction IIhol (4, =), K-finie, F1 . En proce� dant par
re� currence sur le degre� de p, on se rame� ne au cas ou� le degre� de p est e� gal
a� un, ce qu'on supposera par la suite. Soit H l'hyperplan affine complexe,
de direction re� elle, d'e� quation p=0. Si H & - &1a*=<, on peut, par
utilisation du Lemme 7, modifier = de fac� on a� ce que H & a=*=<.
L'application de l'argument utilise� dans la de� monstration du Lemme 22 de
[D] permet d'affirmer que F est IIhol (4, =�2). Ceci ache� ve de prouver (i)
dans le cas ou� H & - &1a*=<.

On suppose de� sormais que H & - &1a*{<. On va voir que F1 est
identiquement nulle sur (H & - &1a*)_G�H. Raisonnons par l'absurde et
supposons qu'il existe un e� le� ment &0 # H & - &1a* tel que F1(&0 , } ) ne
soit pas identiquement nulle sur G�H. Choisissons un e� le� ment Q # P(G),
minimal parmi les e� le� ments de P(G) ve� rifiant la condition: il existe k # K,
l # LQ tels que (Lk F1)Q (&0 , l ){0. Quitte a� remplacer F par Lk F, on
peut supposer k=e. Alors, il existe a0 # AQ tel que la fonction
. : m(MQ & H) [ (F1)Q (&0 , ma0) ne soit pas nulle sur MQ�(MQ & H). De
plus, le choix de Q est tel que, d'apre� s la Proposition 6 de [C], la fonction
. est de carre� inte� grable sur MQ�(MQ & H). Il faut remarquer que, pour
appliquer cette proposition aux fonctions K-finies et non aux fonctions
|-sphe� riques, on doit faire une hypothe� se portant sur l'ensemble des
fonctions translate� es de F1 par les e� le� ments de K. Cette hypothe� se est ici
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satisfaite. De plus, l'examen de la de� monstration de cette proposition
montre que l'on n'utilise que des sous-groupes paraboliques standards. Ceci
nous permet de l'utiliser. La fonction . est donc de carre� inte� grable sur
MQ�(MQ & H), K & MQ-finie et annule� e par un ide� al de codimension finie
de D(MQ �MQ & H). Par une extension du Lemme 14 de [D] au cas des
fonctions de carre� inte� grable, on voit que . est un vecteur C� de la
repre� sentation re� gulie� re de MQ sur L2(MQ�MQ & H). Ce vecteur engendre
un (mQ , K & MQ) sous-module de L2(MQ�MQ & H)� qui est un module
de Harish-Chandra. Il re� sulte alors du The� ore� me 1.5 de [B1] que . s'e� crit
comme une somme finie .=� p

i=1 .i de fonctions .i , i=1, ..., p, de carre�
inte� grable sur MQ�MQ & H, et D(MQ �MQ & H) propres pour une valeur
propre 4i # - &1(ad

1, MQ
)* pour un sous-espace ad

1, MQ
, abe� lien maximal de

(mQ)C & sd, entie� rement contenu dans - &1k, espace dont l'existence
re� sulte de la the� orie des se� ries discre� tes de MQ�MQ & H (cf. [OM]). On
sait en outre que, pour tout i, 4i est re� gulie� re par rapport aux racines de
ad

1, MQ
dans (mQ)C . Par ailleurs, d'apre� s le The� ore� me 3 de [C], pour tout

l # LQ , la fonction & [ (F1)Q(&, l ) est holomorphe en & au voisinage de &0 .
En fait, en utilisant toute la force du The� ore� me 12.9 de [B3], la
de� monstration du The� ore� me 3 de [C] prouve que la fonction
(&, l ) [ (F1)Q(&, l ) est de classe C� sur V(&0)_LQ�LQ & H, ou� V(&0) est
un voisinage ouvert de &0 . Par ailleurs, comme (F1)Q(&0 , } ){0, le
Lemme 3 implique que W0(aQ , a){<. Pour s # W0(aQ , a), choisissons ad

s ,
ks , 4s comme dans le Lemme 3. D'apre� s les proprie� te� s de la fonction FQ, s ,
pour tout ope� rateur diffe� rentiel D # D(LQ �LQ & H) et tout & # - &1a* tel
que 4+& soit re� gulier par rapport aux racines de ad dans gd, on a:

\l # LQ�LQ & H, \ `
s # W0(aQ , a)

(D&#Q
as

d (4s+&s, D))+ FQ(&, l )=0. (6.1)

D'apre� s ce qui a e� te� dit pre� ce� demment, on voit que la relation (6.1) reste
vraie pour tout & # - &1a*, et en particulier pour &0 . On de� finit ad

s, MQ
=

ad
s & mQ . Alors, la fonction , se de� compose en une somme finie de fonc-

tions propres ge� ne� ralise� es non toutes nulles pour des valeurs propres dis-
tinctes de la forme (4s+&s) | ad

s,MQ
, ou� s # W0(aQ , a). Si on compare les deux

de� compositions de ., on conclut (par exemple) que (41 , ad
1, MQ

) est
conjugue� par un e� le� ment du centralisateur de aQ dans Kd a� un couple
(4s+&s

|ad
s,MQ

, ad
s, MQ

). On de� duit alors du Lemme 2 de [C] que ad
s, MQ

�

- &1k. D'apre� s les proprie� te� s des espaces ad
s , ceci implique que la dimen-

sion de aQ est e� gale a� celle de a. D'apre� s le Lemme 9, il existe donc un
e� le� ment x # NK (a<) re� alisant s et tel que Q=xPx&1, et donc aP=a. Mais
d'apre� s nos hypothe� ses, la de� finition des fonctions Fs

Q, s , et les proprie� te� s
de la fonction (F1)Q , on voit que la fonction (F1)Q(&0 , } ) est nulle sur
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LQ�LQ & H puisque p(&0)=0. Ce constat contredit le fait que .{0. Cette
contradiction montre que F1 est identiquement nulle sur (H & - &1a*)_
G�H. On de� duit du Lemme 8 que, pour tout x # G�H, la fonction & [
F(&, x) est holomorphe sur a=*. En utilisant l'argument du Lemme 22 de
[D], on voit que F est IIhol (4, =�2), ce qui ache� ve de de� montrer (i).

Pour prouver (ii), il suffit de remarquer que les fonctions Fs
Q, s ve� rifient

les mêmes hypothe� ses que la fonction F elle-même (cf. De� finition 3). K

Remarque 1. Le The� ore� me 2, joint au The� ore� me 16.3 de [B3], montre
que les inte� grales d'Eisenstein de [B3] e� quation 13.2, sont des fonctions
II $hol (4) (ou plutôt, des sommes de fonctions |-sphe� riques de type II $hol (4i)
pour certains 4i). On peut donc prendre ?=1 dans les The� ore� mes 19.1 et
19.2 de [B3].
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