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We study holomorphic families of K-finite eigenfunctions on symmetric spaces
G/H, called functions 1I,,,(A) by analogy with [ HC]. Eisenstein integrals (cf. [ B3],
[D]), suitably normalized by a polynomial factor, provide examples of such
families. A function I7,,,,(A) is said I1},,(A), if, roughly speaking, its constant term
along any gf-stable parabolic subgroup is a finite sum of functions 17,,,(A°*), where
A°* varies in a determined finite set. We prove that, for a function I7},,(A4), one can
form wave packets in the Schwartz space. We prove also a criterion for a function
11,,,(A) to be II},,,(A). An important fact is that, for minimal g0-stable parabolic
subgroups, our criterion implies, with the help of the Maas—Selberg relations (cf.
[B2], [B3]), a normalization of Eisenstein integrals. All the article relies on the
theory of the constant term (cf. [C]).  © 1996 Academic Press, Inc.

0. INTRODUCTION

Soit G un groupe de Lie dans la classe de Harish—Chandra, ¢ une involu-
tion de G, 0 une involution de Cartan de G commutant avec g, H un sous-
groupe ouvert du groupe des points fixes de g, K le groupe des points fixes
de 6. Soit L =MA la o-décomposition de Langlands d’un sous-groupe de
Lévi g et 0 stable L d’un sous-groupe parabolique gf-stable de G. On sup-
pose que M/M ~ H posséde des séries discrétes. Dans cet article, on
s'intéresse a des familles de fonctions sur G/H, propres sous l'action de
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l'algebre D(G/H) des opérateurs différentiels invariants a gauche sur G/H.
Ces familles (F,) dépendent holomorphiquement d’un paramétre v variant
dans une bande af={veaf||[Rev|<e}, et vérifient des conditions
d’holomorphie en v, de croissance uniforme, de K-finitude, et sont propres
sous l'action de D(G/H) pour une valeur propre dépendant simplement de
v et dun parameétre A (décrivant, dans lapplication aux intégrales
d’FEisenstein, action de D(M/M ~n H) sur une série discrete de M/M n H).
On résume ces propriétés en disant que ces familles (F,) sont I7,,,(A) et
K-finies (cf. Définition 1). On suit ici d’aussi prés que possible la
terminologie de Harish—Chandra (cf. [ HC]).

Ces familles ont été étudiées en général (dans leur version w-sphérique)
dans [C]. Des exemples sont fournis par les intégrales d’Eisenstein (cf.
[B3], [D]). Toujours par analogie avec [ HC], on définit au § 4 les fonc-
tions I1),,(A) (Définition 2). Essentiellement, une famille 17,,,(A), (F,), est
1I},,(A) si et seulement si, pour tout sous-groupe parabolique gf-stable Q,
le terme constant de (F,) le long de Q est une somme de fonctions 11,,,,(A°)
relativement a L,/L, N H pour s décrivant un ensemble fini W%a,, a) (cf.
Définition 2). Ici L, est le sous-groupe de Lévi O-stable de Q. On montre
que toute famille 17,,,(4), multipliée par un polynéme convenable en v, est
II),,,(A). De plus, on peut choisir un tel polyndme sous-forme d’un produit
fini de fonctions affines de direction réelle sur af.

Par ailleurs, on donne une condition suffisante pour qu’une famille (F,),
quotient d’une famille 77,,,(A) par le produit d’'un nombre fini de fonctions
affines de direction réelle sur a¥, soit de type I71},,,(4). On note a un sous-
espace abélien maximal de I'espace des éléments antiinvariants de g par o
et 0, qui contient a. Essentiellement, si pour tout sous-groupe parabolique
of-stable de G de la forme Q= P* avec k€ Ng(ag) et P un sous-groupe
parabolique g0-stable de G, de sous-groupe de Lévi O-stable égal a MA, le
terme constant de (F,) le long de Q s’écrit sous forme d’une somme finie
de fonctions 11,,,,(A%), s€ WO(aQ, a), relativement a L,/L, n H, alors (F,)
est I1},,,(A). Ce critére est trés proche d’un critére de Harish—Chandra dans
le cas des groupes ([HC] Théoréme 11.1).

Cette condition suffisante sapplique facilement aux intégrales
d’Eisenstein pour les sous-groupes paraboliques of-stables minimaux et
permet de les normaliser (cf [ BS] pour une autre démonstration).

Enfin, on forme les paquets d’ondes dans I'espace de Schwartz. Soient dv
une mesure de Lebesgue sur lespace ./ —1la* ¥(/—1a*) lespace de
Schwartz de ./ —1a*, (F,) une famille 17},,,(A). Pour tout a € #(/ —1a*)
et x € G/H, 'intégrale j /o= ®(V)(F,)(x) dv est absolument convergente et
deéfinit une fonction notee ¥, .. De plus, #, r est un élément de I'espace de
Schwartz ¥(G/H) de G/H, et la correspondance o +— ¥,  est une applica-
tion linéaire continue de ¥(,/ —1a*) dans ¥(G/H) (cf. [HC] dans le cas
des groupes).
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1. GENERALITES

On utilise les conventions de [D] § 1.1 (par exemple, si S est un groupe
de Lie, s désigne son algebre de Lie, e son élément neutre, etc....).

Soit G un groupe de Lie réductif dans la classe de Harish-Chandra, o
une involution de G, 0 une involution de Cartan de G commutant avec o,
H un sous-groupe ouvert du groupe G des points fixes de o, K le groupe
des points fixes de 0. Soit s (resp. q) le sous-espace propre de la différen-
tielle de O (resp. o), notée encore O (resp. o), pour la valeur propre —1. Si
P est un sous-groupe parabolique a gf-stable de G, on note P=Mp A, Np
sa g-décomposition de Langlands. On note L,= M A, le sous-groupe de
Lévi #-stable de P. On note A(np, ap) 'ensemble des poids de a, dans n,
et ay :={Xeap|Vaed(ny, ap), a(X)>0}. On notera p, I’élément de a}
défini par pp(X)=3tr(ad X,,,). Si Mp/MpH posséde des séries dis-
crétes, on dit que P est o-cuspidal. Dans toute la suite de larticle, ag;
désignera un sous espace abélien maximal de s N q fixé une fois pour toutes.
Un sous-groupe parabolique P de G sera dit standard si P est gf-stable et
ap S ay. L’ensemble (fini) des sous-groupes paraboliques standards de G
sera noté Z(G). L’ensemble des sous-groupes de Lévi f-stables des ¢léments
de 2(G) sera noté¢ £(G).

On utilisera les notations habituelles t/:=(fnh)+./—1(sn}), s9:=
(snq)+/—1(fnq), et g¢*:=1"+s% On note ¢/ la restriction a g du
prolongement C-linéaire de 6 a g.

Si a? est un sous-espace de Cartan o“stable de s% on définira
a/:=a’nsnq, espace que I'on notera parfois a. De méme, on définira
af:=a’n/—1(tnq) de telle sorte que a’=a?@af. On dit quun tel
espace a est un sous-espace de Cartan standard si a:=a? S ag. Dans ce
cas, le centralisateur L de a dans G, qui est o et 6 stable, est un élément
de Z(G). On notera L= MA la o-décomposition de Langlands de L. On
a A=exp a. On notera parfois a¢, le sous-espace af.

Dans tout ce qui suit, D(G/H) désignera l'algébre des opérateurs dif-
ferentiels sur G/H invariants par les translations a gauche par les ¢léments
de G. Si a? est un sous-espace de Cartan de s on dispose de
lisomorphisme de Harish-Chandra y..: D(G/H) — S(a)™, ou W est le
groupe des automorphismes de a? engendré par les réflexions associées
aux racines de a“ dans g?. Si Fe C*(G/H) et Jie(a?)%, on dira que F
est D(G/H) propre pour la valeur propre 4 si et seulement si DF=
(y4¢(D))(A) F pour tout D e D(G/H).

Si L =MA est la g-décomposition de Langlands de L e #(G), on note,
pour veag et xeG/H, |(v, x)| :=(1+||v][)(1+7(x)). Ici, on a fixé une
forme bilinéaire symétrique B sur g, Ad G-invariante et telle que la forme
X | X|?:= —B(X, 0(X)) soit positive définie. La norme sur a% est celle
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qui dérive de la structure euclidienne de a induite par la structure corres-
pondante de g. D’autre part, lorsque g =ke*h, avec ke K, Xeay, he H,
on a défini, 7(gH) = || X||. Enfin, on note @ la fonction sur G/H telle que
O(gH)=5(ga(g)~")"”? pour ge G.

2. FONCTIONS DE TYPE II(A)

Soit a? un sous-espace de Cartan standard de s%, a:=a%et L=MA la
o-décomposition de Langlands du centralisateur (o et 0 stable) dans G de
a, L=Zg(a). On note comme précédemment a,:=a¢ et on fixe un

élément A € (a4,)* (donc réel sur a$,) vérifiant la condition:

A est régulier par rapport aux racines de a“ dans le
centralisateur de a dans g (2.1)

On considere un sous-espace V' de C*(K), de dimension finie et invariant
par les translations a gauche et a droite associées aux ¢éléments de K (on
dira biinvariant par K dans la suite). Si ¢ >0, on note:

a¥i={veakl|l|Rev| <e}.
DErINITION 1. Etant donné les réels ¢ >0 et r >0, on dira que F est une

fonction 11,,,(A, ¢, r) de type V' si et sculement si elle satisfait les conditions
suivantes:

(i) F est une fonction de classe C* sur a¥*x G/H a valeurs

dans C. On notera, pour veaXet xe G/H, F (x)= F(v, x). (2.2)
(ii)) Pour tout xe G/H et De U(g), la fonction vi— L, F,(x)

est holomorphe sur a* (2.3)
(ii1) Pour tout veaX la fonction F, est D(G/H) propre pour

la valeur propre A + v. (24)
(iv) VDeU(g),IneN, 3C>0,Vxe G/H,Vveaf |[LpF (x)| <

C|(v, x)|" O(x) e" Re V=), (2.5)

(v) Si on définit la fonction @:a*x G/H— C*(K) par la
relation:

VveaX Vxe G/H, Vke K, (@(v, x))(k)=F(v, kx), (2.6)

@ prend ses valeurs dans V.

Les conditions (i) a (iv) signifient, dans la terminologie de [ D], que la
fonction F~ définie par F (v, x)=F(—v,x) appartient a Iespace
J(G/H, A, ¢, 1), 1e. est une famille uniformément tempérée de croissance
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exponentielle . La condition (v) est une condition de K-finitude. Dans le
cas ou (@, V_) est une représentation de dimension finie de K, on définit
de fagon évidente les fonctions 11,,,(4, ¢, r), w-sphériques, par des condi-
tions analogues a (1), (i), (iii), (iv) (référées (2.2)', ..., (2.5)" par la suite). 11
est clair que si F est une fonction 11,,,(4, ¢, r) de type V et w la représenta-
tion réguliere droite de K dans V, la fonction @ introduite en (v) est
11,,,(4, & r), w-sphérique.

On notera, pour F définie sur af x G/H, S partie finie de U(g), r >0 et
neN:

VvEF) = Sup [(v, x)| 7" O(x) "' e IReVI=(), (2.7)

DeS, VEQ:,XEG/H

Soit V' un sous-espace vectoriel de dimension finie de C*(K), biinvariant
par K, et (¢, .., ¢,) une base orthonormale de V pour le produit scalaire
induit sur V par celui de L*(K). Si F est une fonction I1,,,(A, ¢, r) de type
V, on lui associe les fonctions F;, i=1, ..., p, définies sur a* x G/H par la
relation:

Yveak, VxeG/H,  Fy(v, x)zj F(v, kx) 9,(k) dk. (2.8)

K

Alors:

V4
YveaX,Vxe G/H,Vk ek, Flv,kx)= ) Fi(v,x) @,(k). (29)

i=1

De méme, si @ est w-sphérique de type I1,,,(4, ¢, r), et si /e V¥ est une
forme linéaire, lapplication F,:a*xG/H— C définie par F,(v, x)=
{D(v, x), 1> est II,,(A, & r) de type V, ou V est le sous-espace de C*(K)
engendré par les coefficients de V. En particulier, si @ est construite a
partir de F, fonction I1,,,(4, ¢, r) de type V, par le procédé décrit en (v),
on a F(v,x)=<{D(v, x), l,>, ou [, est la restriction a V de I’évaluation en
I’¢lément neutre e de K.

Une fonction F sera dite I1,,,(A) de type V s’il existe des réels ¢ >0 et
r>0 tels que F soit 11,,,(A, &, r) de type V. De méme, une fonction F sera
dite 11,,,(A), K-finie, s’il existe un sous-espace K-biinvariant de dimension
finie V' de C*(K) tel que F soit II,,(A) de type V. En outre, on a:

LEMME 1. Soient A, V et e>0 comme ci-dessus, et S une partie finie de
U(g). Il existe une partie finie S’ de U(g) telle que, pour tout r>0, toute
fonction F, I1,,,(A, &, r) de type V, tout neN et tout i=1, ..., p, on ait:

v F) < vy A(F).

n,r i n,r
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En particulier, les fonctions F; sont 1I,,/(A, &, r) de type V si Cest le cas
pour F.

Démonstration. Si De U(g), on a:

/
VkeK,  Adk(D)=Y y;(k)D,,

j=1

pour des ¢éléments D, e U(g) et des fonctions ¥, € C*(K). Alors, grace a
(2.8), on a:

4
LpFi(v.x)= Y | (Lp P kx)) (k) ,k) d

j=1
Le Lemme en résulte immédiatement. |

Le Lemme 1, et la discussion qui précede celui-ci, permettent de traduire
immédiatement les résultats de Carmona (cf. [C]) sur les fonction -
sphériques aux fonctions de type V, ce que nous ferons par la suite sans
autre référence.

LEMME 2. Soient ¢, &' deux réels tels que 0 <&’ <e¢ et ue S(a*). Pour tout
neN, il existe C>0 tel que, pour tout D € U(g), tout r >0 et toute fonction
II/zo[(Aa &, r)) Fa on ait:

VxeG/H,Vvea}, [0,LpF(v,x)<Cv2HF)|(v, x)[" 4 O(x) e 1R T,

Démonstration. Identique a celle du Lemme 18.2 de [ B3], c’est a dire:
on applique la formule intégrale de Cauchy en utilisant un polydisque cen-
tré en v et de rayon Inf((2./m) " (¢—¢), (1 +2(x)) "), ot m=dima. |

3. TERME CONSTANT DES FONCTIONS I1,,,,(A1)

On fixe un sous-espace de Cartan standard a de s de décomposition
a’= a4, + a et une forme A e (a4,)* vérifiant les hypothéses du § 2. Si Q est
un ¢lément de 2(G), on écrira (noter Iinversion de a, et a par rapport a
[C] §4.3):

Wlag, a) ={se Hom(ap, a) | Ju e Int g¢, ty,,= s},

ou Int g est le groupe des automorphismes intérieurs de g.. On note G
un groupe de Lie connexe dans la classe de Harish-Chandra d’algébre de
Lie g7 tel que le sous-groupe analytique de G d’algébre de Lie ¢, K7, soit
un sous groupe compact maximal de G%. On sait (cf. [C] § 4.3) que I'on peut
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réaliser s sous la forme u, = Ad k, pour un élément k, de K“. De plus, si a,
est contenu dans un sous-espace de Cartan standard a¢, on peut choisir k,
de telle sorte que Ad k(a?)=a“. On choisit un tel a¢ et un tel k, dans la
suite. Par ailleurs, on peut choisir un ¢lement k| de K tel que (Ad k)., =s
et Adki(a ) = Qmin, OU a,,;, €st un sous espace abélien maximal de s
contenant ag (un tel sous-espace est g-stable).

Le sous-groupe parabolique Q étant gf-stable, il existe un élément
X, € a, tel que l'algebre de Lie de Q soit somme des sous-espaces propres
de ad X, associés aux valeurs propres positives ou nulles. Il est alors clair
que sX,=Adk(X,) vérifie des propriétés analogues relativement au
sousgroupe parabolique k,Qk''. Ce dernier est donc g0-stable et ne
dépend que de s. On le note Q°. De plus, il contient un sous-groupe
Pe?(G) tel que Lp=MA et ay Sa.

Soit F une fonction I1,,,(A), K-finie. Pour ve ./ —la*, le terme constant
Fy(v,-) de F(v,-) le long de Qe 2(G) (cf. [C] § 3.2 pour la définition) est
une fonction tempérée sur L,/(L, N H). On fixe ve/ —1a* tel que A4 +v
soit régulier par rapport aux racines de a? dans g. D’aprés l.c. Théoréme 2,
la fonction Fy(v, -) admet une décomposition:

VieL, — Fovl)= Y  Fu,(vnl)

se W(ag, a)

ou chaque fonction F, (v,-) est D(Ly/L, 0 H) propre pour la valeur
propre (A +v)o Ad k, € (a9)¥.

LEMME 3. On conserve les notations ci-dessus. Soit F une fonction
II,,,(A), Qe P(G), se W(ay, a) tels quil existe ve./—1la* avec A+v
régulier par rapport aux racines de o dans g% et tel que Fy (v)#0. Alors
s veérifie la propriété suivante:

Il existe un sous-espace de Cartan standard af de s, contenant agy, et
k, e K9 tels que:

(i)  Adk, induit s sur a,.
(i) Adk(a?)=a“
(i) Adk(a)=a (ot a,=a? nsnq) et Adk,((a?);) = af.
On notera W(ay, a) lensemble des éléments de W(a,, a) vérifiant ces

propriétés. Pour se W(ay, a), on fixera a? et k, de telle sorte que les condi-
tions ci-dessus soient vérifiées.

Démonstration. Comme F, (v,-) est tempérée sur L,/L, NH et
D(Ly/Lo N H) propre, il existe (daprés [C] Corollaire 2) un sous-
espace de Cartan standard af de s contenant a,, admettant une
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décomposition a{=af;+a;, (ot a;=a{ nsetad,=a{n/— fr\ q)), une
forme linéaire A, € (a%)* regullere par rapport aux racines de af dans le
centralisateur de a, dans g9 et un élément v, €./ —la* tel que FQ, v,
soit propre pour la valeur propre 4,+v, e(af)%. De plus, d’aprés les
propriétés de Fy (v, ), on a vy, =ves. Alors, d’apres les propriétes de s,
rappelées au début du paragraphe, il existe k, € K tel que Ad k,(a¢)=a’
et Ad k, induit s sur a,. De plus, F, (v) est propre sous D(L,/L, mH)
pour la valeur propre (A + v)o Ad kua{f' On écrit:

(A+v)eddk, a=A5+v,,

avec A, €(a?)% et v, e(a;)k. 1l existe donc, d’aprés le paramétrage des
caracteres de D(L,/L, N H), un élément k, e K? qui normalise a? et
centralise a,, tel que:

(Az "F Vz) OAdeh\fI: Al "F Vl'
On obtient finalement:
(A+V)O(Adk1k2)|af:/11 +Vy.

L’application du Lemme 2 §4.3 de [C] permet de conclure que I’espace
a?=a{ et 'élément k, =k, k, conviennent. |

COROLLAIRE 1. (i) On conserve les notations du Lemme 3. S’il existe
un élément ke K tel que (L, F), (#0, on a se W'(a,, a).

(ii) S’il existe un élément ke K tel que le terme constant (L, F), ne
soit pas identiquement nul, I’ensemble Wo(aQ, a) est non vide.

Démonstration. L’assertion (i) résulte immeédiatement de l’application
du Lemme 3 a L,F. Rappelons quon n’a défini F, (v) que lorsque
ve,/ —1la* est tel que A+ v est régulier.

L’assertion (ii) est une conséquence de (i) et de la continuité de

(L F)o(v, -) par rapport a ve/ —la* (cf. [C] Théoreme 4.a). ||

Si se WO(aQ, a) et a?, k, sont comme dans I’énoncé du Lemme 3, on
notera A°=AcAd k4 e( 4)*. Pour ve./—la* tel que A*+v soit
régulier par rapport auxt racines de a“ dans g“ on notera:

VieLy/LonH, F}y (v,1) =Fy (voAd k', 1). (3.1)
Alors:

La fonction Fv, (v,-) est D(Ly/Ly N H) propre pour la
valeur propre A*+ve(a?)* de méme que la fonction
(LiF)gp, (v, ) et ce pour tout ke K. (3.2)
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Si a? est un sous-espace de Cartan standard de s, on définit ] sur (a“)%
par:
Vie(@hE, Tlu()= ] (%4), (3.3)
szA+(g‘[, qd)
ou A%(g% a?) est un ensemble de racines positives pour le systéme
A(g?, a¥) des racines de a? dans g?. On remarque que [],« ne dépend de
A7 (g% a?) que par un facteur +1. C’est pourquoi notre notation ignore
cette dépendance. La proposition suivante résulte facilement de [C]
Corollaire 7 et la Remarque qui suit ce Corollaire.

PROPOSITION 1. On suppose que £>0, r>0, a? et A vérifient les
hypothéses du § 2 (cf. (2.1))

(1) 1l existe des réels €€ 10,¢&], r' >0 tels que, pour tout sous-espace
V de dimension finie de C*(K), biinvariant par K, toute fonction F,
1I,,,(A, e, r) de type V, tout Qe P(G), tout se WO(aQ, a) et tout élément
kekK, la fonction (v,1)r>]]a(A° +v)(L, F)o. (v, 1) se prolonge en une
fonction II,,(A%, & ') relativement a a? et LQ/LQ NH. On la notera
TALF)y

(ii)  Pour les fonctions définies sur L, on note avec un indice inférieur
L, placé a gauche, les seminormes introduites au §2. Soient ¢, r, & et 1’
comme en (i). Soient V un sous-espace de dimension finie de C*(K),
biinvariant par K, S une partie finie de U(l,). Alors, il existe une partie finie
S" de U(g) et un entier de N tels que, pour tout ne N, on ait:

VkeK, vl Am(LF)y ) <vi(E).

Lo n+d,r

Démonstration. 11 suffit d’établir la Proposition avec k = e, puis d’appli-
quer le résultat a L, F qui est également de type V, en remarquant que
SHLF)=vyi(F) pour tout keK. On déduit de [C] Théoréeme 5,
Corollalre 7 et Remarque 14, l'existence de &€ ]0,¢], r' >0 tels que,
pour tout F,V,Q,s,k comme dans (i), tout /eL,/L,nH, v
[L (A% +v) Fy (v,]) se prolonge en une fonction holomorphe sur (a),
notée n F,  qui vérifie 'inégalité de (ii) avec S réduit au singleton {1} et
k=e pour un d et un S’ indépendants de F de type V. Ensuite, il faut appli-
quer ce résultat a L,F pour De U(ly), en observant que (LpF)y =
Ly(Fy,) et que L,y F est de type V' pour un sous-espace de dimension finie

de C*(K), biinvariant par K. ||

4. Foncrions I7),,,(A)

DErINITION 2. On dit qu'une fonction I1,,,(A) est II),,(A4, ¢ r) pour
e>0et r>0 (resp. II},,(A)) si, pour tout Qe 2(G), se WO(aQ, a), keKk,
(L. F)p, , se prolonge en une fonction 17,,,(A°%, &, r) (resp. 11,,/(A%)).
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On remarque que si F est une fonction I7},,(A), il existe ¢ >0, r>0 tels
que F soit IT),,(A, ¢ r) car 2(G) est fini.

LemMmE 4. Soit F une fonction II),,(A, ¢, r). Alors, pour tout Q € #(G),
S€E WO(aQ, a), ke K, la fonction (L, F)y,  est une fonction II},,(A°% ¢, r).

Démonstration. Cela résulte immédiatement de la définition et du
Corollaire 5b de [C]. |

La proposition suivante est essentiellement une reformulation de la
Proposition 1 (1).

PROPOSITION 2. Soient ¢, r strictement positifs, a¢ et A comme au
paragraphe 2 (cf. (2.1)). Pour toute fonction K-finie F, Il,,(A) de type V,
la fonction nF: (v, x)> (A +v)F(v,x) est de type II},,(A). Plus
précisément, pour & et r strictement positifs donnés, il existe des réels
g€ 0, ¢e] et ¥' >0, indépendants de V, tels que si F est II},,,(A, ¢, 1) de type
V, la fonction nF est Il},,(A, & 1").

On veut maintenant étendre les estimations pour nF données dans la
Proposition 1 (ii) a toutes les fonctions I1],,(4, ¢, r).

PROPOSITION 3. Soient ¢, >0, a“, et A comme au paragraphe 2. Il existe
&, €1]0,¢] et ¥ >0 tels que, pour tout sous-espace V de C*(K), biinvariant
par K, toute partie finie S de U(l,), et tout sous-groupe Q€ Z(G), il existe
une partie finie S' de U(g) et un entier de N vérifiant la condition suivante:
Pour toute fonction F, II},,(A, & r) de type V et tout se WO(aQ, a), on a,
pour tout ne N:

LQ n+d I% (F\ ) S'}é;(F)'

Démonstration. On  obtient les estimations de = Fj, , sur afXx
Ly/LonH grice a la Proposition 1 (ii). On gpplique alors le Lemme 22
de [D] avec ¢ =¢/2. Finalement, &, =&/2 convient. ||

5. PAQUETS D’ONDES

On fixe a? et 4 comme au paragraphe 2 (cf. (2.1)). On note dv une
mesure de Lebesgue sur ./ —1la* et ¥(\/—1a*) l'espace de Schwartz sur
 —1la*.

LemME 5. Soit F une fonction 11,,,/(A) et K-finie.
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(i) Pour tout ae¥(/—1la*) et xeG/H, lintégrale | /= .« x(v)
F(v, x) dv est absolument convergente. On la notera W, p(x).
La fonction W, r est de classe C* sur G/H et on a:

VD e U(g), LyW, r=W, LpF-

Démonstration. Immédiate, grdce aux majorations de F et de ses
derivées (cf. (2.5)). |

On note %(G/H) l'espace de Schwartz sur G/H muni de la topologie
définie dans [B3] § 17.

THEOREME 1. Soit F une fonction II),,,(A), K-finie. Alors, I’application
x> W, p est une application linéaire continue de ¥(\/ —1a*) dans €(G/H).

Le Théoréme résulte immédiatement du Théoréme suivant qui le
précise. ||

THEOREME 1'.  Soient a?, A, e, v et V comme au paragraphe 2, et p une
semi-norme continue sur 6(G/H). Il existe une partie finie S de U(g) telle

que, pour tout ne N, il existe une semi-norme continue q sur ¥(\/ —1la*)
vérifiant:
Pour toute fonction F, II),,/(A, &, 1) de type V, p(#, ) <vy H(F) g(a).

Démonstration. On procéde par récurrence sur dim G/H. Si
dim G/H =0, le Théoréme est clair. On suppose donc le Théoréme vrai
lorsque dim G/H <n et on le démontre pour dim G/H =n. On se rameéne
au cas ou p est une semi-norme de la forme x,, ; associée a des ¢léments
De U(g) et je N par la relation:

Vfe C*(G/H),  up,;(f)= Sup O(x)~" (1+17(x))’ [(Lpf)(x)].

xeG/H

Si on tient compte du fait que F est I1},,(A, &, r) de type V, on voit que la
fonction L, F est IT},,(A, ¢, r) de type V' = C*(K) ne dépendant que de D
et V. On peut donc se ramener au cas D= 1.

Fixons un ensemble 4}, de racines positives pour le systéme 4, des
racines de a,; dans I'algeébre g° des points de g fixés par gf. On note #
la famille des ensembles de racines positives du systéme de racines de a;
dans g qui contiennent 4,. Si Z€ %, on note P(?) =M zA N 4(P) le
sous-groupe parabolique gf-stable minimal de G dont le sous-groupe de
Lévi 0-stable, centralisateur de ag dans G, admet une g-décomposition de
Langlands L= M A4, et tel que ny(#)=3",.,g" On note p, au lieu
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de ppy») et aj(2) au lieu de ay_ ). Enfin, on note a j(2) 'adhérence de
a(2) dans ag. Alors, on sait que:

G= ) Kexp(aZ(2)) H.
PeF
Compte tenu du Lemme 1, on peut donc supposer que p est de la forme
Dj avec:

Vfe C*(G/H),  p;(f)=Sup Sup (™)' (1+|XI)/[f(e")l,

PeF Xeal(?)

puis, en tenant compte de I'encadrement de ® ([ B3] Proposition 17.2),
supposer que p est de la forme p; avec:

pif)=Sup Sup "1+ |X]) |f(e¥)].

PeF Xeal(?)

La démonstration du Théoréme 1’ se scinde en deux cas, suivant que, dans
la g-décomposition de Langlands, G=M;A;, de G, on a dim 4;=0 ou
dim A;>0.

Premier cas: dim A;>0. On sait que a=a,+a,, avec a,:=ag et
a,:=anmg. Alors, si F est de type I1),,(4,¢), v, €/ —laf et v, €(a%)
(ie. vy €(ay)E et |[Rev,| <¢) on a:

&

Vme Mg, VaeAg, Fvy+v,,ma)=a"F(v, +v,, m).

Fixons un élément j de N et notons p = pj. Utilisant 'argument usuel qui
montre que la transformation de Fourier est un endomorphisme de I’espace
de Schwartz, on voit qu’il existe un opérateur D, sur ./ —laf, a coef-
ficients polynomiaux, tel que, pour toute fonction I7},(A):

VmeM;,Vae Ag,

(1+(a))’ [#, r(ma)| < Sup
Vi e\/jla;"

= Dv](“("l +v,) F(vi + vy, m)) dv,|.

Développant D, (a(v, +v,) F(v, +v,, m)) grace a la formule de Leibniz, on
prouve lexistence d’¢léments D, .., D}, DY, .., D} de S(\/—1laf) et de
polyndémes ¢,, ..., ¢, sur (af) o tels que:

VYmeM;,Vae Ag,
(1+(a)) | W, p(ma)]

< Sup  Sup q,»(vl)f

i=1,..1 vleJ*lal*

—la

Dioa(v,+v,) D/ F(v, +v,, m) dv,
2
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On peut alors appliquer I'hypothése de récurrence aux fonctions

o, € L/ —la¥) (resp. F,) définies pour tout v, e/ —laf sur \/ —1laj¥
(resp. (af), x M), par:

Vv, e/ —laf, ay, (v2) =¢;(vi) Diovy +v,),
et
VmEMG,VVZE(ClEk)E, Fvl(v27m):D;,F(vl+v29m)7

respectivement.

D’apres le Lemme 2, les fonctions F,, sont de type I1},,(4, &', r) pour
tout & € ]0, ¢[, avec controle des semi-normes, et de type V (noter que
Kn M= K). Pour conclure, il suffit de remarquer que si ¢ est une semi-
norme continue sur I'espace de Schwartz de ./ —1 a* et D un opérateur
différentiel sur ./ —1a* a coefficients polynomiaux, ¢oD est encore con-
tinue. Ceci achéve la partie de la démonstration de I’étape de la récurrence
concernant le cas ou dim 4, > 0.

Deuxiéme cas: dim A;=0. Le cas K= G étant trivial, on va supposer
K # G. Dans ce cas, I'ensemble 2(G) ne se réduit pas au singleton {G}. On
va commencer par rappeler un résultat de [ C] (Théoréme 4 et la Remar-
que qui le suit). Ici on a prolongé par continuité les inégalités.

LEMME 6. On conserve les notations du Théoréeme 1' (i.e. A, g, r, V fixés).
11 existe un réel §>0 une partie finie S de U(g), un entier de N, et un réel
0>0 tels que:

Pour tout Qe P(G), tout P € F vérifiant P(P)< O, toute fonction F,
11,,,(A, e, 1) de type V, tout entier n>d, on a:

VXe E, Vaeexp aj(2), Vveaf,
|dp(ae™) F(v, ae™) — Fy(v, ae™)|

SV 4 (F) (v, @) a7 IRev! - lowal g =01 | )+,
Ici, on a défini:
VXeag, p, o X)=1/2(Trad X )\ m,)>

VXeay, fo(X)=Inf{a(X)|aed(ny, ap)},

et

VmeMy,Vae Ay, do(ma)=a’e.
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Fin de la démonstration du Théoréme 1. On fixe jeN et on prend
p=pj. Pour e 7, onnote S} ={Xeal(2)||X||=1}. Soit X, €S, et
Q I'élément de 2(G) défini par X,,. Cela signifie que L, est le centralisateur
de X, dans G, et que le groupe N, a pour algébre de Lie n,:=
Yae s axp=08" Par construction, X, est un ¢€lément de a/,. Soit 2, un
voisinage ouvert de X, dans S} tel que, pour tout élément X de £, on ait
(X)) =o(X,)/2 pour tout ae 2. Avec les notations du Lemme précédent,
on pose o' : —5_ﬁQ X,)/4. Cest un réel strictement positif. Si Ye Q, et >0,
Ielément #( Y — X,,/2) appartient a a (). Si on pose a =exp (¥ — X0/2) et
X=1tXy/2€a/, le Lemme précédent implique (apres division par d (e’ ):

Pour toute fonction 11,,,(4, ¢, r) de type V, F, pour tout entier n=d,
on a:

Vi=0,VYeQ,, Vve ./ —la*,
|[F(v, &) —dgle ") Fy(v, &™)
<(32) 3 ySe  (F)(1+ [v])" e M(1 + ¢ ||log al|)" e =P X072, (5.1)

car | X[ =[1X,ll/2=1/2 et dyle "")a r72=e """ Soit C>0 une
constante telle que

Vi=0,VYeQ,, 1+ |Y—X,/2])<C(1+71) (5.2)
et soit C; >0 telle que:
V=0, (32)" (1+1)"e ™ <C)(1+1)7. (5.3)
Alors, avec les notations et hypothéses de (5.1):
¥i>0,YYeQ,, Vve/—la*,
|F(v, e") —dg(e™"") Fo(v, ')
<OV ()4 ) (14 1) 7 =77, (5.4)

Si n est un entier fixé, il existe une seminorme continue ¢, sur & (,/ —la*)
telle que:

Voae S/ —1a%), Uﬁ*(lﬂvn"a(v)dv <q ().  (55)

On utilise maintenant la décomposition Fo =3 c ey, o) Fo s €t ON
applique I'hypothese de récurrence aux fonctions F, ;. Si on tient compte
de la Proposition 3, on obtient, avec les hypotheses du Théoréme 1"
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Il existe une partie finie S de U(l,) telle que, pour tout entier ne N, il
existe une seminorme continue ¢/, sur & (\/ —1a*) vérifiant:

Pour toute fonction F, I11,,,(A4, &, r) de type V, tout ae ¥(/ —1a*), et
tout 1 >0:

Uma* a(v) Folv, €) dv| <vS(F) g )1 +1) T e 7o, 56)

Intégrant la relation (5.4) contre |a|, avec ae S (/ —1a*), et tenant
compte des équations (5.4), (5.5) et (5.6), on trouve qu’il existe une partie
finie S” de U(g) et, pour tout entier n e N, une seminorme continue ¢, sur
FL(/ —1la*) telles que, pour tout ae.¥(/—1la*), tout F, fonction
11,,(A4, ¢ r) de type V, on ait:

[, (e <V 5(F) gp(a)(1+1) e w7, (5.7)

Si on tient compte du fait que 'espace compact S, peut étre recouvert
par un nombre fini de tels ouverts Q,,, ainsi que de la finitude de I'ensemble
Z, on déduit de (5.7) la majoration cherchée pour p/(#, ). |

6. UNE CONDITION SUFFISANTE POUR QU’UNE FONCTION SOIT DE TYPE 1, ,(A)

Les notations et les hypothéses sont celles du paragraphe 2. En par-
ticulier, on suppose que la condition (2.1) est satisfaite. On dira qu’un
hyperplan affine complexe # de af est de direction réelle si # est défini
par une équation p =0, ou p est une fonction affine sur a. de la forme
p:vi—>v(X)+z pour un élément Xea\{0} et zeC. Une telle fonction
affine sera dite fonction affine de direction réelle sur af.

LEMME 7. Si # est un hyperplan complexe affine de direction réelle de
af tel que H N/ —la* =, il existe un réel ¢ >0 tel que # Nnaf=.

Démonstration. On suppose # défini par son équation p, ie., # =
{veak|p(v)=v(X)+z=0}, avec Xea, ze C. L’hypothese # N/ —la*
= ¢ implique Re z #0. Soit ¢ >0 tel que, pour tout veag, la condition
|v] <& implique |p(v)| <|Rez|. Dans ce cas, # naf=g. |

LEMME 8. Soit A un hyperplan affine de of de direction réelle et d’équa-
tion p=0. On suppose que H Nn./—la*# . Soit [ une fonction
holomorphe sur a*\A telle que pf se prolonge en une fonction g, holomorphe
sur af. Si g est identiquement nulle sur # ./ —1a*, la fonction f est
holomorphe sur a*.
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Démonstration. On peut supposer p de la forme v v(X)+z, avec

Xea\{0} et zeC. Comme # n,/—la*#, on a ze,/—IR, et

H N/ —1a* est un hyperplan affine de ,/—1a* Par prolongement
holomorphe des identités, on déduit de nos hypothéses que g=0 sur
A nak. Il est alors clair que g s’écrit sous la forme g=pf; avec f;
holomorphe sur af. Pour cela, il suffit de voir qu’une fonction ¢,
holomorphe sur un polydisque D=T]7_,D, vérifiant ¢(0, z,, ..., z,) =0
pour (z,, .., z,) € I7_, D,, peut s’crire sous la forme z,y(z, ..., z,), avec ¥
holomorphe sur D. Cette vérification se fait de maniére élémentaire en utili-
sant le développement de ¢ en série entiére. Ceci achéve de démontrer le
Lemme.

LEMME 9. Si Qe 2(G) est tel que W'(a,, a)#J, et dima,=dima,
pour tout élément se W ay, a) il existe un élément x e N (ay) tel que
0°=x0x"" (c¢f. au début du paragraphe 3 la définition de Q°, qui vérifie ici
Qs = a).

Démonstration. Soit a,;, un sous-espace de Cartan de s contenant a.
Si se W(ay, a), il existe un élément k€ N(a,,,) tel que Ad k induise sur
a, l'application s. Le groupe Q°, défini comme kQk ! est g0-stable. Par la
suite, on notera P = Q°. La condition dim a,=dim a implique que a,=a.
Soit P un sous-groupe parabolique of-stable minimal contenu dans P.
Draprés [ B2] Lemme 2.5, il existe un élément k; € Ng(ag) N Ng(ay,,) tel
que le sous-groupe parabolique o@-stable P, =k, Qk ' contienne P .
Comme k; normalise ag;, on a P, e Z(G) et ap =Adk,(ay). Les deux
sous-groupes paraboliques P et P, contiennent P, donc un sous-groupe
parabolique minimal P, de G, sous-groupe dont le facteur de Lévi
O-stable est égal au centralisateur de a,,;, dans G. Ces deux groupes €tant
conjugués par un €lément de N (a,,,), les parties paraboliques = et =, du
systeme de racines 4(g, a,,,) de a,;, dans g correspondant a P et P, sont
conjuguées par un ¢élément du groupe de Weyl de 4(g, a,,;,) et contiennent
un méme ensemble de racines positives de 4(g, a,,;,). Dans ce cas (cf. [W]
Prop. 1.1.2.12), ces systémes paraboliques sont égaux et P=P,. Cela
signifie que ap, =a,=a et que I’élément x =k, convient. ||

DfFmNiTION 3. On dira qu’une fonction F est I1,,.(A), K-finie, si et
seulement si F est définie sur I'espace produit de G/H par af privé d’'un
nombre fini d’hyperplans affines complexes de a, de directions réelles (ceci
pour un &> 0), et s’il existe un réel &' € ]0, ¢] et un produit fini p de fonc-
tions affines, de directions réelles sur af, tels que pF se prolonge a
aX x G/H en une fonction F,, II,,(4, ¢'), K-finie.
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Pour une telle fonction, on peut choisir &' tel que les fonctions
Fyp ()= (p(v*)) ! (Fy)p. s (v') soient definies pour v €lément de a, prive
d’un nombre fini d’hyperplans affines complexes de directions réelles (avec
la convention v*=ves). La fonction Fy, , ainsi définie est 11,,.,(4") puisque,
d’apres [C] Théoreme 5 et Corollaire 7, c’est dé¢ja le cas pour (F))y, .-

THEOREME 2. Soit F une fonction I1,,,,(A), K-finie. On suppose que, pour
tout sous-groupe parabolique Q € P(G) de la forme xPx~"' pour un élément
X de Ng(ag) et un sous-groupe parabolique cf)-stable P vérifiant ap=a, on
ait: Pour tout se W%ay,a), tout keK, tout leLy/L,NH, et tout
vo e/ —lag, la fonction v (L F)y, (v,1) est localement bornée au
voisinage de v,.

Alors:

(1) 1l existe un réel ¢,>0 tel que la fonction F se prolonge sur
aX x G/H en une fonction II,,/(A, &), notée encore F.

(i1) On peut, dans (1), choisir ¢,>0 pour que F soit une fonction
II}tol(Aael)'

Démonstration. On choisit ¢>0 et p produit de fonctions affines
complexes de directions réelles sur a¥ de telle sorte que pF se prolonge a
a¥ xG/H en une fonction II,,(4,¢), K-finie, F,. En procédant par
récurrence sur le degré de p, on se rameéne au cas ou le degré de p est égal
a un, ce qu’on supposera par la suite. Soit # I'hyperplan affine complexe,
de direction réelle, d’équation p=0. Si # n./—1la*=(J, on peut, par
utilisation du Lemme 7, modifier ¢ de fagon a ce que # naf= .
L’application de I'argument utilisé dans la démonstration du Lemme 22 de
[D] permet d’affirmer que F est I1,,,(4, &/2). Ceci achéve de prouver (i)

dans le cas ou A N/ —la*= .

On suppose désormais que # N,/ —1la*# F. On va voir que F, est
identiquement nulle sur (# N,/ —1a*) x G/H. Raisonnons par ’absurde et
supposons qu’il existe un élément v, € # N,/ —la* tel que F,(v,, -) ne
soit pas identiquement nulle sur G/H. Choisissons un élément Q € 2(G),
minimal parmi les éléments de 2(G) vérifiant la condition: il existe k € K,
leL, tels que (L,Fy)p(vy,!)#0. Quitte a remplacer F par L,F, on
peut supposer k=e. Alors, il existe a,e€A, tel que la fonction
@:m(MynH)— (F)), (vy, may) ne soit pas nulle sur M, /(M , N H). De
plus, le choix de Q est tel que, d’aprés la Proposition 6 de [ C], la fonction
@ est de carré intégrable sur M, /(M , n H). 1l faut remarquer que, pour
appliquer cette proposition aux fonctions K-finies et non aux fonctions
w-sphériques, on doit faire une hypothése portant sur I'ensemble des
fonctions translatées de F, par les ¢léments de K. Cette hypothése est ici
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satisfaite. De plus, I'examen de la démonstration de cette proposition
montre que 'on n’utilise que des sous-groupes paraboliques standards. Ceci
nous permet de lutiliser. La fonction ¢ est donc de carré intégrable sur
M,/(M,nH), Kn M ,-finie et annulée par un idéal de codimension finie
de D(M,/M, N H). Par une extension du Lemme 14 de [D] au cas des
fonctions de carré intégrable, on voit que ¢ est un vecteur C* de la
représentation régulicre de M, sur L3 (M o/My N H). Ce vecteur engendre
un (my, KN M,) sous-module de Lz(MQ/MQ N H)* qui est un module
de Harish-Chandra. Il résulte alors du Théoréme 1.5 de [ B1] que ¢ s’écrit
comme une somme finie ¢ =>7_, ¢, de fonctions ¢,, i=1, ..., p, de carré
intégrable sur M,/M, N H, et D(M /M, n H) propres pour une valeur
propre A; €./ — l(aﬁ’, MQ)* pour un sous-espace a‘{q Mo> abélien maximal de
(my)e Ns? enticrement contenu dans ./ —1f, espace dont Iexistence
résulte de la théorie des séries discrétes de My/M, N H (cf. [OM]). On
sait en outre que, pour tout i, A; est réguliére par rapport aux racines de
a’f’) Mo dans (my)c. Par ailleurs, d’aprés le Théoréme 3 de [C], pour tout
le Ly, la fonction vi— (F,) (v, [) est holomorphe en v au voisinage de v,,.
En fait, en utilisant toute la force du Théoréme 129 de [B3], la
démonstration du Théoréme 3 de [C] prouve que la fonction
(v, )= (Fy) (v, I) est de classe C* sur V(vy)xLy/Ly N H, ou V(v,) est
un voisinage ouvert de v,. Par ailleurs, comme (F))y(vy, -)#0, le
Lemme 3 implique que W°(a,, a) # &. Pour se W’ a,, a), choisissons a?,
k,, A* comme dans le Lemme 3. D’aprés les propriétés de la fonction F, ,
pour tout opérateur différentiel De D(L,/L, N H) et tout ve/ —1a* tel

que A+ v soit régulier par rapport aux racines de a? dans g% on a:

VleLQ/LQmH,< I1 (D—yan(/ls+vS,D))>FQ(V,Z)=0. (6.1)

se WO(aQ, a)

D’apres ce qui a été dit précédemment, on voit que la relation (6.1) reste

Vrale pour tout ve,/—la*, et en particulier pour v,. On définit a? .=

al nmy,. Alors, la fonction ¢ se décompose en une somme finie de fonc-
t10ns propres généralisées non toutes nulles pour des valeurs propres dis-
tinctes de la forme (A" +v") ¢ ouse WO(aQ, a). Si on compare les deux
décompositions de ¢, on COIQICII.lt (par exemple) que (A, a1 MQ) est
conjugué par un élément du centralisateur de a, dans K a un couple

(A" +v* o1y ay MQ) On déduit alors du Lemme 2 de [C] que af My S

/ — 11 D’aprés les propriétés des espaces a?, ceci implique que la dimen-
sion de a, est égale a celle de a. D’aprés le Lemme 9, il existe donc un
élément x € Ny (a) réalisant s et tel que O =xPx ™', et donc a,=a. Mais
d’apres nos hypotheses, la définition des fonctions Fy, , et les proprietés
de la fonction (F;),, on voit que la fonction (F;)(vy, -) est nulle sur
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L,/L, n H puisque p(vy) =0. Ce constat contredit le fait que ¢ # 0. Cette
contradiction montre que F, est identiquement nulle sur (# N,/ —1a*) x
G/H. On déduit du Lemme & que, pour tout xe G/H, la fonction v
F(v, x) est holomorphe sur a*. En utilisant I'argument du Lemme 22 de
[D], on voit que Fest II,,,(A, ¢/2), ce qui achéve de démontrer (i).

Pour prouver (ii), il suffit de remarquer que les fonctions F7y, | verifient
les mémes hypothéses que la fonction F elle-méme (cf. Définition 3). ||

Remarque 1. Le Théoréme 2, joint au Théoréme 16.3 de [ B3], montre
que les intégrales d’Eisenstein de [B3] équation 13.2, sont des fonctions
II,,,(A) (ou plutdt, des sommes de fonctions w-sphériques de type I1},,,(A;)
pour certains 4;). On peut donc prendre 7 =1 dans les Théorémes 19.1 et
19.2 de [ B3].
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