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Let G/H be a reductive symmetric space and suppose V is an admissible (g, K)- 
module of tinite length possessing a linear functional TE V* which is fixed by II and 
H n K. We prove that V can be mapped equivariantly into C”(G/H) such that T 
becomes the pull-back of the Dirac measure at the origin. Essential in the proof is 
the fact that the formal power series of certain matrix coelhcients of V satisfy a 
system of differential equations with regular singularities. 0 1988 Academic Press, Inc. 

INTRODUCTION 

Soit G un groupe reel reductif dans la classe de Harish Chandra (cf. Cl]) 
u une involution de G et H un sous-groupe ouvert du groupe G” des points 
fixes de 6. Soit 0 une involution de Cartan de G commutant A rr (cf. [l, 
Proposition 1.11) et soit K le groupe des points fixes de 8. C’est un sous- 
groupe compact maximal de G, o-stable. Soit g l’algebre de Lie de G. Dans 
cet article, on appellera g-module H-spherique la donnee dun (g, K)- 
module admissible de longueur finie (i.e., un module de Harish-Chandra) et 
d’un vecteur T dans le dual algebrique V* de V, fix6 par Kn H et par 
I’algebre de Lie h de H. Dans cet article, nous montrons qu’une telle 
donnee determine un morphisme i de (g, K)-modules, u + F,, de V dans 
C”(G/H) tel que T coincide avec la composee de i et de la mesure de 
Dirac A l’origine (Thtorbme 1). On peut appliquer ce resultat au cas oh 

0022-1236/88 53.00 
Copyright 0 1988 by Academic Press, Inc. 
All rights of reproduction in any form reserved. 

284 



REPRlbENTATI0N.S SPHbRIQUES 285 

G = G, x G, , 0 est la permutation des facteurs, H la diagonale de G1 x G 1, 
V est de la forme V, @ V: avec V,, (g,, K,)-module et V: est le (g,, K, )- 
module contragredient (dual K,-fini), et T est determine par la forme 
biliniaire naturelle sur V, x VT. Dans ce cas on retrouve l’existence dune 
application coefftcient pour V, (cf. [6, Theorem 8.71). Nous suivons pour 
demontrer notre rtsultat une mtthode analogue a celle suggeree dans [6], 
introduction et p. 909 (voir aussi le manuscript [4, epilogue]) et due a 
Casselman, pour traiter le cas particulier ci-dessus (voir aussi [S] ). 

Expliquons britvement celle-ci dans un cas particulier: on va supposer u 
en outre fixe par K (en general il faut introduire des fonctions p-spheriques, 
ce qui est technique, mais le principe est le mCme) et construire 
F,EC~(G/H). On notera g=h@q avec cl,,= -Id et g=k@p avec 
81 p = -Id. On se lixe a0 un sous-espace abelien maximal de p n q. 

Alors on sait que G = K exp a0 H. Si F, existe (u fixe par K), F, est 
K-invariante a gauche et H-invariante a droite, done F, est determine par 
F vlexp Pa’ Le fait que F, soit annult par un ideal de codimension linie du 
centre Z(g) de l’algebre enveloppante V(g) de g (car V est admissible) se 
traduit par des equations differentielles satisfaites par cette restriction. Dans 
le cas G = G i x G, , H = Diag G i, Casselman a montre l’existence de F, en 
Ctudiant ce systeme; il se trouve que ce systbme est en general a singular%& 
regulibres, de codimension tinie, le lieu singulier Ctant des hyperplans 
definis par certaines racines de aQI dans g. 

11 prouve alors un rtsultat general non trivial sur les systtmes a 
singularitts regulieres et de codimension linie [4, Theorem 3.5.21 qui 
affirme que toute serie formelle solution dun tel sysdme a un rayon de 
convergence non nul. Ce resultat est d’abord ttabli quand le lieu singulier 
est un diviseur a croisement normal et le cas general est trait6 en utilisant 
la resolution des singularitts. Cependant, les coefficients des equations 
differentielles qui proviennent de la situation pour les groupes ont une 
propriett particuliere: quand on les restreint a une droite complexe gentri- 
que passant par l’origine, l’ordre de leurs poles satisfait certaines 
estimations. Ceci nous permet d’eviter l’utilisation des outils generaux de 
[4] et de donner une demonstration tlementaire de ce resultat dans ce cas 
particulier (cf. appendice). Suivant une idte de Duistermaat nous nous 
ramenons a un probleme a une variable et nous’ sommes en mesure 
d’utiliser les resultats classiques sur les equations de type Fuchs (a coef- 
ficients dans un espace de Banach). Un resultat de Korevaar et Wiegerinck 
[9], liant d&i&es partielles et d&ivies radiales dune fonction, joue un role 
crucial. 

La tin de la construction de F, se reduit a un probltme de prolongement 
de solutions d’equations differentielles, qui se r&out simplement, puis a un 
problbme de prolongement A G tout entier que l’on r&out g&e a un 
travail anterieur [ 33. 
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1. NOTATIONS ET RAPPELS 

1.1. Si V est un espace vectoriel, on notera V* son dual. Si V est reel, 
on note V, son complexifie, S(V) l’algbbre symetrique de V,, S”(V) le 
sowespace des elements homogenes de degre n de S(V). Lorsque V est de 
dimension fmie, on identifiera S(V) a l’algebre des fonctions polynomiales 
sur V*. Soit V (resp. E) un espace vectoriel reel (resp. complexe) de dimen- 
sion finie. On notera O,( V, E) l’espace des germes de fonctions analytiques 
au voisinage de 0 dans V a valeurs dans E. Si E = C on notera simplement 
O,(V). On notera g,,(V) l’espace des germes d’optrateurs differentiels 
analytiques au voisinage de 0 dans K De la facon habituelle O,( V, E) 
est regarde comme un C&,( V)-module. Par a on dtnotera l’unique 
homomorphisme d’algebre S(V) + gO( V) determine par (a(X)@)(x) = 
(d/d?) @(x + tX)l,= 0 pour XE V, @ E O,( I’) et x suflisamment proche de 0. A 
un element @ de O,( V, E) on attache l’application liniaire cp de S(V) dans 
E, detinie par D + (i?(D)@)(O) = q(D) appelee s&e formelle de @ en 0. 
L’espace 6,( V, E) des applications lineaires S(V) + E est appele espace des 
series formelles a coefftcients dans E en 0. L’application detinie ci-dessus de 
$,( V, E) dans &,( V, E) est injective et identifie O,( V, E) a un sous-espace de 
O,( V, E). Nous munirons &( V, E) de la structure de groupe topologique 
dont un systbme fondamental de voisinages de 0 est don& par la famille 
(I@) k E N*} oti Mk est le sous-espace constitue des elements cp de 
6,( V, E) veritiant q(D) = 0 si d”D < k. 

Pour cette topologie, l’espace S( V*) @ E des fonctions polynomiales de 
V dans E est dense dans oo( V, E). Done O,( V, E) est dense dans 6,( V, E). 
L&valuation en 0 des elements de O,( V, E) admet une unique extension 
continue a 6,( V, E) que l’on notera e. (evaluation en 0). L’action de go(V) 
sur O,( V, E) s’etend uniquement en une action continue sur 6,( V, E). Si 
XE S( V), cp E oo( V, E) alors, 

(W)cpW) = eo(W’Wcp) 

= cpW-) 

pour tout DES(V). 
Si H,, . . . . H, est une base de V, h,, . . . . h, sa base duale, nous Cm-irons 

aussi pour cp E oo( V, E) 

oh pour m = (m, , . . . . m,) on note m! = m, ! . . . m,!. On notera aussi Irnl = 
ml + ..- -km,. 

Si on dispose d’une application lineaire entre deux espaces vectoriels de 
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dimension linie, j: V-+ W, on notera j * l’application naturelle de oO( W) 
dans 6,(V). Cette application lineaire est continue et envoie O,(W) dans 
w  VI. 

Si S est un groupe de Lie reel, S” designera sa composante neutre, s son 
algebre de Lie, U(s) l’algebre enveloppante de la complexifiie sc de s et 
Z(s) le centre de U(s). On notera X + X’ l’antiautomorphisme principal de 
U(s). On dtsignera par /.I l’application canonique de S(s) dans U(s) (cf. [8, 
2.41). On notera s -+ L, (resp. s + R,) la representation regulibre gauche 
(resp. droite) de S et X+ L, (resp. X+ R,) la representation de U(s) 
obtenue par differentiation. 

Si S est un groupe compact, on notera 3 son dual unitaire. Si 6 E 3 et 
(p, E) est une representation de 5’ on note ES la composante isotypique de 
type 6 de E et ES les invariants de E sous p. Enfin si X est un espace muni 
dune action de S on appellera fonction p-sphirique sur X toute fonction de 
X dans E telle que: 

VXEX, VSES f(s.x)=p(s)f(x). 

1.2. On retient les notations de l’introduction. On note c le centre de g 
et g, = [g, g]. On lixe une forme bilineaire B sur g, negative definie sur k et 
positive definie sur p, qui coincide avec la forme de Killing sur g, , telle que 
g, et c soient orthogonaux ainsi que c A II et c n q. 

On note g,, = k n h @ p n q, i.e., g80 est l’ensemble des points fixes de 
l’involution a0 de g. On note A,, (resp. d = A(g, ao)) l’ensemble des racines 
de aI dans g,, (resp. g). 

On se lixe une fois pour toutes un ensemble de racines positives A,+, de 
AGo. Notez que Aa@ est le systeme de racines de (goO, a,) puisque aQI est un 
sous-espace de Cartan de g,,. On d&it as la chambre de Weyl negative 
correspondante, i.e., a, = (HE aQI 1 a(H) < 0, Va E A,+,}. On rappelle (cf. [ 1, 
Proposition 1.3 et Corollaire 1.43) que pour XE p n q, il existe un unique Y 
dans la fermeture Cl az de a5 tel que X= A d(k) Y pour un k E Kn H ‘, et 
pour tout g E G, il existe un unique a E exp(C1 as) tel que x E KuH”. En 
outre, l’application de K x (p n q) x (p n h) dans G dtlinie par (k, X, Y) + 
k( exp X)(exp Y) est un diffeomorphisme. 

On se fixe un choix dun ensemble de racines positives A + de A tel que 
A,‘B = A,, n A+. On pose n= eorsd+ g”, n- = eacd+ gg”, ou pour aE A, 
g” designe le sous-espace radiciel dans g de aQ( correspondant a a. On note 
I, Ie centralisateur de a@ dans g, m, = I@,,, @ Ig,kb @I,,, oi I,, kg = 
1, n k n q etc. Remarquons que mlzI est une sous-algebre de g (cf. [7] par 
exemple). En outre g = n- @I o,Lq @ aQI @h (cf. [2] lemme 3.4). 

On notera Y l’algibre des fonctions delinies sur l’ensemble (a,)re* 
des points regulier de aD pour le systeme de racines Aa0 et engendree 
par 1, e”(‘) pour aEA, (l-eza(.))-’ pour aeA,e, (l+eZB(.))-’ pour 
bEA+ avec (gs)L # (0). Ici (gs)_ designe le sous-espace propre de 
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l’endomorphisme ati de ga pour la valeur propre - 1 (gp est stable par 00 
car a0 est l’identitt sur a@). 

1.3. On note g= U(a,)@ U(k) @U(,ar,Lb) U(h). Clairement g est un 
module a droite sous U(h) et a gauche sous U(k). Alors pour tout D E U(g) 
il existe un unique D(D) E Y@d tel que pour tout aE exp a;g, 
F,(II(D)) = D. 

Ici r, : Y 899 + U(g) est dtlinie comme suit: r,,(f@ H@ X@I Y) = 
f(log a) X”HY ou f EY, HE U(a,), XE U(k), YE U(h) et X” designe 
I’action adjointe de a-l sur X (cf. [ 1, lemme 4.21). 

2. DEMONSTRATION DU R~SULTAT PRINCIPAL 

2.1. THI~OR~ME 1. Soit (z, V) un (g, K)-module de longueur finie (i.e., un 
module de Harish Chandra), T un vecteur du dual algebrique de VfixP par h 
et Hn K. Alors: 

(i) Pour tout v E V il existe une unique fonction analytique sur G/H, 
F,, telle que pour tout DE U(g) et ke K on ait: (L,L,F,)(e) = 
(n(D) n(k)v, T), oti e est l’tlement neutre de G. 

(ii) L’application i: v + F, est l’unique morphisme de (g, K)-modules 
de V dans C”(G/H) tel que T coincide avec la composee de i et de la mesure 
de Dirac en l’element neutre. 

(iii) Si T n’ annule aucun sous-module non trivial de V, i est injectif: 
En particulier, c’ est le cas si V est irrtductible et T non nulle. 

Debut de la demonstration du thtoreme 1. 
L’unicite de F, si elle existe est Claire. Supposons (i) demontre. Soit j un 

morphisme de (g, K)-modules de V dans C”(G/H). Les elements de l’image 
de j sont K finis et annul& par un ideal de codimension linie de Z(g). 11 en 
rbulte facilement qu’ils sont annul& par un opirateur differentiel elliptique 
a coefficients analytiques et sont done analytiques. Alors si j verifie (ii) il 
coincide necessairement avec l’homomorphisme i, g&e a (i). Cet 
homomorphisme vtrilie d’ailleurs clairement la propritte voulue. On vient 
done de voir que (ii) rtsulte de (i). L’assertion (iii) est une consequence 
immediate de (i). 

II sullit done de demontrer l’existence de F,. Nous allons remplacer ce 
probleme par un probltme equivalent. Pour cela, soit Fc K, l’ensemble lini 
des K-types intervenant dans le sous-K-module de V engendre par v. On 
note E = @ d E F C “(K)d, la somme des composantes isotypiques de type 6, 
6 E F, de Cm(K) pour la representation reguliere gauche. On note p la 
restriction a E de la representation reguliere droite de K. Alors l’existence 
de F, sera impliquee par la demonstration de I’assertion suivante: 
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(A) 11 existe une fonction analytique de G/H dans E, @“, telle que Qlr, 
soit p-spherique (i.e., @,(kx) = p(k) G,(x) pour tout kE K et XE G/H) et 
telle que pour tout D E U(g), (L,@,)(e) est egal, comme element de E it la 
fonction k -+ (n(D) n(k-‘)o, T). 

En effet, si l’existence de @, est prouvte, la fonction F definie sur G/H 
par: Vx E G/H, F(x) = (Q,(x), aF) veritie les proprietes voulues. Ici aF = 
x6 E F (dim 6)X6 oh xa est le caractere de 6, et ( ., .) dtsigne la restriction a E 
du produit scalaire sur L*(K). La verification, facile, est laissie au lecteur. 
Ceci montre que l’assertion (A) implique le point (i) du theortme 1. Nous 
allons done dtmontrer l’assertion (A). Pour cela, on va s’interesser aux 
equations differentielles satisfaites par a,. Ceci fait l’object des numeros 
suivants: 

2.2. On a a o = (a, n [g, g])@ (c n aa) oti c est le centre de g. On 
choisit une base A, de (c n a@)* (que l’on identifie a un sous-espace de a& 
grace a la decomposition ci-dessus). On note C l’ensemble des racines 
simples de A + et A = C v A, qui forme une base de a;. 

On note H,, . . . . H, la base de a, telle que /i en soit la base duale. On 
notera pour m = (m,, . . . . m,) E N’, H” = Hy1. . . H;“I. 

Soient X= {HE(~~)%[ -rr<Ima(H)<rc, VaEA+} et 

X*={HEX(OL(H)#O,V~EA,+~} et Y=X-X*. 

Noter que X et X* sont des ouverts connexes de (a$)c. On remarquera 
egalement que l’on peut regarder Y comme une algebre de fonctions 
holomorphes sur X*. 

On note M le centralisateur dans K n H de a, et m = I,, Lh son algebre 
de Lie. 

On associe a tout DE Z(g) et a la representation p de K dans E un 
operateur differentiel lineaire holomorphe n,(D) sur X* de la facon 
suivante: On d&it d’abord une application lineaire 

‘I~: 90 U(aD)Q U(k) 0 U(h)-+Y’Q U(a,)QHom(P’, E) 

ui(ml 

par rlll(fQXQYQZZ)=fQXQ(&(Z)~(Y)) oc fry, x~U(a~), 

YE U(k), ZE U(h), E est l’augmentation U(h) --+ @ et p(Y) est restreint a 
EM. Alors on pose n,(D) = q,(Z7(D)). 

On a n,(D) E Y @ U(a,) 0 Hom(E”, EM) et peut done &tre regardt 
comme operateur differentiel holomorphe sur X* c (ara)c (cf. [ 1, 
Proposition 4.11) en faisant agir U(a,) par representation regulibre droite. 

2.3. Les elements de Y sont des fonctions holomorphes sur X* et 
meromorphes sur X. En utilisant comme hyperplans les noyaux des a E A,+e 
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on a une notation de degre pour tout element f de Y (cf. appendice, $1.1) 
note degf: On Ctendra cette notation aux elements de 

Y@U(k) @ U(h) et Y @ End EM. 
U(m) 

LEMME 1. On considere la graduation sur 9’ 0 U(a, ) 0 U(k) @ ucmJ 
U(h) (resp. 9’@ U(ao)Q End(E”)) induite par la graduation naturelle de 
U(a,)- S(a@). Pour X element de l’un de ces espaces on note X, sa 
composante homogene de degre n. Soit DE U,(g) (resp. DgZ(g)n U,,(g)). 
(Ici U,,(g) est l’ensemble des elements de U(g) de degre inferieur ou Pgal a n.) 
Alors: 

(i) II(D) (resp. II,,(D)) est de degre injierieur ou &gal a n et pour 
O<i<n on a: 

n(D), (rev. np(D)i) zmE N;m, =, J’, d(Hm) 

ori chaque F,,, est dans 9’ 0 U(k) Q v(mJ U(h) (resp. Y @ End EM) et vertjie 
deg F,,, <n-i. 

(ii) ~otons 5 = II, E d,+82a c A;o a. Alors pour k entier assez grand 
(<)k II,,(D) est un operateur dqferentiel a coefficient holomorphe sur X. Si n’ 
est le plus petit entier posittf ou nul vtrtjiant cette propriete on notera 
II,(D)’ = <“’ II,(D). 

Demonstration. L’assertion sur Z7fl rbulte de celle sur Z7. Prouvons 
celle-ci. On pro&de par recurrence sur n. C’est trivial pour n = 0. Si 
DE W,,d u&J U(h) on a 17(D) E WQQ (U(k) 8 u(~D,uj U(h)). Les 
F,,, sont constantes et l’assertion est vraie. De plus l’ensemble des D 
verifiant l’assertion forment clairement un espace vectoriel. Alors, avec 
les notations de 1.2, il reste 9 ttudier le cas ou D = X, Y avec a E A, X, E gEe 
ou bien X, E (g”)- et YE U,-,(g). En effet, d’apres 1.2 on a U(g) = 

Wg) + Wad OJ U(h). 
Alors utilisant l’egalite: 

Qa E exp a?, X, = fl(a)(x, + ex,Y + fi(a)(X, + ox,), 

avecfi(a)=aa(l +a’“)-‘,f*(a)= Ta*“(l T-a*“)-’ selon que X, I- ou 
x, El%, on trouve: 

WD)=fi(xa +~x,)fl(J’)+f2WY)(xa +c%)+f21707, 

od 8= [X, + ax,, Y] E u,- ,(g). 
Ici on a utilise la structure de U(k)-module a gauche (resp. U(h)-module 

a droite) de Y @ 9 (cf. 1.3) et le fait que X, + 0X, E k (resp. X, + crX, E h). 
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Le lemme resulte alors immtdiatement de l’hypothese de recurrence appli- 
quie a Y et y, du fait que deg fi, deg fi 6 1 et des proprietes Clementaires 
de deg (cf. lemme A.1 ). 

La partie (ii) est une consequence immediate de (i). 

2.4. On choisit dans I, (centralisateur de aO dans g), qui est clairement 
e-stable, une sous-algebre de Cartan (qui contient done a,) e-stable, a,. 
C’est une sous-algebre de Cartan de g qui est o-stable. 

Alors a1 =(a, nk)@(a, np). Comme alzI cal npnq et est maximal 
abklien dans pnq on a aQr =a1 npnq. De plus a@ =I, npnq. Comme 
1, est clairement stable par e et 8 on en deduit I, n p = (lo n p n h) @ a@. 
Alors a, n p qui est contenu dans I, n p et contient arzi verifie a, n p = 
(a, npnh)@a,,. On a finalement a, =a@@a, oti a,=(a,nk)@ 
(a, npn h). On notera d(g, a,) le systeme de racines de a, dans g. On 
choisit un ensemble de racines positives A + (g, a I) de A(g, a 1) tel que pour 
a~A+kad~ al,, est nul ou dans A+(g, a,). On note 

n, = C ga, n; = 1 g-x, 
~Ed+(p,nl) ~Ed+(g,aI) 

n, =n@n, (resp. n; =n-en;) avec n, =n, nl, (resp. n; =n; nI@). 

On a les decompositions suivantes: 

Wd=bJW+ Wz)n;)OWU 

W,)= (n2Wlei)+ U(l,)n;)OS(a,). 

Soient y et y. les projections correspondantes de U(g) et U(IIzr) sur S(a,). 

LEMME 2. Soit DE Z(g) de degrP n. Alors: 

(i) y(D) est de degrP n et D-y(D)En, U(g),pl, 

(ii) I,), = n,(D),. 

Dtmonstration. La partie (i) est un des proprittes de l’homomorphisme 
de Harish Chandra (cf. [8, 7.4.2, 7.4.53). 

Pour demontrer (ii), il suflit de prouver que pour tout element D, de 
n, U(g),-l, II, est de degre inferieur ou Cgal a n- 1. Si D, est de la 
forme XY avec XE n et YE U,_ r(g), cette assertion a deja ete prouvee au 
tours de la demonstration du lemme 1. 11 reste a traiter le cas ou 
XEII~ =n, nl. Par linearite on peut supposer XE~“, aE A+(g, a,) avec 
aLo = 0. Clairement XE [a,, la] c [la, I@]. 

Or 1, = m, @a, (cf. 1.2 pour les notations) et [lo, ler] = [m,, m,]. 
Done XEI~,~ @I,,,. Done il existe X, E I, n k, X, E I, n h tels que 
X= X;l + X2 pour tout a dans A. 
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D’od n(O) = Xi J7( Y) + J7( Y)X, + Z7( [X,, Y]). Alors d’aprb la 
delmition de J7,, et le lemme 1, Z7,(0,) est bien de degre inferieur ou egal a 
n - 1. Ceci achbve de prouver (ii). 

2.5. Soit DgZ(g). On notera S(D) l’element n,(D), de 
U(a,)@End(E”) ou n est le degrt de D. 

LEMME 3. Soit Z un id&al de codimension finie de Z(g). Alors l’ensemble 
des S(D), D E Z, engendre un i&al h gauche grad& de codimension finie de 
s(a,) @ End(E”) not6 J. 

DPmonstration. L’application y de Z(g) dans s(a,) preserve les 
filtrations naturelles. On note Gr y le morphisme des grad& associb. Le 
lemme 2 implique que pour DE Z(g), notant d son image dans le grad& 
Gr(Z(g)) on a S(D) = Z7,(Gr y(B)). 

Or Gr y(Gr Z(g)) admet pour image les invariants sous le groupe de 
Weyl, W(g, a,), de S(a,) et S(a,) est de type lini comme module sous cette 
algebre d’invariants S(a,) W(g*a’). 

D’autre part, Gr I est de codimension tinie dans Gr Z(g), done aussi 
(Gr y)(Gr I) dans S(a,)w(g’pl). Utilisant le fait que ZZ,, est un 
homomorphisme d’algebres de U(a,) dans U(a@)@ End(E”) (cf. la 
definition de Z7, en l.S), on voit que J7,(U(a,)) est de type lini sous 
17,(WG . w(g*pl)) Comme J7,( U(a,)) 3 17,( U(a,)) = U(aO)@ Id,M on voit 
que U(a@)@ End(E”“) est de type tini sous Z7,(U(a,)), done aussi sous 
J7,(U(a,)W(g~n1)). Soit Y,, . . . . Y, un ensemble de gtnbateurs de ce module 
sous Z7,( U(al)w(g*nl)) et Ui, . . . . U, une base d’un supplementaire de 
(Gr y)(Gr I) dans U(a,) W(g,al) Alors J contient Z7,(Gr y)(Gr I)) d’apres ce . 
que l’on a vu plus haut et done: 

S(a,)@Endk?‘= f Yi 
i= 1 ( 

J+ i C ZI,(Uj) , 
j=l > 

soit encore, puisque J est un ideal: 

S(a,)@EndE”=J+~@(YiJ7CI(Uj)) 
ii 

et le lemme est demontre. 

2.6. On se propose d’appliquer le theoreme 1 de l’appendice. Les lem- 
mes precedents montrent que les hypotheses de ce theoreme sont satisfaites 
par la famille d’operateurs differentiels meromorphes sur X, &‘= 
{Z7,(D’) I D E Z} (I est l’annulateur de V dans Z(g)), et ou l’on prend pour 
famille d’hyperplans les noyaux des elements de A,+,. 11 nous faut exhiber 
une serie formelle annulee par les elements Z7,(D’)” de Bo(aDc, EM). 
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Pour u E V, on considbre l’element cp, E &(g, E) defini par: 

VII E W, Vk E K (cp,(D))(k) = (WW) 4-%, T). 

Notez que la fonction @,,si elle existe, doit verifier: 

[lW)(@, oexp)(O)l(k) = C(LBCD~) @,)(e)](k) 

= (n(fl(D’) n(k-‘)o, T) 

= (cp,(D))(k). 

En d’autres termes, cp” doit Gtre la strie formelle attachte a @” 0 exp en 0. 
Nous allons maintenant Ctudier le systeme d’equations differentielles 
(formelles) satisfaites par cp,. 

D’abord, si XE U(g), on definit un germe d’opkateur differentiel a coef- 
ficients analytiques sur g, Y(X) (i.e., Y(X)E90(g)) par 

L?(X) = exp* 0 L, 0 (exp-‘)*. 

Alors Y: U(g) -+ S+,(g) est un homomorphisme d’algebres. De facon 
similaire on defmit un homomorphisme d’algebres W: U(g) + 9,,(g) par: 

VXE wi), 9(X) = exp* o R, 0 (expp’)*. 

Notez que pour cp E O,(g) on a: 

VXE S(g), WW~)b~1(0) = C~&&~exp-‘)l(4 

= (a(mcpNo). 

De m&me: 

VXE mid, e. oW(W) = e. 0 a(x) sur O,(g). 

Par densite de O,(g) dans o,,(g) et par continuite de l’action de 9&(g) sur 
6,(g) on a finalement: 

VXE %a (e0WWW = (eo)oW) 
(eo) 0 =WB(-Q) = (eo)o %V sur O,(g). 

LEMME 4. Avec les notations ci-dessus: 

0) VYE U(g)h WY)cp, =O, 

(ii) VXE U(k), P(X)(~~=p(x')q,. 
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DPmonstration. Pour la premiere tgalite, on peut supposer que YE h 
(car 92 est un homomorphisme d’algebres). Alors pour DE S(g) on a: 

WY) cp,(D) = edW) W( Y)cpJ 

= edWW)W(Y))cp,) 

= eM’(P(D) Y)cpJ 

= rpAB-‘(P(D) VI. 

Alors revenant a la definition de cp” on a: 

CWY)cp,W)W) = (NY’) M/W)‘) 4k-‘)o, T) 
= 0, car Test h-invariant et (i) est prouvi. 

Prouvons (ii). Soit XE U(k). Alors: 

WGWPAD) = edW) =W%,) 

= eo(WW)‘) ~;P(-Wd 

= e&W(D)’ J%J 

= edW’(B(D)’ W’ CPA 

= cp,(B-‘W B(D)))+ 

Dans la derniere Cgalite on a utilise B(Z’) = p(Z)’ pour tout ZE S(g). D'oti 

C-WW cp,(D)l(k) = (@(D)‘W dk-‘h 0 

11 resulte alors immediatement de la definition de p que: 

(~(W(P,W) = PW)(CP,P)) 

et le lemme est dtmontrh 

LEMME 5. Soit q E 6,(g, E) et i: a0 + g l’inclusion. Si ZE U(IIZI,kb), on a: 

i*(R(Z)cp) = i*(L?(Z’)fp). 

Dkmonstration. Si cp E OO(g, E), cela resulte immediatement du fait que 
I,, Lb et ara commutent. Le lemme resulte alors de la densite de OO(g, E) 
dans &(g, E) et de la continuitt des applications W(Z), U(Z’) et i*. 

Soit CL(g, ao) l’espace des applications lintaires continues 6,(g, E) --) 
&(a,, E). Alors i* E CL(g, aa). De plus, grace au lemme 5 il existe une 
unique application lintaire i! U(k) @ ,,oa,tiJ U(h) + CL(g, ao) telle que 

VXG U(k), VYE U(h), p((x@ Y) = i* 0 2(X’) Se( Y). 
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On detinit alors une application lintaire: 

r: o,(a,) 0 u(a,) @ (U(k) 0 U(h)) + CM? aa) 
U&,.kb) 

par CW 0 Z 0 X03 Y)l(cp) = fC4Z) WC3 Y)ql oti cp E &dg, ~9, 
XE U(k), YE U(h), ZE U(a,) et f E O,(aO). 

LEMME 6. Soit cp E i?,(g, E) et D E U(g). Soit n E N rel que 5” ZZ(D) E 

OobO)O u(a,) 0 (U(k)@ U(lO.kk) U(h)) de sorte que f(<’ ZZ(D)) est bien 
d$nie. Alors: 

S”(i*W(D)cp)) = Qt” ZW))cp. 

Dkmonstration. Par densite et continuite, il suffit de demontrer l’egalite 
ci-dessus pour cp E O,,(g, E). Dans ce cas, on verifie facilement que pour 
a E A;‘3 sufftsamment proche de e: 

C(r(Y’ W))))(cp)l(lw a) = 5’Yb a)C(R~~(,((,,,,)(cpolog)l(a) 

= t”(log a)C(&)(cp~log)l(a) 

= C”(log a)(ND) cp)(log a). 

Le lemme en resulte. 

On peut maintenant decrire le systeme d’tquations differentielles 
formelles satisfait par i*cp,: 

LEMME 7. On conserve les notations ci-dessus. 
Soit VE V, DEZ. Alors i*cp, ~&,(a@, EM) et 

ZZ,(D+(i*cp,)=O 

(cJ 2.2 et 2.3 pour la d@nition de ZZJD’)“). 

DPmonstration. Fixons n E fW tel que 5” II soit Clement de 
Oo(aO) @ WO) @ U(k) 0 u(~O,uj U(h). Alors du lemme 4 et des definitions 
de II, et I’, il resulte que: 

(t’” &(DW*cp,) = r(Y ZW’))cp,. 

D’oi, grace au lemme 6: 

(5” ~,(D’))(i*cp,) = FYi*(WWcp,)). 

Montrons que %f(D’)cp, = 0. Soit U E S(g). 
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Alors on a: 
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D’od: [(B(D’)cp,)(U)](k)= (@D/3(U)‘) ~(k-‘)v, T). 
Mais Z annule V. Ceci acheve de prouver que 9?(W) cp” = 0. Finalement 

on a montre que 

(5” ~p(W)(j*cpv) = 0. 

Soit FZ’ l’entier tel que ZZ,(O’)” = <“’ ZZJO’). D’apres le choix de n on a 
5” ZZJO’) qui est a coefficients holomorphes sur X et done LZ’ <n. Alors 
t”-“‘(ZZJO’)’ (i*rp,)) = 0 d’aprb ce qui precede. Comme 6,(a,) est sans 
diviseurs de zero on en deduit l’egalite voulue. 

2.7. Grace aux lemmes 1, 2, 3 et 7 on peut appliquer le theoreme 1 de 
l’appendice a la famille d = {f,,(P) 1 D E Z} d’operateurs differentiels 
mtromorphes sur X Ici Y = Uol E 4~@ Ker a. 

Comme en outre X est stable par les contractions rtelles de a0 c, on 
peut utiliser le point (ii) de ce theorime. 11 en resulte 

LEMME 8. II existe une fonction holomorphe @ sur XC a0 C, ri valeurs 
duns EM dont la strie de Taylor ci l’origine cofncide avec la skrie formelle qv ; 
i.e., VDE S(a,), (a(D)@)(O) = q,(D). 

2.8. On veut prolonger @ en une fonction p-spherique sur G/H. Ici on 
identifie a0 a un sous-espace de G/H grace a l’application exponentielle. 
On a un diffeomorphisme de Kx (p n q) x (p n h) sur G donne par 
(k, X, Y) + k exp Xexp Y. On va d’abord itendre Q, a p n q. 

Utilisant le fait que p est un isomorphisme de g-modules, on obtient 
facilement que: Vk E K, Vko E K n H, VD E S(p n q), 

cp,W(ko) D)(k) = (+Wko) BP’)) a(k-‘Iv> V 

= (n(ko) WW’)) Wko)-’ v, T). 

Tenant compte du fait que T est Kn H-invariante, on en dbduit: 

rp,(AWo) D)(k) = (NW)) 4kko) -’ v, T). 

Done: 

cp,W(ko) D) = Ako) cp,(D). 
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Or on sait qu’il existe une fonction analytique Qi sur a0 B valeur dans EM 
telle que sa skrie de Taylor d l’origine coincide avec la restriction de cp, g 
S(a,). Alors il rtsulte de la proposition A.1 de [3] appliquCe 6 G”@= 
(K n H) exp(p n q) qu’il existe une unique fonction analytique Y sur p n q A 
valeurs dans E telle que: 

VXEpnq,VkEKnH, Y(Ad k X) = p(k) Y(X) 

et Y\,,=@. 
En outre pour tout D E S(p n q) on a 

(WI Y’)(O) = cp,(D). 

On dtfinit alors @, par 

VkEK, VXepnq, VYEpnh, @,(k exp X. exp Y) = p(k) Y(X). 

I1 est clair que @, est une fonction analytique sur G puisque l’appiication 
naturelle de Kx (p n q) x (p n h) dans G est un isomorphisme de variittiis 
analytiques. D’autre part, en tenant compte du fait que H = 
exp(p n h)(Kn H), pour vtrifier l’invariance g droite par H de @, il sufflt 
de vMier l’invariance d droite par Kn H. Soient done k E K, et g E G 
avec g=kexpX.expY, oti keK, XEpnq, YEpnh. On a alors pour 
k,eKnp: 

@,(gk,)=@,(kk,exp(Adk;‘.X).exp(Adk;’.Y)) 

= p(kk,) Y(Akk;‘X) 

=.&WAk,)-’ W’) 

= @As), 

et ceci montre que @” est invariante g droite par H. 
La dtfmition de @, montre qu’elle est p-sphtrique. Nous afirmons que 

VD E u(g), (Lo@,)(e) = edy(D) tp,). 

Pour cela, on remarque d’abord que 

VD, E U(h), VD, E U(g), VD, E U(k), 

(L D,D,D,@d(e) = 4DI) WWD,@,(e)) 

puisque @, est une fonction p-sphbrique sur G/H. 
D’autre part: 
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grlce au lemme 4. Puisque I’application 

S(pnh)@SS(pnq)@S(k)-+ Wg) 

definie par 

est bijective, il reste a prouver I’affrrmation ci-dessus pour D=/?(S) avec 
SE 0 n 9). 

Mais alors on a 

(LD@Je) = C~(W(@, oexp-‘)l(O) 

sur pnq, @, Oexp-’ est egale a l’application !K En effet des proprietts de 
Y, on deduit que: 

(W’) W(O) = cp,(S’) = e&W) cp,). 

Ceci prouve notre affirmation. Finalement, puisque pour tout SE S(g), on 
a: 

cp,(S’) = eM(B(S)) CpJ = (J&sPu)(4~ 

I’assertion (A) est demontree et le thtoreme 1 en r&&e. 

APPENDICE 

A.l. Soit X un voisinage ouvert connexe de l’origine dans V= C” et Y 
une reunion d’hyperplans, H,, s = 1, . . . . p, passant par l’origine. On note 
x*=x-y. 

Soit F un espace vectoriel de dimension finie et f une fonction 
holomorphe sur X*, a valeurs dans F, mtromorphe sur X 

On d&nit alors deg f comme le plus petit entier k E Z tel que pour tout 
HE V- Y et t E @ avec ( t( assez petit, ‘t + tkf (tH) se prolonge holomorphi- 
quement au voisinage de 0 dans C. Si f est nulle on pose deg f = -co. 
Notant I,, s = 1, . . . . p, une forme lineaire detinissant l’hyperplan H,, on 
peut ecrire 

f =g fi (ASP i s=l 

ou v, est l’ordre du pole de f le long de H, et g est holomorphe au voisinage 
de l’origine. Notant r le degre du terme homogene de plus bas degre non 
nul dans le developpement de Taylor de g a I’origine on a clairement 
degf=v,+ .-.+v,-r. 
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En particulier deg Sest inferieur ou tgal a la somme des ordres des poles 
de f le long des H,. On notera que deg f ne depend pas du choix des 
coordonnees sur I/ (i.e., ce nombre est invariant par changement de base 
dans F’). 

LEMME A. 1. Soient f g (resp. h) des fonctions hofomorphes sur X * a 
valeurs darts F (resp. End F) admettant (au pire) des poles le long des H,. 

Soit D E S( V) Q End F regard& comme operateur dtfferentiel a coefficients 
constants dans End F. Alors 

0) des(f + d < sup(deg L deg g), 
(ii) deg hf ,< deg h + deg f, 

(iii) deg Df < deg f + do D ou do D designe i’ordre de D. 

(iv) Soit Ho E X*. Alors il existe des voisinages ouverts D1 de 0 dans 
C et D, de Ho dans X* tels que la fonction (t, H) + tdegff(tH) est bien 
dejinie sur (Ill - (0)) x D2 et s’ktend en une fonction holomorphe sur 
D, x D,. 

Demonstration. On laisse la demonstration facile des points (i), (ii) et 
(iii) au lecteur. Montrons (iv). Ecrivons comme ci-dessus f = g/n,"=, (l,)'$ 
od vS designe l’ordre du pole de f le long de H, et g est holomorphe au 
voisinage de l’origine. On voit alors facilement qu’il existe des voisinages 
ouverts D, de 0 dans Q: et Dz de H, dans X* tels que la fonction (t, H) -+ 
t”l+ ” ’ “Pf(tH) admette une strie de Taylor convergente sur D, x D2 

t ‘I+ ‘.. +“pf(tH)= f 1 t”(H- Ho)” C,,?, 
n=OmENP 

oh c,f?l E F. Soit r le degre du terme homogene de plus bas degre non nul 
de la serie de Taylor de g a l’origine. Alors pour HE D, fixt on a 
C,C,C,, N Pt”(H-Ho)“C,~,~O pour tED,. Done C,,=O pour n<r 
et mGNP. II en resulte que tdegIf (tH) = t-‘t”‘+ “’ ““pf(tH) depend 
holomorphiquement de (t, H) E D, x D,. 

A.2. 

THBOR~ME A. 1. On conserve les notations de A.1. Soit d une famille 
d’optrateurs dtfferentiels a coefficients holomorphes sur X* = X - Y et a 
valeurs dans End E ou E est un espace vectoriel de dimension finie. On 
suppose que d verifie les trois proprietes suivantes: 

(a) Si DE d est d’ordre M les termes d’ordre M sont constants et 
done le symbole principal de D s’identife a une element o(D) de 
Sm( V) 0 End E. 
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(b) L’ideal a gauche de S( V) Q End E, que l’on notera J, engendre par 
let a(D), D E d est un ideal h gauche grad& de codimension finie. 

(c) Si DE d est d’ordre M, il peut s’ecrire comme combinaison 
lintaire de la forme Fm(8”/W’) tels que le Fm soient holomorphes sur X* 
meromorphes sur X et vdrtfiant deg F,,, d M- [ml. Cette hypothese est en 
particulier vCrtf2e si la somme s, des ordres des poles le long des varietes 
polaires H, de F,,, est inferieur ou &gal d M - /mJ pour tout m. 

Soit M’ le plus petit entier tel que (HP= I l,)“’ D soit un operateur 
differentiel h coefficients holomorphes sur X que l’on notera D”. 

Alors on a: 

(i) Si rp E 6,( V, E) est annule par les opkrateurs D”, ou D decrit & on 
a cp E O,( V, E), i.e., il existe une fonction holomorphe @ dtfkie sur une boule 
ouverte de centre 0 dans V, U, et a valeurs dans E telle que pour tout 
DE St V), W’)(O) = v(D). 

(ii) Si X* est connexe et si en outre l’application naturelle 
n,(U*, y,) --) n,(X*, yO) est un isomorphisme, oti U* = U- Y (par exemple 
si X est stable par les contractions reelles), @ s’etend en une fonction 
holomorphe sur X tout entier. 

A.3. On se lixe une base dun supplementaire de J dans S( V) @ End E, 
(U 1, “-3 U,), form&e d’elements homogenes, avec 27, = 10 IdE. 

LEMME A.2. Soit DES(V)@ End E. Alors il existe des fonctions gi, 
i= 1, . . . . r,fi (j= 1, . . . . q) holomorphes sur X*, meromorphes sur X, a valeurs 
dans End E et des elements Dj de d et Yj de S( V) Q End E (j = 1, . . . . q) tels 
que: 

D= f fiYjDj+ i giUi, 

avec: 

deg fi + d” Yj + d”Dj ,< d”D, 

deggi+d”Ui<dd”D. 

Demonstration. Par recurrence sur l’ordre de D. Le lemme est vrai pour 
d”(D) =O. Supposons la propriete demontree pour les elements de 
S(V) @ End E d’ordre inferieur ou tgal a M. Montrons-la pour les elements 
d’ordre inferieur ou Cgal a M + 1. Par linearite et l’hypothtse de recurrence, 
on peut supposer D homogene d’ordre M + 1. Alors on a: 

D = D’ + c u,Ui oii D’ E J, les ui sont dans @. 
i=l 
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Par l’homogeneite de D, et des Ui, et le fait que J est grad& on peut 
supposer que D’ est homogbne et 

d”D’ <d”D et d”(a,U,) dd”D. 

Alors on peut tcrire 

D’= f: Zk~(Dk) avecZ, ES(V)@E~~E~~D,E~. 
k=l 

Par l’homogtneite de D’ et des a(D,) on peut supposer en outre les Zk 
homogenes avec 

d”(Z,) + d”(D,) d d”D’ 6 d”D = kt + 1. 

Alors 

D” = D - i ZkDk - i a,U, v&he 
k=l i= 1 

D” = i Z,(U(D,) - Dk). 
k=l 

Comme D, EJX? on peut ecrire 

am 
@k) -D, = c G/c,, azm Im( < d”Dk 

avec deg Gk,, 6 d”D, - Irnl. 
Par ailleurs Z, = I,,, GdOZk Zk,,(8m/azm) avec Zk,, E End E. 
Alors 

Maintenant (Z,.,(am/azm))(G,,,(~~‘/~z~‘)) est une combinaison lineaire 
d’opkrateurs de la forme Zk,m(~m-‘Gk.,./dzm~‘)(a’+m’/azr+m’) ou I E N” 
verifie061j<mjpour l<j<n. 

D’aprb le lemme A.1 nous avons 

deg am-’ az,-l Gk,,, d deg Gk,,, + /ml - IlIT 
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de sorte que: 
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< degWk,,d + I4 + lm’l 
<d”Z, +d”G, <kf+ 1. 

On en dtduit que: D” =&, <,,, F,,,(am/W) oi les F,,, sont holomorphes 
sur X*, meromorphes sur X et veritient deg F, GM+ 1 - Jm(. 

Comme [ml <iI4 on peut appliquer I’hypothese de recurrence aux 
ayazm. Utilisant encore le lemme A.1 on en deduit que D” skit sous la 
forme: 

j=l i= 1 

avec Y,! E S(V) @ End E, Dj E -c4, fj, gj holomorphes sur X*, meromorphes 
sur X et degfi+degYj+degDJ<M++ et degg:+d”Ui<M+l. 
Comme D = D” + CL=, Z, Dk + C;= r aiUi l’ecriture cherchee pour D en 
rbsulte et le lemme est demontre. 

A.4. Pour HE V on dtfinit j,: @ + V par 

j,(t) = fH, t E 62. 

On pose pour i= 1, . . . . r 

((Pjj)i = Pyg( Ui(p) oh d(i) = d”Ui. 

On a (‘pH)i E&J@, E) comme produit de jz(V,rp) E&(@, E) par f’(‘) 
regardt comme element de O,(C). Alors 

LEMME A.3. (Pi satisfait l’iquation t(d/dt)cp, = A(H, t)qH oli A(H, t) E 
End(E@ C) est holomorphe au voisinage de tout point (H, 0) avec HE X*, 
comme fonction de (H, t). 

Dimonstration. Ecrivons grdce au lemme A.21 

$Ui= f f;,kY,!kD;,k -t i g;,,U, 
I k=l j=l 

avec gi, j, f ;,k holomorphes sur X*, meromorphes sur X, Di,k E& et Ylk E 
S( V) 0 End E avec 

degf~,,+d”Y~,+d”D~,,<d”Ui+l 

deg(g:,) + d”U, < d”U, + 1. 
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On pose x(z) = I-I;= 1 l,(z). On a (Df k)” = d”~~kD~.,. En choisissant N assez 
grand on a 7r”f i,k Yi,k = Zi,,nM du Ma Sup IW~,~ + 1 et Z:, est un 
opkrateur differentiel a coeffkients holomorphes sur U, ainsi que rrNg:, 
holomorphes sur X pour tout i, j, k, 1. Alors cp verifie: 

car (Di,k)o (cp) = 0 d’apres les hypotheses et n”Di,, = n““(D~,,)” avec 
M’>o. 

Or 

oti H = (H, , . . . . H,) E C” = I’. 
Alors (*) et la definition de (Pi conduisent a 

+ f i HjG(~N) 
/=lj=l 

x jX(gfj) td(‘)+l-d(j) (cp,),. (**) 

Maintenant comme 

deg gf, + d(j) Q d(i) + 1 

on a 

On peut done diviser les deux membres de (**) par j$(rcN) et on obtient 
une equation du type voulu, l’assertion sur l’holomorphie de A(H, t) ttant 
trivialement viritite grace au lemme A. 1 (iv). 

AS. Rappelons maintenant un rbultat sur les equations de type Fuchs 
a coefficients dans un Banach. 

Si B est un espace. de Banach, et Q un ouvert de C on appellera fonction 
holomorphe sur C2 g valeurs dans B toute fonction f: 52 --, B telle que pour 
tout a E Q il existe 6 > 0 et une suite (f,) d’C16ments de B tels que D(a, 6) = 
{z E @ 1 Ia - zI < S} soit inclus dans Q et verifiant 

Vz E D(a, 6), f(z)= f (z--a)“f,. 
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Si cette relation est vtrifiBe, et 6, vkrifie 0 < 6, < 6, il existe une constante 
M > 0 telle que IIf, )I 6; < M pour tout n. 

Notant &,(@, I?) l’espace des shies formelles ri coeflicients dans V on 
d&it pour tout 6 > 0 une semi norme sur 6,(@, B), )I .I) a, dkfinie par 

et soit O,,(@, B, 6)= {cp~6,(C, B)I l(qIJa < + co}. 
Alors O,(@, B, 6) muni de I( (I6 est un Banach. De plus si 6, < h2 alors 

l’injection naturelle O,(@, B, 6,) -+ Oo(C, B, 6,) est continue et l’espace 
Oo(C, B) des germes de fonctions holomorphes en 0 a valeurs dans V est 
6gal a la limite inductive de la famille des O,(@, B, 6). 

Considerant l’espace End B des applications lineaires continues de B 
dans lui-mCme, muni de la norme opbrateur, on d&it de m&me 
Oo(d=, End B, 81, II II 6 etc. 

Alors on a le resultat suivant (cf. [ 10, $241 ou ce resultat est settlement 
Cnonce pour des espaces de Banach de dimension tinie. La demonstration 
vaut en general, sans changement.) 

THI~OR~~ME A.2. Soit A EO,(@, End B, 6), t,b E oo(C, B) satisfuisant 
formellement 

2 f J/(z) = A(z) W). 

Alors $ E O,(@, B, 6). 

A.6. Revenons a (Pi E &,(C, E@ C’). 
D’apres sa definition, on a l’egalitt de series formelles 

(VpH)i (t)= f Pki(W tk 
k s d(i) 

oti Pki E S(a$) est un polynbme homogbne de degre k - d(i) sur a0 c. En 
outre I’holomorphie de A(H, t) au voisinage de tout point (H, 0) E 
(aO)c x C avec HEX* implique l’existence de fonctions holomorphes sur 
X- Y, A,, a valeurs dans End(E@ C’) telles que: VH, EX- Y, 36,, 
S& >O, VHED(H,,, 6,)cX- Y, Vt~D(O,26~,,) 

A(H, t)= -f tkAk(H). 
k=O 
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Les formules integrales permettent d’estimer A k( H): VH E D( H,, 6,“) 
V6 < 26’,,, 

IIAk(W Q Wk SUP IIAifc f)ll. 
Ill $6 

D’Oil 

kYfo (%)k SUP ll‘&(Wll < co. 
HE D(HO.hf”) 

Soit alors 52 un ouvert de X dont l’adherence Sz est compacte et contenue 
dans U - Y. Par compacite et de ce qui precede, on dtduit aistment: 

On suppose avoir choisi Q de telle sorte que D soit contenu dans une boule 
ouverte de centre 0 entierement contenue dans X. 

Notons alors B l’espace des fonctions continues Q --+ E@ @’ muni de la 
norme de la convergence uniforme. 

On regarde les A, comme des elements de End B. Alors: 

VVEB, iIAk~il = sup Ii(Ak(p)(H)iI 
HEL? 

D’oti llAkii <supH,~ llAk(H)ll. On a done: 

A E O,(@, End B, 6) avec A(t)= t tkAk. 
k=O 

Par ailleurs on definit $ E 6,(@, B) par 

$= f tkpkic-2 
k=O 

od pk est le polyn6me sur V a valeurs dans E@ @’ detini par pk = 
(pkl, . . . . pkr) (on pose pkj = 0 si k < d(i)). 
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Alors I++ satisfait dans $,,(@, B) 

Grace au theoreme 2 de cet appendice on a $ E O,(@, B, 6), ce qui se traduit 
par: 

3R > 0,3C> 0, VIE IV, Sup IlpJH)II 6 CRk. 
HEG- 

D’ou 

3c’ > 0, VkE N, sup )(Pk, (( < C’Rk. 
HEJ? 

Mais 

Done 

Vke N, Sup IIv(Hk)ll < C’k! Rk. 
HE62 

On se fixe sur V un produit scalaire tel que s2 rencontre un ouvert non vide 
de la sphere unite de V. On appelle jj.II, la norme correspondante. Soit 
H,EQ,avec JIH,ll,=l etH ,,..., H,, une base orthonormee de V pour le 
produit scalaire fix15 Alors Q contient un ouvert de la sphere unite de 
RH, 0 . . . @ [WH, et il rtsulte de Korevaar et Wiegerinck (cf. [9] ou [3]) 
qu’il existe B > 0 tel que 

D’oh avec ce qui precede 

VmeiW, . ..HF) 

< C(R’B)lm’ et cp E O,( V, E) en resulte. 

D’oO le point (i) du theoreme A.l. 
Montrons la partie (ii) du thtoreme A.1. 
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Notant 4 = (cp, , . . . . cp,) avec ‘pi = Ujq E O,( V, E), on a au voisinage de 0 
dans X 

VI = 1, . . . . n, 7cN ; @I = G’@ 
I 

avec G’ matrice (r, r) de fonctions holomorphes sur X. Alors, d’apres 
[6, Theoreme A. 1.21, il existe une solution multivalde globale de (S) sur le 
recouvrement universe1 8* de X* qui &end $ = (@, U,@, . . . . U,@) (ou @ 
est la fonction definie au (i) du theoreme). 

Notons p la projection p: w* +X*. Si Y= (Yv,, . . . . !?‘v,) est le 
prolongement multivalue de 80 p A 2 *, Y, &tend @cp dep--‘(U*) a 8*. 
D’aprb nos hypotheses p-‘( U *) est le recouvrement universe1 de U*. En 
outre pour yEn,(U*,x,)=nl(X*,xo) (oh xoEU*), p*@=@op est 
invariante pour la monodromie T, puisqu’elle provient dune fonction 
sur U*. Par prolongement holomorphe il en va de m&me de Y,, i.e., Yy, 
passe au quotient par p et defmit sur X* un prolongement de @, , note 
encore Yr. 

Alors par recollement on a obtenu un prolongement holomorphe de @ a 
X* u U. Done grace au lemme A. 1.8 de [6] celui-ci se prolonge a X tout 
entier et ceci acheve de prouver (ii). 
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