
WISB134 

Modellen & Simulatie
Lecture 1 - Introductie, 3 soorten modellen



Doelen van ModSim
Voldoet aan 3 van 6 eisen voor accreditatie:

• In aanraking komen met modellen

• Leren gebruikmaken van wiskundige software 

(Mathematica)

• Wiskunde in haar omgeving leren kennen (toepassingen)


Hoe?

• Wij beschouwen modellen uit verschillende toepassingen

• We gebruiken onder andere* de computer om die modellen 

te bestuderen


Specifiek besteden we feel aandacht aan dynamische 
modellen die beschrijven hoe processen veranderen in de tijd:  
voorspellingen en simulaties


* Wij maken ook gebruik van onze hersens!



ECTS : 7.5 studiepunten (20 uur per week gedurende 9 weken) 
Hoorcollege:  basiskennis van modellen en hun analyse 
Werkcollege:  
• een kans om de theorie te oefenen 
• Mathematica te gebruiken 
• hulp te krĳgen van begeleiders 

De werkcolleges vereisen een computer met Mathematica, maar 
worden niet een computerzaal gegeven.  Je dient een eigen 
laptop mee te nemen, of met iemand samen te werken die dag 
wel heeft.  Werkcollege vandaag:  installeer Mathematica en 
werk door een tutorial. 

FAQ:  “Moet ik naar de hoor-/werkcolleges?  Nee, zelf-studie 
kan ook.

Format



Resources
Course website heeft cursusinformatie, referenties, opgaves, 
planning, enz: 
www.staff.science.uu.nl/~frank011/Classes/modsim/ 

Lecture notes:  boekenverkoop, (online grafieken in kleur) 
(Online) Book:  Dynamical Systems with Applications using 
Mathematica, 
by Stephen Lynch, via SpringerLink 

http://www.staff.science.uu.nl/~frank011/Classes/modsim/


Toetsing:   

Verslagen (samen 50%) 
Er dienen 3 projectverslagen ingeleverd te worden. Je mag in 
groepen van maximaal 3 studenten aan het project werken.  
Instructies op de website. Lees deze instructies zorgvuldig door.  
Verslag 1 gaat over een economisch prijsmodel, om in te leveren 
aan het begin van werkcollege van 2 maart.


Tentamen (50%, mits minimaal een 5) 
vrijdag 22 April, 8.30 - 11.30, Educatorium Zaal Bèta 
Over de theorie behandeld in de hoorcollege.  Lecture Notes 
toegestaan, maar geen uitgewerkte problemen.  

Format



Let Op!
Modellen en Simulatie wordt dit jaar voor het laatst gegeven 
Dus als het voor jou verplicht is, zorg er voor dat je het goed 
afrondt!


En die drie eisen voor de accreditatie dan?  Vanaf volgend jaar:

- Programmeren in de Wiskunde in jaar 1 met Mathematica

- Een verplichte Modelleer vak in jaar 3 (keuze uit 2 à 3 geschikte 
vakken)


Dus goed je best doen!



Organisatie
Jason Frank 

Korte CV: 
BSc., MSc. Lucht-en ruimtevaarttechniek, U. Kansas 1992, 
1994.

Ph.D. Toegepaste wiskunde, T.U. Delft, 2000

Onderzoeker aan het CWI, Amsterdam, 2000-2013

Sinds 2013: hoogleraar Numerieke Wiskunde UU


Onderzoek: numerieke methoden voor weer en klimaat, 
complexe systemen


Kamer HFG 612 
j.e.frank@uu.nl


Nederlands…

mailto:j.e.frank@uu.nl


Organisatie

Werkcollege locaties: 
Woensdag 15.15-17.00:   BBL 165, 169

Vrijdag 11.00-12.45:         UNNIK 312, BBL 315/317


“Feedback groep” - 3 studenten, direct na HC-woensdag

Practicumleiders en assistenten 
Group 1 

Begeleider: Felix Beckebanze


Group 2 
Begeleiders: Huibert het Lam en Peter Kristel



Praktijk Wiskundige
Wat doet een wiskundige na de studie?


Stellingen bewijzen?


Boekhouden?


Sudoku’s oplossen?





U.S. Bureau of Labor Statistics:

http://www.bls.gov/ooh/math/mathematicians.htm

OCCUPATION OUTLOOK (10 yr)
All occupations 7%
Physicists & astronomers 7%
Chemists & Materials Scientists 3%
Computer programmers   -8%
Mathematicians 21%
Mathematical science 28%
Statisticians 34%
Operations research analysts 30%

http://www.bls.gov/ooh/math/mathematicians.htm


Program
• Organisatie

• Modelleren en Simuleren

• Voorkennis



Modelleren
Modelleren is soms meer kunst dan wetenschap:   
ervaring is belangrijk, maar ook durven 

Modelleren is meestal een iteratief proces: het model wordt 
getoetst met de werkelijkheid, en is nooit helemaal goed (want 
het blijft een model). 

Soms is het goed genoeg: “All models are wrong, but some are 
useful!” - G.E.P. Box. 

Anders proberen we te begrijpen waar het afwijkt en hier te 
verbeteren.



Simulatie
Waarom simulaties? 

- Zoals genoemd, is het soms de enige manier om de oplossingen 
te ‘zien’ 

- Verschillende scenario’s doorrekenen (wat gebeurt er als iets 
veranderd - klimaatscenario’s) 

- Simulaties worden gebruikt voor:  ontwerp (engineering), beleid 
(voorspelde effect van financieel beleid), inzicht (in de wetenschap) 

- Maar alleen simulaties gebruiken levert geen eenduidig inzicht.  
Wiskundig analyse hoort erbij. 



Onderzoeksmethodiek
Fysische werkelijkheid  
(zekere geïdealiseerd aspect)

Wiskundig model (fysisch model)  
(differentie- of differentiaalvergelijking)

Computer model

Voorspellingen

Fysische werkelijkheid  
(terugkoppeling)

Modelleren  fysica, wiskunde …

Toepassing

metingen, statistiek

Simuleren

wiskunde - analyse

voorspellen, beleid



Voorbeeld: bladluizen
Stel, wij zijn ingehuurd door een rozenkweker omdat zij overlast 
heeft van bladluizen.  

Wij doen wat steekproeven en komen erachter: 

- per dag sterft 10% van de bladluizenpopulatie 

- per dag krijgt ieder bladluis een kleintje.



Voorbeeld: bladluizen
Het “Malthus model”: 

Pn = het aantal bladluizen op dag n 

d = de percentage sterftes per dag 

b = de percentage geboortes per dag 

Pn+1 = Pn + b Pn - d Pn 
Pn+1 = (1 + b - d) Pn = βPn

Recursie of iteratie 
Beginconditie 
Parameter



Voorbeeld: bladluizen
Het “Malthus model”: 
Pn+1 = (1 + b - d) Pn = βPn  
Pn+1 = (1 + 1 - 0.1) Pn = 1.9 Pn

Dag  Pn  
0   100 
1   190 
2   361 
3   685.9 

14   800000 

30   23x109



Voorbeeld: bladluizen
Model dat rekening houdt met de draagkracht van de omgeving 

1.2. A DIFFERENTIAL EQUATION 7
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Figure 1.1: Iterates of the model (1.1) with P0/Pc

= 0.1 and several values of �. The
iterates are connected by straight lines for visualization purposes. Independent of �, the
populations eventually tend to the carrying capacity P

c

.

environment is

P
n+1 =

�P
c

P
n

P
c

+ (� � 1)P
n

. (1.1)

Given the initial population P0 at t0, the equation (1.1) tells us how to compute the
population P1 at time t1, and from this we can iteratively compute P2, P3, etc. For
example, Equation (1.1) provides us a first example of a model in the form of an iterated
map or recursion. In Figure 1.1 some iterates of the model are shown for several values
of �. For large � the population grows faster initially, but all populations level o↵ at the
carrying capacity.

1.2 A di↵erential equation

The Verhulst model for population growth in an environment with limited resources is

dP

dt
= rP

✓
1� P

P
c

◆
, (1.2)

where P (t) is the population size, r > 0 is the uninhibited growth rate, and P
c

> 0 is the
carrying capacity of the environment.

Dag  Pn   Pn  
0   100  100  
1   190  189.9  
2   361  360.4  
3   685.9  683.2  

14   800000 130000 

30   23x109  150000
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Voorbeeld: bladluizen
Model continu in de tijd:  differentiaalvergelijking 

geeft de relatie tussen een functie P en de afgeleide van P.  

Maar hoe P in de tijd veranderd 
is impliciet (geen formule gegeven) 

We zoeken een oplossing 
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Model continu in de tijd:  differentiaalvergelijking 
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8 CHAPTER 1. INTRODUCTION TO MODELS AND MODELLING

Suppose the population at time t0 is P (t0) = P0, and we wish to find the population
P (t1) = P1 at some later time t1 > t0. Dividing both sides by P (1�P/P

c

), and integrating
with respect to t from time t0 to t1 we find

Z
t1

t0

1

P (1� P/P
c

)

dP

dt
dt =

Z
t1

t0

r dt,

Z
P (t1)

P (t0)

1

P (1� P/P
c

)
dP = r(t1 � t0). (1.3)

Using a partial fraction decomposition, the integral on the left can be evaluated as fol-
lows

Z
P1

P0
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P
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1/P
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◆
dP = [lnP � ln(1� P/P

c

)]P1

P0

= ln
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1� P1/Pc

� ln
P0

1� P0/Pc

.

Using this result and applying the exponential function to both sides of (1.3) gives

✓
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1� P1/Pc

◆✓
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1� P0/Pc

◆�1

= er(t1�t0).

Solving for P1 yields

P1 =
er(t1�t0)P

c

P0

P
c

+ (er(t1�t0) � 1)P0
.

Note that, since t1 is arbitrary, the above relation provides us with a formula for finding
P (t) for all t > t0:

P (t) =
er(t�t0)P

c

P0

P
c

+ (er(t�t0) � 1)P0
. (1.4)

Solutions P (t) are shown in Figure 1.2, for the case r = 1/4 and di↵erent initial conditions
P0.

The Verhulst model (1.2) is our first example of a di↵erential equation. Let us reflect for
a moment on what we have done here. In contrast to the iterated map (1.1), for which
the model itself provides a recipe for computing the solution, the model (1.2) does not
directly specify how the population P (t) varies as a function of time, but only specifies
the relation between P (t) and its derivative dP/dt. Consequently, we need to solve the
di↵erential equation to determine P (t). Second, note that the solution (1.4) at time t is
expressed as a function of the solution at another time t0. If we do not know the solution
at some other time, the di↵erential equation defines a class of solutions parameterized by
the unknown constant P0 (that is, each P0 defines a di↵erent solution).
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1.3 A numerical method

Suppose we did not know how not evaluate the integral in (1.3). We might try to learn
something about the solution using the following approach. Starting from the definition of
the derivative

dP (t)

dt
= lim

�t!0

P (t+�t)� P (t)

�t
, (1.5)

we approximate this infinitessimal limit by a finite di↵erence:

dP (t)

dt
⇡ P (t+�t)� P (t)

�t
, (1.6)

for some fixed, positive value of�t. (That is, we refrain from taking the limit.) Substituting
this approximation into (1.2) yields

P (t+�t)� P (t)

�t
⇡ rP (t)

✓
1� P (t)

P
c

◆
.

Denoting the approximation to P (t
n

) by P
n

, where t
n+1 = t

n

+ �t, the above formula
defines, for each �t > 0, an iterated map or recursion

P
n+1 = P

n

+�t r P
n

✓
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n
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◆
. (1.7)
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10 CHAPTER 1. INTRODUCTION TO MODELS AND MODELLING

0 5 10 15 20 25 30 35 40
time, t

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

P
o
p
u
la

tio
n
, 
P

/P
c

∆ t = 4
∆ t = 2
∆ t = 1
∆ t = 0.5

Figure 1.3: Iterates of the model (1.7) with P0/Pc

= 0.1, r = 0.25, and di↵erent stepsizes
�t. The iterates are connected by straight lines for visualization purposes. As �t is
decreased the iterates approach the exact solution shown in Figure 1.2.

This family of iterated maps, depending on the time step parameter �t, is our first example
of a numerical method or (more specifically) a numerical integrator. Whereas a di↵erential
equation such as (1.2) may or may not be easily integrated analytically, the numerical
integrator is suitable for implementation on a computer.

See Figure 1.3 for numerical solutions computed with a range of stepsizes�t. We know that
as we make�t smaller, the finite di↵erence (1.6) becomes a better and better approximation
of the derivative (1.5), and consequently we may expect that the approximation computed
via (1.7) better and better approximates the solution (1.4). This intuition is correct, as we
will see later, but it comes at a price: to compute the solution on the same interval with
smaller time steps, the number of computations increases. The computer must do more
work to improve the accuracy.

1.4 Relationships between the models

Note the similar form of the solution (1.4) of the di↵erential equation model and the map
(1.1). Given r > 0 and a time step �t, if we define �̂ = exp(r�t), then the solution of the

Voorbeeld: bladluizen
Numeriek model:  Methode van Euler 
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Voorbeeld: bladluizen
3 soorten modellen: 

• recursies 
• differentiaalvergelijkingen 
• numerieke methoden 

De oplossing van een differentiaalvergelijking,  
wanneer die expliciet op te schrijven is, 
kan gezien worden als een soort recursie. 

Numerieke methoden ook, maar in de limiet 
tijdstap —> 0, convergeren ze naar de DV-oplossing 



Voorbeeld: bladluizen
De rozenkweker kiest voor een organisch aanpak van het 
probleem:

https://www.youtube.com/watch?v=oTnTWre488s

?

https://www.youtube.com/watch?v=oTnTWre488s


Voorbeeld: bladluizen
Nu moeten we zowel de bladluizen als  
lieveheersbeestjes bijhouden. 

Dit leidt tot roofdier-prooidier  
modellen.  

Is het een goed idee om lieveheersbeesten in te zetten?



Program
• Organisatie

• Modelleren en Simuleren

• Voorkennis



Voorkennis

Infi

• DiÆerentiëren
• Integreren
• Taylorreeks
• Complexe getallen

Lineaire Algebra

• Gauss eliminatie (vegen van kolommen)
• eigenwaarden en eigenvectoren

Mathematica



Wiskundige analyse strategie

• eenvoudige voorbeelden goed begrijpen

• moeilijkere problemen ‘reduceren’ tot de eenvoudigere

◦ niet-lineaire problemen benaderen door lineaire

◦ hoger dimensionale problemen benaderen
door 1-dimensionale

◦ . . .



niet-lineaire problemen benaderen door lineaire

Voorbeeld. Stel f : [a, b] → R is een gladde functie en
f(α) = 0 voor ’n α ∈ (a, b).

Hoe α te berekenen?



niet-lineaire problemen benaderen door lineaire

Voorbeeld. Stel f : [a, b] → R is een gladde functie en
f(α) = 0 voor ’n α ∈ (a, b).

Hoe α te berekenen?

• Gok een waarde x0. Schrijf α = x0 + h. Hopelijk is h klein.

0 = f(α) = f(x0 + h) = f(x0) + h f

�(x0) + 1
2h

2
f

��(x0) + . . .

• Benader met het ‘lineaire deel’:

0 = f(x0) + h0f

�(x0)

Met h0 = − f(x0)
f

�(x0)
is hopelijk α = x0 + h ≈ x0 + h0.

• Als met x1 ≡ x0+h0 geldt f(x1) �≈ 0, herhaal de procedure.



Taylor reeks

Als f k + 1 maal continue diÆerentieerbaar is in de buurt
van x0, dan

f(x0+h) = f(x0)+hf

�(x0)+
h

2

2! f

��(x0)+. . .+ h

k

k! f

(k)(x0)+R

De restterm R voldoet aan

R = h

k+1

(k+1)! f

(k+1)(ξ)

voor zekere ξ tussen x0 en x0 + h.

Newton

x

n+1 = x

n

−
f(x

n

)

f

�(x
n

)



hoger dim. problemen benaderen door 1-dim.

y = Ax met A ≡
"

a11 a12
a21 a22

#

, x ≡
"

x1
x2

#

, y ≡
"

y1
y2

#



hoger dim. problemen benaderen door 1-dim.

y = Ax met A ≡
"

a11 a12
a21 a22

#

, x ≡
"

x1
x2

#

, y ≡
"

y1
y2

#

Bereken de eigenwaarden en bijbehorende eigenvectoren:

Av1 = λ1 v1 en Av2 = λ2 v2



hoger dim. problemen benaderen door 1-dim.

y = Ax met A ≡
"

a11 a12
a21 a22

#

, x ≡
"

x1
x2

#

, y ≡
"

y1
y2

#

Bereken de eigenwaarden en bijbehorende eigenvectoren:

Av1 = λ1 v1 en Av2 = λ2 v2

Als v1 en v2 lineair onafhankelijk zijn, dan

x = α1v1 + α2v2 en y = β1v1 + β2v2,

zekere scalairen α

i

en β

i

.



hoger dim. problemen benaderen door 1-dim.

y = Ax met A ≡
"

a11 a12
a21 a22

#

, x ≡
"

x1
x2

#

, y ≡
"

y1
y2

#

Bereken de eigenwaarden en bijbehorende eigenvectoren:

Av1 = λ1 v1 en Av2 = λ2 v2

Als v1 en v2 lineair onafhankelijk zijn, dan

x = α1v1 + α2v2 en y = β1v1 + β2v2,

zekere scalairen α

i

en β

i

.

Dus y = β1v1 + β2v2 = Ax = A(α1v1 + α2v2)
= α1Av1 + α2Av2 = α1λ1v1 + α2λ2v2

en we zien dat

β1 = λ1α1 en β2 = λ2α2.



hoger dim. problemen benaderen door 1-dim.

y = Ax met A ≡
"

a11 a12
a21 a22

#

, x ≡
"

x1
x2

#

, y ≡
"

y1
y2

#

Bereken de eigenwaarden en bijbehorende eigenvectoren:

Av1 = λ1 v1 en Av2 = λ2 v2

Als v1 en v2 lineair onafhankelijk zijn, dan

x = α1v1 + α2v2 en y = β1v1 + β2v2,

zekere scalairen α

i

en β

i

: β1 = λ1 α1, β2 = λ2 α2.

Toepassingen. x
n+1 = Ax

n

⇔
met x

n

= α1(n)v1 + α2(n)v2 is α

i

(n) = λ

n

i

α

i

(0) (i = 1,2)

x�(t) = Ax(t) ⇔
met x(t) = α1(t)v1 + α2(t)v2 is α

�
i

(t) = λ

i

α

i

(t) (i = 1,2)



Complexe getallen

λ = a + ib ∈ C dan is a = Re(λ) en b = Im(λ).

a + ib = r e

iφ

, a = 1
2(λ + λ̄), b = 1

2i

(λ− λ̄)

voor r =
q

a

2 + b

2 = |λ| ≥ 0 en

φ ∈ [0,2π) zodat a = r cos(φ), b = r sin(φ) (tan(φ) = b

a

)

Voorbeeld.

f(t) = e

i ν t. Dan f

�(t) = i ν e

i ν t = i ν f(t)

Als g(t) = cos(ν t), dan g = Re(f) en

g

�(t) = −ν sin(ν t) = Re(f �(t)) = Re(i ν e

iν t))



Complexe getallen

λ = a + ib ∈ C dan is a = Re(λ) en b = Im(λ).

a + ib = r e

iφ

, a = 1
2(λ + λ̄), b = 1

2i

(λ− λ̄)

voor r =
q

a

2 + b

2 = |λ| ≥ 0 en

φ ∈ [0,2π) zodat a = r cos(φ), b = r sin(φ) (tan(φ) = b

a

)

λ, ζ ∈ C. Dan λζ = λ̄ ζ̄, λ + ζ = λ̄ + ζ̄

a, b ∈ R, λ = r e

iφ ∈ C. Dan

Re(λ(a + ib)) = r cos(φ) a− r sin(φ) b.

α, β, a, b ∈ R. Dan

αa− βb = Re(γz) voor γ ≡ α + iβ, z ≡ a + ib


