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4. Übungsblatt zur Vorlesung Hamiltonsche Dynamische Systeme

9. Untersuchen Sie “Colombo’s Kreisel” auf S2:

Hλ,µ(x, y, z) = −
1

2
(z − λ)2 + µ y .

(Bemerkung: Dieses dynamische System modelliert den (gemittelten) Einfluß der Sonne
auf die Bewegung eines sich um seine Achse drehenden Planeten.)

10. Sei K ∈ C∞(R3). Zeigen Sie, daß das Spatprodukt

{f, g}K := 〈∇f ×∇g | ∇K〉

eine Poissonklammer { , }K auf R
3 ist. Sei weiter H ∈ C∞(R3). Wie verhalten sich

die Flüsse von XH auf (R3, { , }K) und von XK auf (R3, { , }H) zueinander?

11. Die Lie-Klammer zweier Vektorfelder X, Y läßt sich am elegantesten definieren,
wenn man Vektorfelder als Derivationen C∞(M) → C∞(M) auffaßt, d.h. als lineare
Abbildungen, welche der Leibnizregel genügen; setze

[X, Y ](f) := X(Y (f)) − Y (X(f)) .

a) Zeigen Sie, daß die Lie-Klammer von zwei Koordinatenbasisfeldern
∂

∂xi

,
∂

∂xj

ver-

schwindet. Sei nun M eine Poissonmannigfaltigkeit. Beweisen Sie für beliebige Funk-
tionen f, g ∈ C∞(M)

[Xf , Xg] = −X{f, g} .

In diesem Zusammenhang spielt der Satz von Frobenius eine wichtige Rolle: Sind
die linear unabhängigen Vektorfelder {X1, . . . , X`} “in Involution”, d.h. gibt es hk

ij ∈
C∞(M) mit

[Xi, Xj] =
∑̀

k=1

hk
ij · Xk ,

so existieren um jeden Punkt lokale Koordinaten {x1, . . . , xn} in welchen die Xi Lin-
earkombinationen der ersten ` Koordinatenbasisfelder sind.
b) Vervollständigen Sie hiermit den Beweis des Satzes von Darboux.


