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sin(2x) = 2 sinx cos x, cos(2x) = 1 − 2 sin2 x = 2 cos2 x − 1.

sin2 x + cos2 x = 1.

arcsinx + arccosx =
π

2
.

sinh x =
ex + e−x

2
, coshx =

ex − e−x

2
.

arcsinh(x) = ln(x +
√

x2 + 1), arccosh(x) = ln(|x +
√

x2 − 1|).

sin2(arctanx) =
x2

1 + x2
.

(ax)′ = ln a ax, (ex)′ = ex.

(ln x)
′
= 1/x.

(sin x)′ = cosx, (cosx)′ = − sinx.

(sinh x)
′
= coshx, (cosh)

′
x = sinh x.

(arcsinx)
′
=

1√
1 − x2

, (arccosx)
′
= − 1√

1 − x2
.

(arctanx)
′
=

1

1 + x2
.

(arcsinhx)′ =
1√

x2 + 1
, (arccoshx)′ =

1√
x2 − 1

.
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F ′ = f J "UY �.YZ����( F
��"\[Z�	!@�	�&�K"��	�*!K]C���I!^"�(^�������H=4;.�	���	"_���`;.�	��" acbd�.�I�

f
Y egf^�

��*!KhA�I���	��"���;i]O�*(j�@�.�I�'���: '"\����������G�!K"���"\�@"��*��*���� '"����*�%kl���.�I�m���	� ∫

f(x) dx
Y �

no�p�������'�I��q�(j�m�KErE��&���S�*�p�.�I�s���I������(
f
>	E��&�K"��r s"_( J f

�*�	�pG�!K"���"\�@"��*���$��	�	=R� J �	�skt�	�#����( a
�	�*�

k#"������	b.�	 �!@"�;FG� ��&�u �"\��$��	����E.���	"��sH�I�
f
"�( J "_( F (x) :=

∫ x

a
f(s) ds

�*�	�pG�!K"���"\�@"��*��.Ygv5f�"��u!K�A(j '�\�D���H�
(j�@���I�wkt�	�']O�	b.�	�'�u����(l���lxKyzErEI=W�'(c�@�	����"���;�H�I�{����"��.�@�	;.!@�.�I��!K�*b��	�'"���;I| J �*�m(jE.���S"�;��*����Er�	���	�m��"\�th	�	��=W(w���xKyzErEI=W��(j�K�*����"���;�����M�����I�'����q�(K�?|?Y }

~M�*!Kb.�	�%kl��E.Gd���H�:�I�_(
F
�	�*�MG�!K"���"\�@"��*���H���

f
"_( J ���H�:���I� F + c

v4k�����!
c
�	�*�d>�E��C(c�D�I�&�K��"_(@}z���H�

ErE�bM"_(	Y�f^ '(��I�_(:�	!��	�*�<G�!@"��S"��K"��	.�iH���
f
]C�A(c�D���H� J ���I��]O�*(j�@�����F�*!�E����*"��'��"�;���*�	�UY`���	!D���*!�����(:h*EHkl�*�

F1
����(

F2
G�!K"���"\�@"��*��*�FH�I�

f
h	" ac� J �����<.�	!D(K>D$'"������*�F���*h	�S�	�	��>�E.�'(c�D�I�&�K�.Y ��f^ '(��I�_(:kl�S�	�*�<E�=l�I�C���	!@�G�!@"���"��K"��	.�mH�I�

f
]O�	G'�.�I�_��$��*]�]C�*� J ������$��	]']C�*��kl��h	���I�����*���.�I�w�K�mGC�Ibrb��*��Yd
��m;��*]�!@ �"�b.�	��"��s���I���*!K]C�I�'�mE&E.b{kt�	��������E��@�I�K"�� ∫

f(x) dx = F + C
Y �%y�"��*!z��Er�	���	��kt�

f(x)
��E.;u����PR�'ToVU��NK�I�O�HY

� �d�������2�����������

��!@"���"��K"���*!K�*�`"_(0��	�*�����.�*�	�S"��';��	k#"�brb��*�����*!K�w]C�*h	"�;�$��*"��S���I�S��"�[O�*!K�*�.�@"��*!K�*��Y2no�S���*!@( J ;��*;��	.�	���*�	�`=4 ��'>?�@"��br ������*�mkt�^���*h	�^�S�	������!@�	b��*��!@�	;��*��(��ErE�!t�H=4;��*���*"����	�m��"�[Z�	!@�	�&�K"��	!@�	�Fv5�I��$�Er�	kt�	�Z���H�tkl�*�C�*�	�'(l��*�	�Okl�*!Kb
bH�I��h	" ac�C}?Y��OEibr ��'���	�%kt�:"���G�!K"��'>	"�GO��E&E.bm�I���K" aj���'�I;&���I��EI=2�	�	��;��*;��*��	�m=4 ��'>��K"��

F
kt�	������G�!@"���"��K"��	.�

H�I�
f
"�(*Y`~d�.�I!:E���h*E'� �

F
�K�S]O�	G'�����*�<"_(:�	�	���I�'���	!@�`h*�.�Ib J ���H��"_(lac �"�(j�����Sb& '�'(c���	�7���.�I!:;.�����Mkl�$�"��	!@E��'���	!#�� '(#��"_>D$.�#E.G��_�H�@�	�%(K>D$'" ac���*��Y  

¡�h	 ����:h*"��*�<���I�^$��	�:�*!�(c�@!@��br(�H���Ib%k#"����<�����M�KEr�Sh*�I�2;.�.�I��)#kt�`;.�	]�!@ �"�b��*�F��"���;��*�Fh	E&�I�_(
df(x) =

f ′(x) dx
��"���kl�*��=4E.!K���*�	�2h	"��<$��*]�]O�	�����.�I!:kt�.�I!@H�I�Mkt�i$��	��;��	]'!K �"�b%��"�����;��*!K�A>D$.�@H���I!D��"�;.��$��*]�]C�*��Y

��ErE�!
cos y

(K>D$'!K" ac��*�dkl� √

1 − sin2 y
�I�_(^E��'(����I�: �"��Kb.E��`��vWh	E��C���	!�E��C(�E.���	�	���	.�	�&�K '�	�	�2��"��&�@�	b��*�

�K�%]O�	b.E������	!@�	�C} J �ErE.! arctan tan x
(@>D$�!@" ac.�	�pkl�

x J Y	Y	Y*Ysno�gG�!@"��C>�"�GC�%"_(S�������*(S;.�	ErE�!@��ErE�=W��E��¢�*�	�
 �"��Kb.E��u(c���@�zr"��C���	��Y2���I�C������!����H��kt�#H�I�`xjh	k��I!K�K�tb& '�'(c�j|#(KG�!@�	b.�	��Y2£��	�'���.�I���*�	�u�I�&�cktErE�!D��$��*]�]C�*�'� J>�E.�&�K!@E����	!@�u�S�*�skt�	��(c�@�	�A��(`E�=^���I�i�E.����E&�	�*Y7~d����!i�����skt�	�t�	�*�s>�E.�.�@!KE.���m�E���;��*�'(`���m!@�	;��*��(iH�I�s���
v4k#"_(D}obr ��'(j� J k��I�&�z�I�C���	!D(tb����%�	!#��E.;SH�����������*(���"_(#h	" ac��Y¤t" a:$�����G�!D�Ib&�@"�(@>D$��S!K�*b��	�rkt�	!@b%E��¥G�!@"��S"��K"��	.�	�<�K��]O�	G'�����*�<�u����b&�����*�<;.�	]�!@ �"�bM����<k��H�����	�7�I�
kt�	����vW���0xcbr" acbr�S�	�K$�E�����|��ErE�!�(j�@���'���.�I!D��G�!@"���"��K"��	��*�C} J H�I��!@�	b.�	��!@�	;.�	�_(Z�	��H���`(jGO�*>	"������w�S�	�K$�E����*�`.E&E.!]O�	G'�.�I�_����br���.(K(K�	��H����=4 ��'>?�@"��A( J h*E.����(�]'!K�* �b�(jG���"��@(K�	���ErE.!�!@�I�K"�E��'�����0=4 '�'>?�@"��A(	Y0f��t(c�D�I�'�'���I!D��G�!@"��S"��K"��	.�	�]O�	br" acb.�	�Skl��"���¦�§ J ����!@�	b��*��!@�	;��*��(�"���¦�¨��	�����z(KGC�A>�"_�I���l���	�K$�E����*�S"��u���#������!KE.G`.E���;��	�C���wG'��!@��;�!D�H=4�*��Y
©Dª2«l¬A«c�®�¯ °U¯±«w²�³±¯ ´4µ�°�¶c¯±®	·�¸?³�¹D³±º2»�«o°0¬�¸?¼#«c¯±®:·D¹D®

F
«j«c®�·�«c½5¶j¹D¼#«c³±¯±®�¾z¯±º2¶c¸	¬H¹D®�¯±¾z¬H¹@°�»A«c°2¶c¯±®�¿D¹D®�»�«c²�²I«c®�¸?¼�¸K·�«c½2¬�«

¹@µ�¾?«j³±«c¯±¬�«#·D¹D®
F
°5«#ºUÀ�½W«c¿?«c®&Á�ª2«�·�«c½W¶K¹D¼#«c³±¯±®�¾?«c®u¯±®`¿	ÂZ«jºW°U¯±«z²I«o°U½W«oÃ�«j®�·�«c½W¶j¹D¼#«j³±¯±®A¾?«j®

J
¼#«o°l¬A«#«j¯±¾?«c®�º5ÄÅ»H¹DÀu¬H¹@°w·�¸	¸?½

«c³±¿?«
ξ ∈ J

»A«c°�À�ÆA®	°
ξ
«j«c®:¹@µ�º5³±Æ�¯ °UÀAÆ�®	°�·D¹D®

J \ {ξ}
¯±ºKÁCÇC«c®�«c¯±®�¬�¯±¾?«0·�«c½5«c®�¯±¾?¯±®A¾�·?¹D®:¯±®�°5«j½4·?¹D³±³±«c®�²A¯ ´W·�¸	¸?½5²I«c«c³±¬�»�«c«oµ�°�¬�«c¶c«

«c¯±¾?«c®�ºUÄÅ»�¹DÀ&Á
È?ª2¯ °O½W«cºUÆ�³ °U¹?¹@°�¼z¹?¹D¿�°O¾?«c²�½WÆ�¯±¿w·?¹D®#»�«o°Oµ�«c¯ °O¬�¹@°Z»�«o°Z¬A¸?¼#«j¯±®w·?¹D®

f
«c«c®#¯±®	°5«c½W·D¹D³�¯±ºjÁ�ÉR®�¬�«c½W¬H¹?¹D¬&Ê'¬H¹D®#¯±ºC·�¸	¸?½

h := F2−
F1 Ë h′ = 0

Â�¹?¹D½5Æ�¯ ° Ë ¸?¼#¬H¹@°�»�«o°�¬�¸?¼#«c¯±®^«c«c®:¯±®�°5«j½4·?¹D³�¯±º Ë ·�¸?³±¾D° h = c
«c®^¬�Æ�º

F2 = F1 + c
Á

Ì ³±º�»�«o°0¬�¸?¼#«c¯±®�·?¹D®
f
¾?«c«c®`¯±®�°5«j½4·?¹D³'¶c¸?Æ�¶j¯ ´W® Ë ¯±º2»A«c°0½5«cºUÆA³ °Å¹?¹@°�®A¯±«c°2Â�¹?¹D½jÊ�¶c¸KÂZ«j³'¬�«�µ�ÆA®�Äo°U¯±« F1

¹D³±º
F2

¾?«c¬�«oH®�¯±«c«c½5¬
¬�¸	¸?½

F1(x) :=

{

ln |x| (x < 0)
ln |x| + 5 (x > 0)

¹D³±º
F2(x) :=

{

ln |x| + 3 (x < 0)
ln |x| (x > 0)

¶c¯ ´W®�À�½5¯±¼#¯ °5¯±«o·�«c®w·D¹D®l¬�«Cµ�Æ�®AÄc°5¯±«
1/x Ë ¼z¹?¹D½

F2 − F1

¯±º�®�¯±«o°�Äc¸?®�º5°U¹D®�°KÁ
Í ÇC®:²I«c¬�¸	«c³±«j®:¬H¹?¹D½5¼#«c«�¬�ÆAº�¬�«0·�«c½W¶j¹D¼#«j³±¯±®A¾tµ�ÆA®�Äo°U¯±«cº

{F + c | c ∈ R}
Á

Î?ÇC«c®:¿@¹D®	°W°U«c¿?«c®�¯±®�¾�Á�Ï�«c°CÐW«j«c®^À�½5¯±¼#¯ °5¯±«o·�«2·?¹D®
f
²I«cÀH¹D³±«c®*Ñ�²I«c¬�¸*«c³±«c®:Â�«2»�¯±«c½5²I¸K·�«c®�»A«c°�·*¯±®�¬�«c®^·D¹D®:«c«c®

F
¯±®�°5«c½5¼#«c®

·?¹D®�Ð5«c³±«c¼#«j®�°U¹D¯±½5«ÅÑ�µ�Æ�®AÄc°5¯±«cºKÁrÐUÇC³±«c¼#«c®�°Å¹D¯±½W«�µ�Æ�®�Äo°5¯±«jº4Ñ�¶c¯ ´W®^¯±®�¬�¯ °�·�«c½5²�¹D®�¬�¬�«0²I«c¿?«c®�¬�«�¬�¯±®�¾?«c®^¹D³±º�·�«j«c³ °5«c½5¼#«c® Ë ¬A«2Â�¸?½4°U«c³ Òµ�Æ�®�Äo°U¯±« Ë ¬A«�«oÓAÀI¸?®�«c®�°U¯±Ôc³±«#µ�ÆA®�Äo°U¯±« Ë sin «c® ln
ÁtÉR®S¬�¯±«l¶j¯±®`¶j¹D³O»�«o°wÆ�®�¯±«o°w³±Æ�¿*¿?«c®`¸?¼Õ«c«c®`À�½5¯±¼#¯ °5¯±«o·�«t·?¹D®

f(x) = ex2 °U«²I«cÀH¹D³±«c®&ÁOÖ�¸	ÄÅ»�²I«cº5°U¹?¹@°�¬�«c¶j«�¶c¸�¹D³±º�Â�«�¹D³r¾?«c¶c¯±«c®:»�«c²�²I«c®&Á

§
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∫

xp dx 1
p+1xp+1 ] ST'D')$ p 6= −1 ^

∫

x−1 dx ln(x)
∫

ex dx ex
∫

1√
1−x2

dx arcsinx
∫

1√
x2+1

dx arcsinhx
∫

1√
x2−1

dx arccoshx
∫

1
x2+1 dx arctanx

∫

sinx dx − cosx
∫

cosx dx sinx
∫

sinh x dx coshx
∫

coshx dx sinhx

_`��"2S�'A"T+?�/%&�#S�+-C!C&��7-� ��$=�aPRB,�/Kb".+?�U0TJ#�D'&7-0
eax 0;".'D')�c�,+-��"�+-�d� �e".'&53��76�D8f�,'A"�� �#J��&N!�#���,8f'&')7X� ��J#�e".')56�#7

*,��5,53���/�gN3%&�#8f'&COCD�#7-+ h2Cd�,'&'&$=89�#�i56�#</'D')7M�	COB/�,�,�#�jST�&$�� �#�LE4He')"aCA')�j89��"k���#�j53����"lh2��%&��@&�!�#7g@D�O�D$�ST')"
89�#�m'&')�n*,��"�� �!�#�n+-0I89��"�� �(o`CO+ h2C!89��"=*/�!�,�bo ] +pE �&Eg89�#�nJ#+-��"�� �(</$=+-89+>".+?��@&��8��#"=���#�qJ�+>"="=��� ^ �)P4�D<q�#���
89��K�*/'&�,+M0=K�*,��$=�I8f')�,+-�#$�89�#"a53��*OB/7?<j@A')�j� ���,'D� �#7-+ h2Cc"=��56�#*/'&�/� �#7-�#��0=B,5/0;"=+?"=B ".+?��89��"=*/�!�,�&E
r�sFs3tUuQvOv!wlxzy|{T�#</'D')7 ∫

eax dx
E

} <,7-�D0.0;+-�,%�89��"k� �k~;C!+ h2C!89��".*,� � �bo ] J#+-���!�&Cc�1�!�D$=56�#��7-��� ^�� SQ�#"=���/� � ] B,+?"e� �i"�')56�#7 ^ �,'A" (ex)
′
= ex N<,$.�&56�#��$;"�89�#�

eax �#�	J#+-��"k�,')"
(eax)

′
= aeax ���	�/'&')$.B,+?"a� B/0a�,')" 1

aeax + C
')7M0�%&��J#� K�*O"�+M0�E

He��@&�&7-%&���/� �T".'&53��7,@A')�9<,$.+?89+?"=+-�#@D�#�953��@A'A":<,$.+?89+?"=+-�#@D�#�f� +-��SQ�a'&7-0�S�'A":89+-�/� �#$:0;".'&�/�,'D')$���56��0.K�*,�&B,�
ST�#� ] +?�	� �eJ�+?�d@A')���,')"T89����J#+MK�*c89�#��$Q89�D%&�e')PR@!$.'&%&�#��~;*,�!�kCD�&89�#��SQ�e�#$�'&')� o ^ N&8f'&'&$T� +-�kST�#7X*/'&�/� +-%
J#+ h2�j�&8�5/+ ha� �i*/'&�/�d"=��*,��5,53���FE

∫

ln x dx x ln x − x
∫ √

1 − x2 dx x
2

√
1 − x2 + 1

2 arcsinx
∫ √

x2 ± 1 dx x
2

√
x2 ± 1 ± 1

2

{

arcsinhx
arccoshx

∫

1
x2−1 dx 1

2 ln |x−1
x+1 |

∫

tan x dx − ln (| cosx|)
∫

cot x dx ln (| sin x|)
∫

arcsinx dx x arcsinx +
√

1− x2
∫

arctanx dx x arctanx − 1
2 ln(1 + x2)

∫

1
sin x dx ln | tan x

2 |
∫

1
cos x dx 1

b ln | tan( bx
2 + π

4 )|
∫

1
cos2 x dx tan x

E
∫

1
sin2 x

dx − cotx
E

∫

1
cosh2 x

dx tanh x
E

∫

1
sinh2 x

dx − cothx
E

�6+-�9�1�O�D$=56�#��7-�,�#��� N��,N�� N4�����������	ST'D')$iST�f�#�,CD�#7-��@A'&���,�#J#�f</$=+-89+>".+?��@&�#���D<n���#��K��D�/02".$=B3Kb"=+-�#@D�
8f')�,+-�#$a')�/�#+M� ���FE

�������;���g�.�1�g�2�6�2���g�.�:�����`�:�����U�;�2�T�p���)�2�X�� # b�¡�;¢!�b��� �1�l���¡�2���`�£����¤¡�p�2�O¥k¦i�`�:���T§b�;§b�`���2�(�p���)�2�6¨b b©Q�:©��2���2�2�(�U�;�2��2�����O¥ª¡«.¬6 # b�����`�1§b�2©a��¨I�U�;�U�&�2���g��
+C ® �������4�£�X�;�2���T¨b b�� b©|¤l�l�;�2��¤��X�;§b§b�2�[�.�l�2�O¥T�� b¨I��¤����`�1�U�T�)�2�� ��2������§k�A�.�1�2��¨b�:�p�

¯ �¡��©�� �p� ���2�¡�2�k°?±���²`�l����  ¯ �2�2�k���#�l�2�¡�����!§b�2���`³A�����2�2�l�i��¤;¥ ´(�.�����.�F���#�l�2�¡�����!��¤=¢#�� #�`���2�g�����`�g�l ��b¢)����¤g�U�2�F©a�b���g�2���a���2�`°?�;¥Xµ& ¨����
xp

©��`�
p = −1/2

���k���1�2�;�¡¤l�l�:�l�2§b�2�!�b���e�����p���&�2� ��� ¶R�� # b�l�)�2�2���i§b�2���`³A�����2�2�l���2� ¶¡�e  ¯ (−∞, 0)
¥

·
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	���������

�������������������! #"
$%�'&(��)*��"�&(��+*���-,.�0/�/*&1 !23+*������4-$%��"��5�76�4 89,9��:;�7"=<>:;���
λ
�7��"�&(��?7����+0���( #�� 0 0"@$%��4-$%��"5$@AB$��

�0/*�C+*��"@$��'&(��)*��"�&(��+*���-,B�*/D/*&���&E4�:F4G�(4C�7�0�7"IHKJ(J

L*M ∫

λf(x) dx = λ
∫

f(x) dx
M

N�M ∫

(f(x) + g(x)) dx =
∫

f(x)dx +
∫

g(x) dx
M

O@M ∫

f(x)g′(x) dx = f(x)g(x) −
∫

f ′(x)g(x) dx
M <>P��7+0�7�I$%��&��@ 0&9�(4C?7�C�Q4�"D�E��+*&( #�E4�� M A

R M ∫

f(φ(x))φ′(x) dx = F (φ(x)) + C
M <TS%���@,9�E4C�E�%�(4C�7&E�7+0��� M A

<>U'��&(��+*���B$���&��@ 0&9�(4C?7�C��4C"D�E�7+0&V !�(4C�W�*/0��+#����4C�X$%�Y�@&E/%$%��)D�(&E�7+0���B��"Z$%��,E���@,9�E4C�E���E4���&(��+0�7�B��4C�;$��Y)0���9�E4�"�+0[
&(��+0�7� M A\U'�;&(��+*���.$%�7&]�5 #&E�E4�?����X4�"D�E��+*&( #�E4��X�5 0,9�]:F��"\,E/0:W,]:;����,9�@^7^_�`,]�E/��0aI 0��,Q$%�F��&(4C:F4C�E4����*�;�! 0"b���7"
��&(/%$%��)D�923��"5^c�E4��d+0�7e�/%^V�D�16�/0&V$�����"�$%�Q��&(4C:F4C�E4����0�]�! #"f���7"f$%�7&�2> 0^_�E/0&(��"
�5�7)0�7"@$�4-,���"g$%�d !23+*������4-$%�]�h 0"
$%�� 0"@$%��&(�'2> 0^c�(/0&�+*��:W #)�)0�7�C4 8i)W4-, M

jdkIk5l`m1nDn�oTprqts����@ * #� ∫

ln x dx
M

u ����/*,(,94�"�+ M ���_�v$��w&E�7+0�7�0$%��&x�@ #&E�E4�?����w4�"*�(��+*&( #�E4����*/0��+#� ∫

ln x dx =
∫

1·ln x dx = x ln x−
∫

x 1
x dx =

x ln x −
∫

1 · dx = x ln x − x + C
M

jdkIk5l`m1nDn�oTpzy{s����@ * #� ∫

arcsinx dx
M

u ����/*,(,94�"�+ M �|�_�|$%�}&E�7+0���d$%�7&g�@ #&E�E4�?����b4�"D�E��+*&( #�E4��=�*/0��+#� ∫

arcsinx dx =
∫

1 · arcsinx dx =

x · arcsinx −
∫

x√
1−x2

dx = x · arcsinx +
√

1 − x2 + C
M

~. #&E�E4�?�����4C"D�(��+0&V !�(4C��,9�E�7�G�B�! * #)�4�"Y,9�( 0 #�w/0:�&E�`^_��&(&E�7"D�E���5���E&(��)�)�4C"@+0��";�(����4C"@$���"IaD6� * #&V$%/�/0&�:F��"W #�����
��&(4C:F4C�E4����*��"f4C"g)�61�`,i�(4C�Q)! #"g�����@ 0�C�7" M S�/0:W,�)! 0"
:F��"ge7/@� "
���_�(&E�7)D)�4�"�+F"�/0+F�����@�C4-^_4��_��/*���C/D,E,E��"
/�/0) M

jdkIk5l`m1nDn�oTp���s����@ * #�����7"Y&E�`^_��&(&(��"D�E�����_�(&E�7)�)D4�"�+X�0/�/0&
Fn :=

∫

dx
(x2+1)n dx (n ≥ 1)

�7"������@ * #��$� 0 0&9[
:F���

F2
M

u ����/*,(,94�"�+ M
Fn =

∫

1 · (x2 + 1)
−n

dx = x(x2 + 1)
−n

+ 2n
∫

x2

(x2+1)n+1 = x(x2 + 1)
−n

+

2n(
∫

x2+1
(x2+1)n+1 −

∫

1
(1+x2)n+1 ) = x(x2 + 1)

−n
+ 2n(Fn − Fn+1)

M U] 0 #&(��4C���0/*�C+0��$��Q23/0&(:������
Fn+1 =

1
2n

x
(x2+1)n + 2n−1

2n Fn
M u :W$� #�

F1
����)*��"@$b4�,7a�"@ #:F�7�C4 8i)

F1 = arctanx + C
a��C�7�0��&E�]$���e���23/0&(:��������7��"

:W #"�4���&�/*:�$%�d��&(4�:;4C�E4����*��"f4C"g)�6��7,9�E4��]&(�7^���&V,94��_2v�E�d�����@ 0�C�7" MB� /F4�,��@4 8i�*/D/*&E�����7��$ ∫

dx
(x2+1)2

dx = F2 =
1
2

x
(x2+1) + 1

2 arctanx + C
M

��"W$%����&V #)D�(4 8i);+0�7��&E�@4C)D�w:F��"Y$%�',9���5,i�(4G�(�%�E4���&(��+*���@$%/�/*&we�4-^V�;�E�����7$%4���"@��"Y�! #"W$%���0/0��+0�7"@$%��"�/0�( #�E4��7,7H

d(f + g) = df + dg,

d(λf) = λ df,

df(x) = f ′(x) dx
��"}$%/�/0&Q�0/�/*&'4�"�+0�76�4C)�)*���-$%��&(����4C�($%&(��)�)�4C"@+0��"=4C���(,Q�7��"��0/*�@$%4�+0��&'e�/D #�-,

y
�(�F,E���@,9�E4C�E�@��&(��"b/021$%/�/0&Q�*/D/*&

���7"|���7"��0/0�5$%4C+*�d��4C�($%&(��)�)�4C"�+
4C���(,'4C"@+0��6�4�)�)0�7��$%�7&(,�e�/* 0��,
sin(y)

�E�X,E���@,9�E4C�E�@��&(��" M <3�0/�/*&E�����7��$%�7"�)0/*:;�7"
��&V 0 0"5A M U' #�X���7�_�;$@ #"��c�@�_�V�������%�T�>���F���3���`�0� M s�/!�0�7"@,i�V 0 0"@$%�W"�/0�( !�(4C�`,����7������"�"@4C���Xe�/*"@$%�7&�:F���7&Xe74C" M
U] !�'�7&�4��_�(,'e�4�"��0/*��,�e74G�Q 0 0"f��/!�0�7"@,9�( 0 0"@$%�d"�/0�( #�E4��7,�)! 0"�:;�7"�4C"@e�4���"b$%/�/*&���&(:F����/*:��(��+* * #"� #�-,�:F���
+0���( 0�C����"IH

df(x) = f ′(x) dx
4�,�$@ #" df(x)

dx = f ′(x)
���_�(+0�7��"\61�7�we�4�"\������2�� M
� �Y+D 0 0"=��4���&�:F * #&d"�4��_�

��&(/0����&(��"g$%4C��&E4�+0/*��&E�7�@,B�E�d:W #)*��" M

jdkIk5l`m1nDn�oTpr�ts����@ * #� ∫

eax dx
M

u ����/*,(,94�"�+5H�e����
y = ax

M U] #"
dy = a dx

��"r$� * #&(:;�7� ∫

eax dx =
∫

ey 1
a dy = 1

a

∫

ey dy =
1
aey + C = 1

aeax + C
M

���9�� i¡9 '¢T i£c i¤K¥�¡i¦ §T¨X©IªcªV¢�ªV¤K¥�«h �¬Ch¨h®�¯�¦K i¥�¦K¨W°_©± i¥T¯T¦K ]¨` i¯�£c i¨h²7 i£X¡9¦ §>¨D³±´`¦ §>µ_²�²c¢T´# i i¤K«Y®9²c¨_¯T¦K¨7h ]«h¦ ¶0 9¢> i¨�¯T¦K i i¢T´!ªV¢> 
f, gµ_²c¤K«h²� i¨dªcªV¨]«h w·I i£c i¤�«h i¢v¸hªV¢>¯T¦K¹i¤K .¦K¨�¯T i£c¢�ª(¯T¦K cº
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	�������������������������! "���$#�%&�'�(���$����$)*+��#� 
�,��-���)�./���0���!13254
#��647#
8�	9%:�+�;��$<����$<(85�,.=�$#
��#>�����
 
���(?@�$�"�')���#A+�'#A�B�!�'#"�"���'<!���
<����0��������C��#D�����E���,�!�=FB�G�3����#"�
��<6�H����#"�
����<��I-�� FB#KJ
L�MKM@NGOQP�P5R�SUTWV*��?@�$�"�')���#KX ∫

ex

1+ex dx
J

���
)�8C���H��#
	@X���4
?"�H������4"����<
ex = y Y �
��# dex = ex dx Y ��4"� dy = y dx

��#Z�"���'<������ ∫

ex

1+ex dx =
∫

y
1+y

1
y dy =

∫

1
1+y dy = ln |1 + y| + C = ln(1 + ex) + C

J

L�MKM@NGOQP�P5R�S\[]V*��?@�$�"�')���#KX ∫ √
1 − x2 dx

J
���
)�8C���H��#
	��CX3^�4
?"�H������4
�$��<

x = sin y Y �
��# dx = d sin y = cos y dy =
√

1 − sin2 y dy
�$#7�
����<����$�

∫ √
1 − x2 dx =

∫

√

1 − sin2 y
√

1 − y2 dy =
∫

(1−sin2 y) dy =
∫

cos2 y dy =
∫

1
2 (1+cos(2y)) dy =

1
2y + 1

4 sin(2y) + C == 1
2 arcsinx + 1

2 sin y cos y + C = 1
2 arcsinx + 1

2x
√

1 − x2 + C
J

���
)�8C���H��#
	`_�X ∫ √
1 − x2 dx =

∫

1 ·
√

1 − x2 dx = x
√

1 − x2 +
∫

x2

√
1−x2

dx = x
√

1 − x2 +
∫

(− 1−x2

√
1−x2

+ 1√
1−x2

) dx = x
√

1 − x2 −
∫ √

1 − x2 dx +
∫

dx√
1−x2

Jba;����<�4"�c� ∫

2
√

1 − x2 ; dx =

x
√

1 − x2 +
∫

dx√
1−x2

�$#���4"� ∫ √
1 − x2 dx = 1

2x
√

1 − x2 + 1
2 arcsinx + C

J

d egfih�jkh!lmhonqp:fmp3rsn;tqrufitEl*h,vwr�tqx�pzy+{DrD|}l*h�p3~

��#�?�8+���#@�B�!���'#@���E�B%Q�$�E����?@�$)�)���#> "��?
?���#>%&�q�')*	��$-�����#� 
85�w���w����#5C8�4"����	��E<!�+����8C#"�')��E.=4
#"�,�����$�0�/�
�'�6%3��)
-��$	�	C��#��C4"8'������#�����#�+�'#���$��)����$<�����#�1

xn, 1
x2+1

�$# 1
x2−1

���9�
<�������������$<��$#KJIa��9���,�� "85�
�9+�'#>�B?"<��$4
2��
���
)���������#�� Y ������%&�� 
����<�	C����#�?��$���
<���2C��# Y ���:���q	��$?
<�4"��2C��#A�')��3����#����$#A�
<������c�����$��q+��#D�$��#�%3��)�)���2C��4
<���	��<!�+����8�#@�')��:.=4
#"�o������%3��)�?����"��)��$#KJ�a685��)@+�'#I�����(���,�� 
8����6���}�$��#9<!�+����8C#"�')��:.=4
#"�,�����(���( 
��<!���! 
<�� FB��$#��')��}���$#
��8���+�'#0<!�+����8�#@�')���.=4
#@�o�����$�}%&�C�'<����#q����#����3�
<����0��������C�:2���#��GJ*�6�C���H��?@8+C��#"�H���C�'#"���&<!�+����8�#@�')���.=4
#@�o�����$�
�=8�.��
����<��C�'#�����<��G�o��C��<�%&��#C���&.=4
#"�o�����G��1} 
��?"?@�$#9%Q���
����<�?
� F�#
8�	 1

(x2+1)n

8��� 
���Q858�	9�/-����(��858�<�?@�$��)�����1oJ
���w	C�C�'#�#54�<��$�,�$�����$#>	��$��$#� 
85�q�
<���������������$#>+�'#><!�+����8C#"�')��E.=4
#"�,�����$�6����	���C��#����,�E���w������ 
8��������#
 
���w?
<���4
2����
)���������#�JAa;�+�0��85��#�%&����#��$��#��"�C�'<w�H�����
�@�$#�+�'#`�H�����G�
�q	C<�8����$<����')�	��$������#" 
������JAa��'�������
<��$�,�$�����$#`��#"����<!�
�C����%&��<�2���# Y �"���'<�8+��$<�2+�'#Z���$#`���$#` 
��)����� 
�$8�<����98C�
-����H����#K�:����-$�9�� 
��8C<����I2+�'#Z�0�$##"��)��$-���#U��#U?�85��2C��#U8+���<���)�	C��?
<!�
J\�()�� f

g

�$��#������
<�������������$<��$#�<!�+����8C#"�')��I.=4"#"�o��������� Y ��8�	C��#U%Q�A8�#@�
?�������<�2���#9��8'�3���;<��G�B�&+�'#

f
	C�$���$��)��9��858�<

g
J��&� FB�858�<�?@�$��)�� x3+x

x2−1 = x + 3x
x2−1

�$#���)��G�! C�!�Q�
�6�
<�������������C�
+�'#�����<��$�H� 3x

x2−1

2+�'#����$#��
<�8�?")��$����8C�
)��$��$<��$#KJ�������8�	C��#���4"��C��<�8�#"���$<��H���$)�)���# Y ��#��
�+�q-$4
)�)���#�%&�#54�858�27��85�$# Y �
�+�qC8�8C<q���9	C<��C����#�+�'# f
��#

g
	��$)����$X

deg(f) < deg(g)
JD��858�<q 
���w��$<�C8�)�	�-$� FB#`�
�

#54
)��
4
#����$#�+��#
g
+�'#�?@�$)���#
	"J�����-�� FB#��G�! �����<E#
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∫
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=
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∫
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∑
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∑
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2 ) 1
(x2+bx+c)n = a
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2
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+
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(x+1)2(x2+2)
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(x+1)2(x2+2)
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x+1 + cx+d

x2+2 �
6 �B1=-5"$@=1=�!����+="$� x3 + x − 4 = a(x2 + 2) + b(x + 1)(x2 + 2) + (cx + d)((x + 1)

2
) � x = −1&��
3�,!�������h(5����Vr1
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c = 1, d = 0 �
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(x+1)2(x2+2)
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∫
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(x+1)2

+ x
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x+1 + 1
2 ln (x2 + 2) + C �
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y = cosx
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∫
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1+tan2 x
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sin2 x = tan2 x

1+tan2 x3�&0��J.���I;8� ∫
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y2k
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∫
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2 arctan y + C =

1
2 arctan(tan x)− 1
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tan2 x+1 +C = 1
2x− f12 sinx cosx+C = 1

2x− 1
4 sin 2x+C � ���aC�"5�
1/+%"5����+%���E3B���J.��U��?"5�!��"$#%#/&0�!(A������+/1HJ!��1S<�& 9S35"$��J."���1Q� ����/�[���Z�������:�S N¡¢�:£��_¤N¤B¥Q¦�¦��:�
§!¨N�©����¤N£�¡¢�Z¡ ��¡ ª>�:£��:�8«0¬N�N���¡¢�� N�:�:«W��¨N�_�Z�:¡¢�

(−∞,∞) ®�¯ �T¦�¬�°N¦���¡ ��¬���¡¢��«0¬N�N���¡¢� x = arctan y N�:��«0��¥Q±¢¦p°��'£X�:¡¢²4�'� ����:£
(− 1

2
π, 1

2
π) ®©¯ ¬�¦p¨��k³_�:ª>�_��¨N�:��¤N£�¡¢�Z¡ ��¡¢��ª>�x¡¢¦�¡¢�M�_£X¨N�*�_¤K¨N¥%�|¡¢�>���:£�ª_¥Q± ®©´ ¡¢�x���_²Kµ|¤N³>¥'ª>�*¶ ®

·



���������
	����������	�������������	
sin

��	
cos � ������	������������ �!�����"	#���������	#�$�������&%�� '(	)��	

sin2 ��	
cos2 * %��+��,�

3 sin4 x+cos2 x+7
cos4 x−2

*�- ��	�	���	/.0����1��!2"��	�3"��	��4��. � �5����1#�6�������������
x = arctan y

������ ' � ��	7����	7���������
	#�
��8����	#�$9
�����:��	

y ; �"� � ��	<�!2
����3"��2"�+��� � ��	<%�� '(	 � �
��� � �4�
�=��	?>#����	#�$��>@�BA�.C�
�
�=.D���E�(� �� ; ��F����	 - �"�6���C2!��	?2"����
��� - ��	 ; ��� -�G ���H>�����.D������2
������	JI

K��"35.0�����L��� - ��	 ; ��� - 2"����3
��	 ; ����� - ��������3"�M���������
	#�
��N����	#�$�������L��	
cos

��	
sin

IPOQ� - � ��%�� - ��	#	���	 � �4�
�����	H3
�E��� R�� - ���P����1#�6�������S����� * 	#��.D���� ' - x = 2 arctany * ��	H3
� ; �
	#�L���������
	#�
��T����	���������� ; �
� � ��	5�!2
����3"��2"�+��� � IUN� � ��	 - ��.D.0����� � �!� cosx = 1−y2

1+y2

��	
sinx = 2y

1+y2

I
VQ�5����1#�6�������������

x = arctan y ; ��� - �W�4� - ; ��X����	��M2
�4�
�N���
���"��Y��	 � �����53
��2!�
����	YZ
[H\Y\�]E^`_+_4acbed�fhgJ�H1@��>#�
���	 ∫ √

x2 + 1 dx
I

OQ>���"���6��	�3iA�.D�$��1@��R4���>72j�
	 � �k�6��1��(�������S������.D�$��R�� � �H��	71������ - ��>����� �6��	 G ILVQ��	 - ��	 � �"��	 � �5���
��.=����
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cos2 t
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√
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cos(bx) dx
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, � ∫ √
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