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Wereldkaart in vier

kleuren

Meer dan honderd jaar mathematisch denkwerk en 1200 uren computerrekentijd le-
verden in 1976 eindelijk de oplossing van een — voor zowel amateurs als professionals
- zeer tot de verbeelding sprekend wiskunderaadsel: het vierkleurenprobleem.

et is nu ruim anderhalve
H eeuw  geleden  dat

Francis Guthrie aan zijn
wiskundeprofessor de volgende
vraag stelde: “Je ziet vaak land-
kaarten waarop ieder land een
kleur heeft gekregen, en wel zo
dat landen die een stuk grens ge-
meen hebben verschillend ge-

Wiskunde

dat we nu precies weten welke
dag het was: 23 oktober 1852.
Wiskundige Robin Wilson
heeft de honderdvijftigste ver-
jaardag van het probleem aange-
grepen om een onderhoudend
en instructief boek te schrijven —
Four colours suffice — over de lotge-
vallen van dit probleem, nu be-

redenen voor. Om te beginnen is
het eenvoudig de probleemstel-
ling te begrijpen. Verder is het
bekend dat je altijd met vijf
kleuren toe kunt. Er hoeft dus
maar één kleur af! Dat je soms
echt vier kleuren nodig hebt zie
je aan een kaart die Luxemburg
en zijn buren bevat.

Laat dit de lezer niet weerhouden om te proberen het

vierkleurenprobleem zonder computer op te lossen

kleurd zijn. Dus zo, dat je aan de
kleuring ziet waar de grenzen
lopen. Nou is mijn bewering dat
je nooit meer dan vier kleuren
nodig hebt om dit voor elkaar te
krijgen. Is dat bekend?”
Zijn leraar, Augustus De
Morgan, wist het niet, en was er
ook niet zo zeker van of zijn stu-
dent wel gelijk had. Dezelfde dag
nog noemde De Morgan het
probleem in een brief aan Sir
William Rowan Hamilton (ze
schreven elkaar regelmatig) zo-
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kend als het vierkleurenpro-
bleem. Dit probleem heeft gene-
raties van amateurs en wiskundi-
gen gefascineerd, waaronder
ondergetekende. Als student heb
ik vele uren doorgebracht met
pogingen om een sluitend argu-
ment te vinden. Mijn ouders za-
gen mijn gekleur met veront-
rusting aan. Ik heb er overigens
geen spijt van. Je moet ook eens
iets proberen wat te moeilijk is.
Wat maakt het probleem zo
fascinerend? Daar is een aantal

Ik zal de probleemstelling een
beetje preciseren. Zo had ik het
over ‘een stuk grens’. Als twee
landen slechts een punt gemeen
hebben, dan tellen we dat niet.
Dus de gebruikelijke manier om
de velden van een schaakbord te
kleuren is aanvaardbaar, en twee
kleuren zijn voor een schaak-
bord al genoeg. Wat je ook af
moet spreken is dat landen uit
één stuk moeten bestaan. Als je
die eis laat vallen kun je evenveel
kleuren nodig hebben als er lan-
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den op de kaart staan. Dan is het
probleem dus niet meer interes-
sant. We willen het moeilijk
houden.

Sluitend bewijs

Ook de geschiedenis van het
probleem draagt bij aan de fasci-
natie. Zo verscheen er al gauw
een ‘bewijs’ in een serieus wis-
kundetijdschrift, en de wiskun-
digen hebben ruim tien jaar ge-
loofd dat dit bewijs (van de heer
Kempe, spreek uit Kemp) slui-
tend was. En dat was niet omdat
niemand het las. Zoals het boek
van Wilson goed uit de doeken
doet, was er wel degelijk belang-
stelling voor de oplossing. Wat
me als wiskundige dan toch een
beetje geruststelt, is dat uitein-
delijk meerdere mensen ontdek-
ten dat er iets mis was met de ar-
gumentatie.

Wilson toont gevoel voor hu-
mor in zijn boek. Hij legt het
foute bewijs van Kempe heel
goed uit, maar zegt niet wat er
fout aan is. Hij zegt alleen dat hij
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dat enkele hoofdstukken later zal
uitleggen. Een goede uitdaging
voor de lezer.

Veelvlakken
Kaartenmakers vinden het pro-
bleem overigens totaal oninteres-
sant. Het is namelijk echt een
wiskundeprobleem. En zoals je
meestal ziet met wiskunde, zijn
er onverwachte verbanden. Het
vierkleurenprobleem is een grote
stimulans geweest voor het ont-
wikkelen van de grafentheorie.

Een graaf bestaat uit een aantal
punten die door lijntjes, ook wel
ribben geheten, zijn verbonden.
In het geval van een landkaart
krijg je een graaf met als punten
de meerlandenpunten en als rib-
ben de stukjes grens die opeen-
volgende meerlandenpunten ver-
binden. De grafentheorie is
tegenwoordig belangrijk voor
distributie van goederen of van
elektronische data. Wiskunde
blijkt steeds weer over te stromen
naar andere vakgebieden.

Het boek van Wilson geeft nog
een verband tussen het vierkleu-
renprobleem en een onderwerp

dat er op het eerste gezicht niets
mee te maken heeft, namelijk
een formule van Euler. Deze for-
mule was nodig in het foute be-
wijs van Kempe, en ook in de
uiteindelijke oplossing.

Ja, ‘helaas’, het probleem werd
in 1976 door Appel en Haken
opgelost. Maar niet getreurd, die
oplossing laat nog veel te wensen
over: het vergde honderden pagi-
na’s berekeningen met de hand,
gecombineerd met meer dan
duizend uur rekenen op een
mainframe. Het bewijs is in-
middels door anderen wat min-
der gruwelijk gemaakt (zie ook
de website www.math.gatech.
edu/~thomas/FEC/fourcolor.
html). Maar laat dit de lezer niet
weerhouden om te proberen het
zonder computer te doen. Zoals
gezegd, het is te moeilijk, maar
het is leerzaam dat zelf te ont-
dekken.

Euler keek in november 1750
naar veelvlakken. Een kubus bij-
voorbeeld. We gaan tellen. Er zijn
zes zijvlakken, acht hoekpunten
en twaalf ribben. Nu merkte
Euler op dat zes plus acht min
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twaalf uitkomt op twee. We doen
het nog eens, nu met een afge-
knotte icosaéder, die sprekend op
een voetbal lijkt. Alleen is een
voetbal rond, terwijl bij de afge-
knotte icosaéder iedere vijthoek
en iedere zeshoek een plat zijvlak
begrenst.

Euler kende de voetbal niet,
maar voor het tellen maakt dat
weinig uit. Tellen we de zwarte
vijthoeken op een voetbal, dan
vinden we er twaalf. En er zijn
twintig witte zeshoeken. Dus sa-
men 32 zijvlakken voor de afge-
knotte icosaéder. En dan heeft de
voetbal negentig naden, die in
zestig ‘drielandenpunten’ bij el-
kaar komen. Dus voor de afge-
knotte icosaéder krijgen we 32
plus 60 min 90, dus weer twee.
De ontdekking van Euler is dat er
altijd twee uit komt.

Wilson legt in het boek goed
uit hoe men deze formule van
Euler kan afleiden, en wat dit
voor kaarten betekent. Dat zeg ik
nou wel, maar legt hij het echt
goed uit? Het hangt ervan af wat
je wilt. Het argument dat Wilson
geeft is niet sluitend. Het houdt

er geen rekening mee dat de
grens tussen twee buurlanden uit
meer dan een stuk zou kunnen
bestaan. De lezer die het pro-
bleem ziet, heeft vast weinig
moeite om het argument van
Wilson aan te passen voor zo'n
uitzondering.

Dat is typerend voor het boek.
Je leert de kern van de zaak, en
voor voetangels en klemmen
moet je maar een (slechter lees-
baar) leerboek raadplegen.
Wilson schrijft bovenal een
schitterend verhaal waarvan je
kunt leren hoe wiskunde een le-
vend onderwerp is, waarin steeds
veel nieuws te doen blijft.
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