Uitwerking van het deeltentamen II Fouriertheorie
30 januari 2008

Opgave 1. 1. Integreer w”(x) = —1 twee keer:

w'(z) = —x+ A,
22
w(z) = -5 + Az + B,

waarin A, B € R willekeurig zijn. Uit de voorwaarden w(0) = w(l) = 0 volgt dan dat
B:OenA:%. Dus

z(l-x)
w(x) = —
2. We hebben
P O, Fu | ou_ o
0x2  Ox? Oz ot ot
Er geldt ook
v(0,t) = u(0,t) —w(0) = 0 ,
v(1, = u(l,t)—w(l) = 0-0
en
v(z,0) =u(z,0) —w(x) = 0—w(x) = —w(z).

3. We beschouwen een functie met periode 2, die is gegeven door

B w(z) voor z € 0,1],
f(:l:) - { —w _q;) voor I € [_170)7

voor x € [—1,1]. De oneven functie f is continu differentieerbaar op R en heeft periode
T = 2. Deze functie kan geschreven worden als de convergente Fourier sinus-reeks:

T/2
flx) = Z bpsin(wnz)  met b, = 2/ f(t)sin(wnt) dt

= T J 7/

waarin

De Fouriercoéfficiénten b,, zijn:

1 1 1
= sin(mn = sin(mnt)w = — ) sin(mn .
bn—/_lf(t) (nt) dt 2/0 (entyw(t) dt /O(t 2 sin(mnt) dt

Met parti€le integratie krijgen we

1
1
/ tsin(mnt) dt = —— cos(mn)
0 ™n

cos(mn) — 1
— -

1
/tcos(ﬂnt) dt =
0

(n)



Dus

1 1 t=1 2 1
/ t?sin(mnt) dt = — —t2 cos(mnt) + — [ tcos(mnt) dt
0 ™ =0 ™ Jo

B 1 2(cos(mn) — 1)

= cos(mn) + EE )
Dit geeft
0 1
21 — cos(rn)) als n even,
bp = =g = 4
(mn) als n oneven.
(wn)?

. We zoeken een oplossing van
ov(z,t)  0%v(w,t)
ot 022
in de vorm v(z,t) = X(z)T'(t). Dit geeft

voor een A = const. Het probleem

X"(x) =X (z), x€][0,1],
{36 =2

heeft een niet-triviale oplossing dan en slechts dan als A = A,, met
Ap = —m2n?, n=12,3,...
Voor iedere n > 1 wordt de niet-triviale oplossing gegeven door
Xp(z) = sin(mnx) .

De differentiaalvergelijking
heeft een oplossing

De functie -
et X, (x) = e”™ " sin(mna)

voldoet dus aan de partiéle differentiaalvergelijking v; = v,, en de randvoorwaarden v(0,t) =
v(1,t) = 0 voor alle ¢ > 0. De lineaire combinatie

Z ane ™ sin(mnx)

n>1

voldoet ook aan de beginvoorwaarde v(z,0) = —w(z) voor alle z € [0, 1] als

0 als n even,

als n oneven.



De conclusie:

4 e .
v(z,t) = 3 Z 3 sin(mnx)

oneven n>1

is de oplossing van de warmtevergelijking
Vf = Vgg, x€[0,1],t>0
die voldoet aan de rand- en de beginvoorwaarden

v(0,t) =v(1,t) =0 voor alle ¢t >0,
v(z,0) = —w(x) voor alle z € [0, 1].

5. We gebruiken de volgende elementaire schattingen:

|sin(mnz)| < 1 voor alle =z € R
en
22 _
Tl L et voor alle n>1 en t>0.
Er geldt
4 e—7r2n2t 4 e—7r2n2t
v(x,t < — sin(mnzx)| < — -
pahl < 5 Y Sl < o Y Sy
oneven n>1 oneven n>1
2
4 e ™t 4 1 2
< — E = | — g — le
- 3 n3 3 n3
oneven n>1 oneven n>1
.2
< Ce ™t
waarin

4 1

n>1
omdat de reeks >, -, -5 convergent is. Dus geldt voor alle € [0,1] en ¢ > 0 dat
lv(z,t)| < Ce ™t

Hieruit volgt dat lim;_.o v(x,t) = 0 voor alle z € [0, 1] en dus

) ~z(l—-x)
Jim (o) =

voor alle x € [0,1].

Opgave 2 1. We kunnen op twee manieren werken:

Methode I: De functie G kan geschreven worden als G(t) = H(t)w(t) waarin H de functie
van Heaviside is en

w(t) = %sin(Qt) .
Dan is de (gegeneraliseerde) afgeleide van G
1
G'(t) = H@®)w(t)+Ht)w'(t) = 3 sin(2t)d(t) + H (t) cos(2t)

_ %(sinO)é(t)—l—H(t)cos(%) — H(t)cos(2t),



omdat H'(t) = §(t) en n(t)d(t) = n(0)d(t) voor iedere begrensde n € C'°°, dus ook voor

n = w. Op vergelijkbare manier krijgen we

G"(t) = H'(t)cos(2t) — H(t)2sin(2t) = cos(2t)6(t) — 4G(t)
= (cos0)d(t) —4G(t) = () —4G(t)

ofwel G”(t) +4G(t) = 4(1).

Methode II: We interpreteren de vergelijking G”(t) + 4G(t) = d(t) als een distributie-

vergelijking:
DE(f) + 4D (f) = £(0) voor alle f €C,

waarin Dg de reguliere distributie is die hoort bij G, nl.

- /_Z F()G(t) dt = %/Ooof(t) sin(2t) dt

We hebben
DL(f) = -Dal(f :——/ f'(t)sin(2t)d
= —%[f()sm 2t)] / f(t) cos(2t) dt
1 . o
= §f(0) sin 0 + /0 f(t)cos(2t) dt = /0 f(t) cos(2t) dt
en

DL(f) = —-Dg(f / f'(t) cos(2t)d
= —[f(t)cos t]o — 2/0 f(t)sin(2t) dt
= f(O)cosO—Q/Ooof(t)sintdt:f(O)—4Dg(f).

Hierin is R > 0 z6 dat f(z) = 0 voor alle z > R. Dus geldt D (f) + 4Da(f) =

iedere f € C.
. Het convolutieprodukt is

™

(u+ G)(t) = /Oo W(F)G(t — 1) dr :/ (72— )G(t — 7) dr .

—00 —T

f(0) voor

Alst < —m dan t — 7 < 0 voor alle 7 € [—m, 7] en dus G(t — 7) = 0. Hieruit volgt dat in

dit geval (ux G)(t) = 0.
Als |t| < m dan G(t — 7) = 0 voor T € [t,7]. Dus

2 4 4 4

¢ 222
(s G)(t) = 1/ (72 — ) sin(2(t — 7)) dr = ~ + U _ T in(at) — i(cost)?

Als t > 7w dan t — 7 > 0 voor alle 7 € [—7, 7| en dus

(ux G)(t) = %/W (72 — ) sin(2(t — 7)) dr = —g sin(2t) .

—T



De laatste twee integralen zijn speciale gevallen van

%/S (7? = 72)sin(2(t — 7)) dr = é — —sin(2t) — i(cost)2

—T

Y

-2+ %
4
S .
~1 sin(2(t — s))

_l’_

cos(2(t — s))

voor s =t en s = w omdat
o 1+ cos(2t)

t
(cost) 5
De conclusie: (u* G)(t) = v(t) waarin
0, t < —m,
1 - 7 1
v(t) = 1 + 1 1 sin(2t) — Z(cost)2, t| <,

—g sin(2t), t>m.

3. De functie v is continu en willekeurig vaak differentieerbaar voor ¢ # +.
Verder geldt

07 t < -,
t 1
v'(t) = 5~ gcos(%) + Z(sin 2t), |t| <,
—m cos(2t), t>m,
en
0, t< —m,
7 1 . 1
v(t) = —5 + 7sin(2t) + 3 cos(2t), |t| <,
27 sin(2t), t>m.
Dus . ¥
—1 tl<m
" 4 _ ™ R ,
o (t) + du(t) { N

Hiermee krijgen we dat
v(ErT) =v(ErT) =0, V(ErT) =0 (£rT) =0, V(&7 ) =0"(£xT) =0.

Dus is v tweemaal continu-differentieerbaar en voldoet aan de differentiaalvergelijking v” (t)+
4v(t) = u(t) voor t € R.

Opgave 3 De afgeleide van de functie F: R — R, F(z) = 23 + 2 + 2 voldoet aan
F'(z) =322 +1> 1

voor alle z € R. Dus is F' monotoon stijgend en F(R) = R. Hieruit volgt dat F' inverteerbaar
is, d.w.z. F~! bestaat. Het gaat dus over niet-lineaire maar differentieerbare en globaal inver-
teerbare substituties in distributies. Verder kunnen we op twee manieren werken, die beide op
de substitutie van variabelen in een integraal gebaseerd zijn.



Methode I: We moeten laten zien dat voor iedere testfunctie f geldt

/_Zf(a:) B +r+2)d / f(zx +1) dx

De formele substitutie y = F'(x) in de integraal geeft

e fE ) EO)
[ rwpra) a= [~ FE ) WY FE)

In ons geval is F(z) = 23 +x + 2. Dus is F~1(0) = —1 omdat = —1 de einige oplossing is van
de vergelijking F'(z) = 0. Verder is F'(—1) = 4 zodat

fETH0)  f(=1)

[F/(F=L(0))] 4
en dus - .
/ f(z)o(z° +2+2)d #
Maar ook .
/ f(@)d(z+1) dz —f(i )

Daarmee is de formule

bewezen.

Methode II: Eerst definieren we de niet-lineaire substitutie voor de reguliere distributie
o
— [ f@ewds, sec,
—00

waarin ¢ : R — R een stuksgewijs continue functie is. Zij ¢(z) = ¢(F(z)). Bij deze functie
hoort een andere reguliere distributie op C, nl.

- / " f@)p(F()) de

De substitutie y = F'(x) in deze integraal levert
*© _fFEW)
F@p(F@) do = [ D olw) dy.
/ —oo [F'(F=H(y))]

_ AEW)
W) = TFE1)

zijn. Dan definieren we de substitutie in een distributie D : C — R met de formule

Laat voor y € R

[~

D(f)=Dy(f), [feC.



Voor reguliere distributies geldt dus D, (f) = Dg(f). Voor de delta-distributie Ds(f) = f(0)
krijgen we

= f(F~H(0))
Ds(f) =Ds(f) = =10 -
= F(FEH0)]
In ons geval is F(z) = 23 +x + 2. Dusis F~1(0) = —1 omdat = —1 de einige oplossing is van
de vergelijking F(z) = 0. Verder is F'(—1) = 4 zodat
_ f(-1
Ds(f) = %

Maar 3
f(=1)=Ds(f), [feC,
waarin D(f) = D(f) met f(z) = f(z —1) . Dus

dan geldt

ofwel



