Fouriertheorie, uitwerkingen paragraaf 1.6

opgaven 1,2,3 (door Yuri Kuznetsov), 4, 5, 6, 15 (door Quin-
tijn Puite ), 8, 13 (door Sander Zwegers), 9, 11a (door Michiel
Hochstenbach), 10, 12, 14 (door Jan Stienstra)

Opgave 1.6.1

2

Schrijf z = re*. Dan 22 = r2e*% = ¢'Z. We moeten dus hebben:

r° = 1,
¥ = €3, ¢ mod 2.
Dusr=1en
™ ¢ 5%
= — (0] = —
L LA
Dit geeft
iz < >+.. <7r> 1(1+.)
21 =¢€"1 =cos | — isin [ — ) = — 7
1 1 NG
en

20 = e'F = cos om + isin om ——COS<E>—iSin<z>_—i(1+i)
2T = 1 1) 1 V2 '

Opgave 1.6.2
a. We hebben

1 1
an:ln(n—i—l)—hrln:ln<njL )zln(l—i——).

n n

Omdat

1 1
lim <1+—) =1+ lim — =1
n—oo n n—oo N,
en de functie y = Inx continu is in x = 1, geldt

lim a, =Inl=0.

n—oo



b. Er geldt
(Vntl—yn)(Vnt+l+yn) n+l-n 1

an, = = .
vn+1++/n vn+l++v/n Vn+l+yn
Dus

lim a, = lim

1
- =90
n—00 n—00 1/n+1_|_\/ﬁ

omdat de functie y = v/x + 1 4+ /= onbegrensd monotoon stijgend is
voor z > 0.

Opgave 1.6.3

We hebben ,
| | eln 1
n| = |51 = 57>
2n 2n
omdat |e?| = 1 voor iedere . Dus geldt
lim |a, = i 1 0
im |a,| = lim — =
n—oo n—oo 2™
ofwel
lim a, = 0.

Opgave 1.6.4
a. .50 37 is convergent.

Bewijs: Zij a, := %, (n > 0). Merk op dat voor alle n > 0 geldt dat
a, # 0. Voorts geldt

2n+1 n[
(n+1)! 27

2
= lim =0<1
+1

n—oo M

zodat volgens het quotiéntcriterium de reeks absoluut convergent is,
dus zeker convergent.

Opmerking: Omdat alle termen positief zijn, vallen beide begrippen in
dit geval natuurlijk samen. Idem voor de meeste volgende sommen.



1 .
b. > s Ty 18 convergent.

Bewijs: Er geldt dat

1
= lim — =0<1,
n—oo ln N

lim ¢

n—oo

(Inn)»

dus volgens het wortelcriterium is de reeks absoluut convergent, en in
het bijzonder convergent.

Alternatief bewijs: Voor n > 8 > e? geldt Inn > 2, dus

11 (1"
~ (Inn)» — 20 \2

. . n . . .
Bovendien is 3, ¢ (3)" een convergente reeks van niet-negatieve reéle

termen, dus volgens het majorantiecriterium is ook ang W conver-
gent. Zo ook derhalve -,

1
(Inn)n

S

(Inn)m -
. 1 .

C. Y., Sin 55 is convergent.

Bewijs: Zij a, :=sin—5 (n > 1) en t, :== -5 (n > 1). Merk op dat
> n>1tn een reeks is met positieve reéle termen. Verder is

1

. a . sin -3 sinx
lim M = lim " = lim

n—oo T, n—oo  — z|0 X
n

=1

Uit het bestaan van deze limiet en de bekende convergentie van ) -, t,
volgt nu met behulp van het limietcriterium dat 2@1 sin # convergeert.

Alternatief bewijs: De formule van Taylor leert:

sinz =0+ O(x) (x —0)

smiﬁo(i) (n — c0)

n n?

en dus is

Nuis > o # een convergente reeks van niet-negatieve reéle termen,
dus volgens het lemietcriterium (zoals geformuleerd in de opmerking
na Gevolg 1.19) is ook »_ -, sin n% convergent.



d. Y,5; cos -5 is divergent,
Bewijs: Zij a,, := cos =5 (n >1). Er geldt

(continuiteit)

lim a, = lim cos — = limcosz cos0=1=#0

n—oo n—oo n z|0

dus de termen van de reeks gaan niet naar 0; we weten dat de reeks
dan niet convergent kan zijn.

Opmerking: Hier is de contrapositie van Lemma 1.6 toegepast, d.w.z.:
het lemma “als A dan B” is toegepast in de redenering: “als niet B,
dan ook niet A” (want zou toch A, dan ook B, in tegenspraak met de
veronderstelling niet B).

e. 2@1 (1 — cos %) is convergent.

Bewijs: Volgens de formule van Taylor is
cosz =140z +O(z?) (x —0)

en dus
1 1
l—cos==01|— (n — o0)
n n
Nu is 2@1 # een convergente reeks van niet-negatieve reéle termen,

dus volgens (de herformulering van) het limietcriterium is ook -, -, (1 — cos 2)
convergent.

1 n+l
f. > ns1 5 In ™= is convergent.

Bewijs: Volgens de formule van Taylor is

In(1+x) =0+ O(x) (x —0)

ln<1+%)20<%) (n — o)

Ipntt :o<i) (n — o0)

en dus

Derhalve

n n n?

Nuis ) o, # een convergente reeks van niet-negatieve reéle termen,

1 In n+1

dus volgens (de herformulering van) het limietcriterium is ook ), o, = In *=

convergent.



Opgave 1.6.5

1 .
a D s Ty 18 convergent.

Bewijs: Zij a, = ﬁ (n>1)ent, =% (n>1). Merk op dat
2

> .51 tn een reeks is met positieve reéle termen. Verder is

Uit het bestaan van deze limiet en de bekende convergentie van » -, t,

volgt nu met behulp van het limietcriterium dat anl ~ con-

1t
(n—3)
vergeert.

b. > o, n—\ﬁ is divergent.

(Intuitief: Voor grote n geldt n—\fl ~ ﬁ De reeks > -, ﬁ divergeert
volgens een voorbeeld bij het integraalcriterium. Dus zal de gegeven

reeks ook wel niet convergeren.)

Echt bewijs: Zij a, :== + (n > 1) en ¢, := V(> 1). Merk op dat

n+1
Y ns1 tn een reeks is met positieve reéle termen. Verder is
R on41 1 1
lm —=1lm 2 =Ilm —=1lm |—=4+—=]=0

Uit het bestaan van deze limiet volgt met behulp van het limietcri-
terium dat als ), ., ¢, zou convergeren, dan ook Y. ., . Van deze
laatste reeks weten we echter dat hij juist divergeert, dus >, -, ¢, moet
ook wel divergeren. -

Fout bewijs: Merk op dat

n 1

=)

Nu is bekend dat ) -, ﬁ divergeert, “dus divergeert ook > -, n—\fl”.
Hier zit de fout: deze conclusie mogen we niet op grond van n—\fl =



@) <ﬁ> trekken. Immers, ga maar na dat bijvoorbeeld ook % =

@) <ﬁ>, en dan zouden we net zo goed ook kunnen concluderen dat

Yot # divergeert... Dat uit bovenstaande limiet 1 # 0 komt, betekent
echter dat we de rollen van a, en t, ook kunnen omdraaien, hetgeen
leidt tot de juiste redenering; zie de volgende bewijzen.

Alternatief bewijs: Merk op dat

v
lim 2 = lim —— = lim - =1%#0 [belangrijk om op te merken!|
R R B

Nu is bekend dat anl % divergeert, dus divergeert volgens het tweede
deel van het limietcriterium (omdat deze limiet bestaat en ongelijk 0 is)

Vn
ook anl n+1

want alle termen zijn positief.

Alternatief bewijs: Merk op dat

. Maar dit betekent precies dat ) ., n—\fl divergeert,

1 1
Jim = Jim = i

7= (35)

Als > n—\fl een convergente reeks (van niet-negatieve reéle termen)

zou zijn, volgt uit (de herformulering van) het limietcriterium dat ook
2@1 % convergeert. Van deze laatste reeks weten we echter dat hij

NG

juist divergeert, dus Y-, -, 25

moet ook wel divergeren.

D1 sin = is divergent.
Bewijs: Merk op dat

sint  sinz
= lim
z|0 T

lim =1+#0 [belangrijk om op te merken!]
Nu is bekend dat anl % divergeert, dus divergeert volgens het tweede
deel van het limietcriterium (omdat deze limiet bestaat en ongelijk 0 is)
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ook anl }sin %} Maar dit betekent precies dat anl sin % divergeert,
want alle termen zijn positief.

Alternatief bewijs: Merk op dat

1

. n . x 1 1

lim —* = lim — = — —=-=1
n—oosin - w0 sinz  limg o™ 1

Als } . sin= een convergente recks (van niet-negatieve reéle termen)
zou zijn, volgt uit het limietcriterium wegens het bestaan van boven-
staande limiet dat ook Y, ., + convergeert. Van deze laatste reeks
weten we echter dat hij juist divergeert, dus . -, sin% moet ook wel
divergeren.

C D1 (£ —sini) is convergent.

Bewijs: Volgens de formule van Taylor is

sinz =0+ 2 + O(z?) (x —0)

l—sinlzo(i) (n — 00)

n n n?2

en dus

Nuis ) o, —n12 een convergente reeks van niet-negatieve reéle termen,
L sin l)
n n

dus volgens (de herformulering van) het limietcriterium is ook Y, -, (
convergent.

- Dn>1 S0 7t is divergent.

n
n2+1

(Intuitief: Voor grote n geldt sin -5 ~
niet convergeren.)

Echt bewijs: Zij a, := * (n > 1) en t, 1= SiN 7t (n > 1). Merk op

n
dat > o, t, een reeks is met positieve reéle termen. Verder is

~ % dus de reeks zal wel

1
. Ay, . P~
lim u = lim —"—
n—oo tn n—oo SIN w2+l

1 n 2

_ 1 n . TL2+1 o l n + 1 l X _ 1

= lm — - = m 5 m — =
oo TE Sin P n—oo N zl0 SIn T

Uit het bestaan van deze limiet volgt met behulp van het limietcri-
terium dat als »_ ¢, zou convergeren, dan ook »_ -, % Van deze
laatste reeks weten we echter dat hij juist divergeert, dus 2@1 t,, moet

ook wel divergeren.




Opgave 1.6.6
a. ) > (1+ 1) is divergent.

Bewijs: Zij a, =1 (n>1) ent, :==In(1+ 1) (n >1). Merk op dat
Y n>1 tn een reeks is met positieve reéle termen. Verder is
|ax] . z

lim — = lim —*— =lim——— =
R (1+1) 210 In(1+ z)

Uit het bestaan van deze limiet volgt met behulp van het limietcri-
terium dat als Y, ., ¢, zou convergeren, dan ook Y. ., . Van deze
laatste reeks weten we echter dat hij juist divergeert, dus > ., ¢, moet
ook wel divergeren. N

b. > s (e”_2 — 1) is convergent.

Bewijs: Zij a, :=€" —1(n>1)ent, = - (n >1). Merk op dat
> .51 tn een reeks is met positieve reéle termen. Verder is

n—2

o a e =1 et —1 et —¢l
hmM:hmf:hm = lim = =1
n—oo t, n—00 s z]0 xT

Uit het bestaan van deze limiet en de bekende convergentie van ) -, %,

volgt nu met behulp van het limietcriterium dat 2@1 (e’f2 — 1) con-
vergeert.

s
C. Y n>oMe " is convergent.

Bewijs: Zij a, :== ne™™ = 2% (n > 0). Merk op dat voor alle n > 1

en

geldt dat a,, # 0. Voorts geldt
(n+1) e"

6n+1 n

Ap41 n+1_1 1
e T e

n—00 n

= lim 1

lim

n—oo

= lim

n—oo

Qn

zodat volgens het quotiéntcriterium de reeks absoluut convergent is,
dus zeker convergent.

d. > n"27V" is divergent.
Bewijs: Zij a, := n"27V"® (n > 1). Er geldt voor alle n > 2 dat

a, = n"2" VP > on Vi > 90 —



dus de termen van de reeks gaan niet naar 0; we weten dat de reeks
dan niet convergent kan zijn.

_\/ﬁ .
e D 1€ is convergent.

Bewijs: Zij a, == e V" (n > 1) en t, := & (n > 1). Merk op dat
> n>1tn een reeks is met positieve reéle termen. Verder is

. an] . eVvn ) N . N
lim — = lim —— = lim n2e V" = lim 2% * =0
n—oo n n—oo m n—oo T—00

Uit het bestaan van deze limiet en de bekende convergentie van » -, t,
volgt nu met behulp van het limietcriterium dat 2@1 e~ V" convergeert.
f. 3,51 27" is convergent,

Bewijs: Zij a, := 272" (n > 1). Merk op dat voor alle n > 1 geldt
dat a, # 0. Voorts geldt

2—n—1+1n(n+1)

lim [ = lim — lim 21Dl
n—oo | Ay n—oo 9—n+lnn n—oo
. — ntl —
= i 2R =27,

zodat volgens het quotiéntcriterium de reeks absoluut convergent is,
dus zeker convergent.

Alternatief bewijs: Er geldt dat

. . ontln : 1
lim {/|2-nn| = lim 27 = = lim 2-2="™"=1.20=1 1
. 2 2 2 S5

n—~o0 n n—~o0

dus volgens het wortelcriterium is de reeks absoluut convergent, en in
het bijzonder convergent.

Opgave 1.6.8

We berekenen de k-de partiéle som



Zln(l — i) = Z {In(n —1)+In(n+1) — 2Inn}

2
n
k-1 k+1 k
= E lnn—l—g lnn—QE Inn
n=1 n=3 n=2

k+1
= Zlnn—Zlnn+Zlnn—Zlnn

= 1n1—lnk:—|—ln(k:+ )—ln2

= ln2—|—ln(k—£1),

dus

k
1 1

g lnl—— = lim In(1—-—) = lim <—1n2+1n(1+—)):—ln2.
k—o0 n k—o0 k

n=2

De convergentie van de reeks volgt natuurlijk uit het bestaan van de limiet
van de parti€éle sommen.

Opgave 1.6.9

e+ = S met w = e2°+1. Deze meetkundige reeks is alleen conver-
gent als |w| < 1. Met z = z + iy (z,y € R) geldt |w| = |e**+!| = eRe="+1) =
eV dus lw| < 1 <= 22— 42 +1 <0, ofwel y% > 22 + 1. (Schets een
plaatje van y? = x? + 1, dit levert hyperbolen).

Opgave 1.6.10

a. Voor reéle z met |z| > 1 en voor n > |z is

xn

22+ n?

|z|"
2n?

Volgens een bekende standaard limiet is voor |z| > 1



. n .
Dus als |z| > 1 is gaan de termen van de reeks ) -, " niet naar 0.
Deze reeks convergeert dus niet als |x| > 1 is.

Voor reéle x met |z| <1 is

n

1
~n?

x
22 +n?

terwijl de reeks 2@1 n% convergeert. Volgens het majorantie kenmerk
convergeert de reeks Y -, #22 dus ook (voor |z| < 1).
b. Voorelke z € Renn >1is
sin(z™)
n?+1

1
n?

<

terwijl de reeks 2@1 % convergeert. Volgens het majorantie kenmerk
sin(x™)
n?+1

convergeert de reeks Z dus ook (voor elke v € R).

n>0
c. Voorelkex € Renn>1Iis

‘ 2 + sin(nz) 3

_n2

n?+1

terwijl de reeks 2@1 n% convergeert. Volgens het majorantie kenmerk
2 + sin(nx)

P dus ook (voor elke x € R).
n

convergeert de reeks E
n>0

Opgave 1.6.11a

Zij s de k-de partiele som van de reeks > -, n%, dat wil zeggen s, =
Zi:l # We weten dat deze reeks convergeert. Noem de som s (in feite
s = 7%/6, maar dat speelt in deze opgave geen rol.)

(=1

Met het majorantie-criterium volgt dat ) ., “—— ook convergeert. Nu

is

2k (-t 1 1 1 1 1 1
= (htdtrgdn) Bt d)
1
= s%—gsk.

Voor k — oo heeft dit dus limiet s — %s = %s.
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Opgave 1.6.12

a. De reeks Y _. 2% convergeert als a > 1 en divergeert als a < 1.

n>1 na
Bewijs: Als @ > 1 nemen we s = % en merken we op dat
nn Inn
lim 2~ = lim =0 vanwege a — s > 0,
n—oo N n—oo NS

terwijl de reeks ) ., n~° convergeert vanwege s > 1.

.o . l . —
Als a < 1enn > 3 zjn, is 73+ > n—la > 0 terwijl de reeks Zn21n @

divergeert vanwege a < 1.

b. De reeks ) -, m convergeert als a > 1 en divergeert als a < 1.

Bewijs: Alsa > 1 en n > 3 zijn, is 0 < 12— < # terwijl de reeks

n%Inn
—a
> >y ¢ convergeert (vanwege a > 1).

Als a < 1 nemen we s = HTQ en merken we op dat
—S
lim —— = lim n" "lnn =20 vanwege a — s < 0.
n—oo n—oo
n%Ilnn

1 . .
Wanneer de reeks » -, —— zou convergeren, zou, volgens het limiet
kenmerk, dus ook de reeks ) ., n™° convergeren. We weten echter dat
—8 . —
de reeks ), -, n~* divergeert vanwege s < 1.

Als a =1 dan is de reeks ) L divergent (zie Opgave 1.6.13a).

n>2 nlnn

Opgave 1.6.13

We gebruiken hier drie maal het integraal kenmerk.

a. Zij f(x) == ——. De functie f is positief, continu en monotoon dalend
op [2,00[. Een primitieve van f wordt gegeven door F(z) = In(Inz)
(substitueer z = ¥ in [ f(z) dz). Dusis [ f(z)dz = In(Inp)—In(In2).

. . n+1 .
Hieraan zien we dat f2 f(x) dx niet convergeert als n — oo en dus

convergeert de gegeven reeks ook niet.

b. Zij f(z) = m De functie f is positief, continu en mono-

toon dalend op [3,00[. Een primitieve van f wordt gegeven door
F(z) = In(In(lnx)) (substitueer x = e¥ in [ f(x)dz en gebruik (a)).

12



Hieraan zien we dat f3n+1 f(z) dx niet convergeert als n — infty en

dus convergeert de gegeven reeks ook niet.

c. Zij f(z) = Wl(lnw)ﬁ De functie f is positief, continu en monotoon

dalend op [3,00[. Een primitieve van f wordt gegeven door F(x) =
_m, Hieraan zien we dat f3n+1 f(z)dx convergeert (naar 0) als
n — oo en dus convergeert de gegeven reeks ook.

Opgave 1.6.14

Gevraagd is voor welke reéle getallen x de reeks

T

n
Zl—knl”f

n>1

convergeert. De gegeven aanwijzing volgend onderscheiden we de gevallen
z=0,xr<0enx>0.

Als x = 0 zijn alle termen van de reeks gelijk aan % De termen gaan dus
niet naar 0. Conclusie: voor x = 0 divergeert de reeks.

Bekijk nu het geval x < 0. Er geldt

n®

. 1 2x . 1
lim % = lim =1
n—oo nNT n—oo 1 4+ n2e

Omdat deze limiet bestaat en # 0 is weten we volgens het limietcriterium
dat de gegeven reeks convergeert precies dan als de vergelijkreeks > . n”
convergeert, d.w.z precies dan als z < —1 is. Conclusie: voor x < —1
convergeert de reeks; voor —1 < x < 0 divergeert de reeks.

Bekijk nu het geval x > 0. Er geldt

n®

. 1 2x . n
lim JT = lim =1
n—oo o n—oo 1 + n2*

2x

Omdat deze limiet bestaat en # 0 is weten we volgens het limietcriterium
dat de gegeven reeks convergeert precies dan als de vergelijkreeks > n%
convergeert, d.w.z precies dan als x > 1is. Conclusie: voor x > 1 convergeert
de reeks; voor 0 < x <1 divergeert de reeks.

Eindconclusie: De reeks convergeert precies dan als |z| > 1 is.
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Opgave 1.6.15

alsn=3m—2

4m—3
.o . 1 _
Te berekenen »_ -, a, waarbij a, = { ;== alsn=3m —1
—5 alsn=3m
m

Berekening: We beschouwen eerst de 3k-de partiéle som van deze reeks.
(Waarschuwing: Convergentie van deze 3k-de partiéle sommen zegt overigens
nog niets over convergentie van de k-de partiéle sommen; kijk maar naar de
reeks

UL I U
22 22 2" 2

waarvan de 3k-de partiéle sommen ook convergeren, terwijl die reeks zelf niet
convergeert. )

3k
Zan = (a1 +az+a3)+ (as +as +ag) + -+ (azp—2 + asp—1 + azp)
n=1
= (DDt (- )
(rhebebot gt gl - b+ hos )
- (%+%+%+i+é+%+%+'”+4ij—3+4k1—2+4k1—1+ﬁ)
bt - G+ )
= (rbrbebbe g )
R 1 a% S

Laten we s schrijven voor de k-de partiéle som van de harmonische reeks,
k
dus s = > L Dan weten we dat

n=1n"

lim (s —Ink) =1,

k—oo

de constante van Euler. Dit toepassend op de gevonden uitdrukking voor

14



3k :
> o, an vinden we dat

3k
E : _ 1 1

Ap = S4k — 552k — 55k
n=1

= (sqp —In4k) — 3 (sor — In2k) — 2 (sp — In k)
+1n4k — %ln2k— %lnk:

= (sae —Indk) — 5 (sox — In2k) — 5 (s — Ink)
+(In4+Ink) —s(In2+Ink) — 1 Ink
= (54 —Indk) — 3 (s2p —In2k) — % (s —Ink) + 2In2

Nemen we hier nu de limiet voor k — oo dan vinden we
3k
lim anzv—%v—%v—kgan:%an

k—o0
n=1

Aangezien verder

3k 3k—1 3k—2
Zan = (Z an> + asp = (Z Cln> + asp—1 + asg

n=1 n=1

en de verschiltermen asy resp. (asr_1 +asg) voor k — oo naar 0 gaan, kunnen
we ook afleiden dat

3k—1 3k—2
lim E an:%ln2 en lim g an:%ln2
k—oo k—oo

n=1 n=1

Hieruit volgt dat de reeks convergeert, met waarde

0o k

g a, := lim an:%ln2
k—o0
n=1 n=1
(_1 n+1
Conclusie: E a, en g ———— zijn twee convergente reeksen, die uit
n
n>1 n>1

dezelfde termen bestaan (weliswaar in verschillende volgorde). Desalniettemin
convergeren deze reeksen naar verschillende waarden, nl. %an resp. In2.
We wijten dit aan het feit dat de reeksen niet absoluut convergent zijn (cf.
Stelling 1.17).
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