Fouriertheorie, uitwerkingen paragraaf 2.7

opgaven 1,7,8 (door Jan Stienstra ), 2, 3 (door Quintijn Puite),
4, 5, 6 (door Michiel Hochstenbach), 9 (door Yuri Kuznetsov)

Af en toe zign in de uitwerkingen wat tussenstappen overgeslagen. Doe dit op
het tentamen niet (het vergroot ook de kans op fouten), maar werk het netjes
wit!

Opgave 2.7.1
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2 s
2 JO 4

nez
en voor n # 0

—~ 1 4 ) 1 ) .
fo=— / L —— (m—m”— / e_mtdt)
271— 0 27'(—277/ 0

(=r (=) -1
2in + 2mn?

(b) De Fourierreeks is Z fneim met fo = % (fir 2dt + fow 3dt> = g
nez
en voor n # 0

~ 1 0 , ™ .
fn = — (/ 2" dt +/ 36_’"tdt)
27 -7 0

1 nm —inmT __
= 5 (2(1 =€) + 3(e 1))

1—(=1)" { 0 alsn even

L als n oneven

2min ey

(c¢) De Fourierreeks is Z Fre™ met

ne”L

N [ 1 [ . o
= —int G tdt = it—int __ _—it—int dt.
f o /0 e "™ sin i ), (e e )

Voor n # +1 is dit
- 1 ewi(l—n) -1 em(—l—n) -1

1 —1n —1—1in




- = (G S

I (=1)
—21(1 —n?)
Verder is
-~ 1 T 1
= — [ (1—e?"dt

h a7 J, ( ¢ ) 43
= — Y Ddt = ——

J i /0 (e ) 1

Opgave 2.7.2

(a) Lh.a. is voor eenTT—periodieke functie f de Fourierreeks ) ., Freime
waarbij f, = 7[5 f(t)e” ™" dt.

In dit geval (T'=2 dus w =27 =) is
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en de gevraagde Fourierreeks is dus ), (—1)"isin(1) T e Merk
op dat de noemers +7 — inm van de primitieve ongelijk nul zijn voor
elke n. (Hiermee is de opgave beantwoord.)




(Merk op dat we integreren over [—1,1]. Als we zouden inte-
greren over [0,2] moeten we er rekening mee houden dat f op
[1,2] niet gegeven wordt door sin.)

Om i.h.a. de hoofdwaarde van een tweezijdige reeks ), a, te bepalen,
schikken we hem om tot de reeks agp + 5 (a—p + a,). Voor een

Fourierreeks , _, f,e"* komt dit neer op

J/c(\)ez'wa + Z <J¢’=\_n€—mwx + J/c\'neinwm) _
n>1
= fo+ Z <]/“\_n(cos(nwx) —isin(nwz) + ﬁ(cos(nwm) +i sin(nwx))
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= Jo+ > (fa+ Fon) cos(nwz) +i( fn — f-n) sin(nwa).

n>1
De hoofdwaarde van onze Fourierreeks is dus

2:(—1)’”rl sin(l)(mf)n%l sin(nrx) = f(x)

n=1

waarbij we opmerken dat de laatste gelijkheid geldt op grond van de
Fourier inversie formule (20) (die we mogen toepassen daar f stuksge-

wijs continu differentieerbaar is) en wegens het feit dat f voldoet aan
F(z) = mu F0)+imy, £0)
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en de gevraagde Fourierreeks isdus ) fnem” met de fn zoals zojuist
berekend. (Hiermee is de opgave beantwoord.)

Om i.h.a. de hoofdwaarde van een Fourierreeks ) _, fnemm te bepa-
len, schikken we hem weer om tot de reeks

Jo+ D (fu+ Fon) cos(nwa) + i( fo = f-r) sin(nw).

n>1



De hoofdwaarde van onze Fourierreeks is dus

[e.9]

_+Zzl_ 1" n(nra) __+Zﬁsm((2k+1)m) ()

waarbij we opmerken dat de laatste gelijkheid geldt op grond van de
Fourier inversie formule (20) (die we mogen toepassen daar f stuksge-

wijs continu differentieerbaar is) en wegens het feit dat f voldoet aan
5 .

Opgave 2.7.3
(a) Volgens formules (29) - (31) is
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De cosinusreeks wordt derhalve gegeven door
> 2 4 = cos 2kx
= ap, COSNE = — — — —_—
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Bovendien geldt de eerste gelijkheid op grond van de Fourier inver-
sie formule (20) (die we mogen toepassen daar f stuksgewijs con-

tinu differentieerbaar is) en wegens het feit dat f voldoet aan f(z) =

2

Daarmee hebben we f uitgedrukt in een cosinusreeks.

(in feite is f zelfs continu).

Opmerking: f is de 2m-periodieke even voortzetting van sin op [0, 7];
voor t € [0, 7] is dus f(t) = sint en voor t € [—m, 0] is f(t) = sin(—t) =
—sint. Omdat sint > 0 is voor t € [0, 7] en sint < 0 is voor t € [—, 0]
zien we dat de functie f ook kan worden beschreven als f(t) = |sint|
voor alle ¢t € R.



Omdat
0 voor —mw<t<(

2sint voor 0<t<m

is er een heel nauw verband tussen deze opgave 2.7.3a en opgave 2.7.1c
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De cosinusreeks wordt derhalve gegeven door

> T cos(2k + 1)x
:Zancosn:p:§——z k1)

Bovendien geldt de eerste gelijkheid op grond van de Fourier inver-
sie formule (20) (die we mogen toepassen daar f stuksgewijs con-
tinu differentieerbaar is) en wegens het feit dat f voldoet aan f(z) =
oy 1 J (y);hmy” W)Y (in feite is f zelfs continu). Daarmee hebben we f

uitgedrukt in een cosinusreeks.

Opmerking: f is de 2m-periodieke even voortzetting van ¢t +— t op [0, 7],
dus de 27m-periodieke voortzetting van ¢t +— |t| op [—m, w]. Vergelijk
daarom deze opgave met voorbeeld 4 op blz. 59

Let op: f is de 2m-periodieke even voortzetting van ¢t — 7 —t¢ op [0, 7],
dus de 27-periodieke voortzetting van ¢t — 7 — |t| op [—7, 7]. Kortom
f = m — f, waarbij f, de functie is uit opgave 2.7.3b. Hieruit volgt
direct dat

T 4 ost:—i—l
Y CREAE) 3 L

voor alle z € R.



Opgave 2.7.4
Zij a # 0. Voor alle n € Z geldt:

__1 " am —am -1 .
- 27E(a_)m) (e —e ) = W((a—)in) sinh(ar).

We passen nu Parseval (Stelling 2.20) toe (merk op dat aan de voorwaarden
van deze stelling is voldaan):

e Enerzijds is |J/C;L 2= f.f0 = sinh?(arr)

n2(a®+n?)"
o Anderzijds is & [T €2 dt = L (2 — %) = SnbCam)
Met Parseval volgt: > ., ag}mg — 27;231};1(22(‘272) — :ﬁf}}ll((s;r)) Dus
S (re 1
— a?+n? 2\ asinh(ar) a2/’

Alternatief: substitueer z = 7 in de Fourier reeks en bedenk dat ¢™ =
(—1)™. Met de Fourier inversie formule (20) krijgen we

_ il 1 7 cosh(am)
lim — = .
N—oo a—in sinh(a)

N

n=—

Neem nu in de reeks steeds de n-e en (—n)-e term samen en gebruik a—lz’n +
1 _ 2a
a+in ~ a?+4n?”

Hieruit volgt het gevraagde.

Opgave 2.7.5
(a)+(b) Zelf doen.

(c) Na drie maal partieel integreren vinden we voor n # 0 de Fouriercoef-

ficient Lo (1)
o 3 2 —int o AT
Cn = 5o _W(t —7mt)e”"™ dt = —6i -
Voor n = 0: ¢ = 5 [ _(t* — 7%*t)dt = 0 (want de integrand is een

oneven functie). Omdat F' continu en stuksgewijs continu differenti-
eerbaar is, geldt volgens Stelling 2.16 dat F(x) = >.°7" _ ¢,e™® voor

n=—oo

alle z. In feite convergeert de reeks voor alle z (zelfs absoluut) (omdat

> | -5 convergeert), dus geldt ook F(z) = >0 ¢,e™ voor alle .
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(d)

Uit (c) zien we: c¢_,, = —¢, voor alle n € Z. Dus voor alle z geldt
N
PO = 3 et = i S

—ZTL(E
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De laatste reeks Convergeert VOor alle r omdat voorallen > lenxz € R
geldt |( sinnz| < 25, en Y7, =5 convergeert.

3

sin nx.

Dit kan men bewijzen door Stelling 2.5 toe te paseen. Dereeks > . o V52
convergeert absoluut, dus volgens Stelling 2.5 convergeert de reeks
D ncZn £0 @™ voor elke z, en is deze differenticerbaar, met afgeleide

> onezmzo Cn€" = F(z). Ook:
~ inx o 00 " zncc+ —inx o 00
ZnEZm;ﬁO : :L'en - Zn:l 2§_ne 2e - Zn:l _bn COSn”$
-1 ba

= Zle —bn Cos?f - Zle n

= >0 by [ sinntdt — Y02 b
(Ga na dat de eerste stap van de tweede regel mag omdat alle recksen
convergeren). Omdat y_> | % een constante is, is ook Zzo:& b, [y sinnt dt
een primitieve van F. Een andere primitieve van F is [ F(t)dt, en
vullen we z = 0 in, dan zien we dat beide primitieven dan dezelfde

waarde (= 0) hebben en dus dezelfde functie zijn. In het bijzonder, als
we nu & = 7 substitueren: [ F(t)dt = > b, [, sinntdt.

Als we de integralen uit (e) uitrekenen dan vinden we links

en rechts

12§: (_7114)71(— cosnz + cos0) = 12§: (= n(l — (=™

s 00 1 _
COHCIUS]Q. Zk:O W = 9"



Opgave 2.7.6
(a)+(b) Zelf doen.

(¢) Voor n # 0:

1 [7 ,
Cn = —/ (t* — e " dt

2 ).

= _ L [(#? — 7?)e ™" — /7r 2te” " dt
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En voor n = 0: ¢y = 5= [ (t* — 7%) dt = —37*. Omdat F' continu en

stuksgewijs continu differentieerbaar is, geldt volgens Stelling 2.16 dat
F(x) = Y07 c,e™®. In feite convergeert de reeks (zelfs absoluut)

n=—oo

voor elke z, dus geldt ook F(x) = >

n=—oo

¢, €™ voor alle z.
(d) Uit (c) weten we dat voor —7 < z < 7 geldt: z%2 —72 = >
Met x = 0 wordt dit

N ~1 (—1)" 2 N
2 : 1 — 2
3 (230 G2y

=—N n=1

N [e'e)
2 , : (=) 2 , (=1)"
= _§7T +4]$1_r)r(1)og:1 > :—gw +4n5:1 o

Hieruit volgt > (_nlz)n = _g'

Opgave 2.7.7
(a) Zelf doen.

n=—oo N

(b) De functie F is continu omdat het de samenstelling is van de bekende

continue functies sinus en absolute waarde.

Alternatief: op elk open interval (km, (k+ 1)7) (met k € Z) is F(z) =



(—1)*sinz en dus is F daar continu. Verder is voor elke k € Z de
functie F' ook continu in het punt k7 omdat

1 — 1 — k=1 — — 1
:llTIlg}r F(x) = ilTIkI}T( 1)" " sinz =0 = |sinz|,
:lllllg}r F(x) = illlg}r( 1)¥sine =0 = |sinz|.

Op elk open interval (kr, (k + 1)7) (met k € Z) is F(z) = (=1)"sinx
en dus is F' daar continu differenticerbaar. Verder bestaan

lim F'(z) = lim(—1)fcosz = (-1)F(-1)"=1,

x|k x|k
lim F'(z) = lim (=1)*cosz = (=1)*(=1)' = —1.
el (k+1)m (z) xl(k+1)7r( ) (=1)"(=1)

Dit bewijst dat F' stuksgewijs continu differentieerbaar is.

F is een even functie, want F'(—z) = |sin(—x)| = | —sinz| = |sinz| =

(¢c) Omdat F' een even functie is, bevat z'n reéle Fourierreeks inderdaad
alleen maar cosinus-termen. De bijbehorende Fouriercoéfficiénten zijn

1 T 2 u 1 2
=gz | lsmalir= o [ sinrds = (- eosn b eos0) =
2 J_ . 0

2T T T

envoorn > 11
a, = %/W | sin x| cos(nzx) dx = %/Oﬂ sin(z) cos(nx) dr =
_ %/Ow(sin((n +1)2) — sin((n — 1)z)) dz =
1 (— cos((n+1m)+1  —cos((n—1)m) + 1)

—Tr

s n+1 n—1
—2((—=1)" + 1)

B m(n?—1)

B 0 als n oneven

o { ﬂ(n%l_l) als n even

"Hier wordt gebruikt sin(z) cos(nz) = 1 (sin((n + 1)z) — sin((n — 1)z));
el _ iz gin + e—inz ei(nJrl)z _ efi(njtl)w ei(nfl)z + efi(nfl)w

HHmers o, D - 4 - 4
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Voor n = 1 vinden we

a; = 1 /07r sin(2x) dr = —%(005(27?) —cos(0)) = 0.

™

Conclusie:

2 > cos(2kx)
|sinz| = — - Z =1

Opgave 2.7.8
(a)

differentiaalvergelijking: ¢ —y' — 2y =0
karakteristiek polynoom: X? — X —2= (X +1)(X —2)

karakteristiek wortels: -1, 2

algemene oplossing DV:  y(t) = ae™ + be*

beginvoorwaarden: y(0)=1,4'(0)=3
a+b =1
—a+20 = 3

opl. beginvw.probl.: y(t) = 5(—e " + 4e*)

differentiaalvergelijking: 4" — 4y’ +4y =0
karakteristiek polynoom: X2 —4X +4 = (X — 2)?

karakteristiek wortels: 2, 2
algemene oplossing DV:  y(t) = (a + bt)e*
beginvoorwaarden: y(0) =1,y'(0) =3
a =1
~ 2 +b = 3
opl. beginvw.probl.: y(t) = (1 +t)e*
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differentiaalvergelijking: v” — 2y’ + 5y =0
karakteristiek polynoom: X2 —2X +5
karakteristiek wortels: %ﬂ =1+2
algemene oplossing DV:  y(t) = ae 29 4 pe(1—20
beginvoorwaarden: y(0) =1,y'(0) =3
a+b = 1
(14+20)a+(1—-2i)b = 3

a+b =1
a—b = —1i
_ 1= ef%i _ e%i
= a= 5 = V2 b= V2
opl. beginvw.probl.: y(t) = V/2e! cos(2t — E)

4

homogeen differentiaalvergelijking: y” — 2y’ + 5y =0

karakteristick polynoom: X2 -2X+5
karakteristiek wortels: %ﬂ =14+2
algemene oplossing HDV: y(t) = ae(H% + be1 -2t
speciale oplossing DV: y(t) =
algemene oplossing DV: y(t) = 1 + ae1+20t 4 pe(1-20)t
beginvoorwaarden: y(0)=1,4'(0) =3

N 1+a+0 =

(1+2i)a+ (1—2i)b =

a+b = 0
3
a-b = &
a=%, b=-a= %
opl. beginw. probl.: y(t) =1+ 3e'sin 2t
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Opgave 2.7.9

e De algemene oplossing van de homogene differentiaalvergelijking:

differentiaalvergelijking: 4" 4+ 3y’ + 2y =0
karakteristick polynoom: X2+ 3X + 2

karakteristieke wortels: -1, =2

algemene oplossing: y(t) =aet+be * a,beR

e De Fourierreeks van u(t) = cost + sin 2t heeft slechts vier termen:

U(t) — —%6_2“4—%6_“—}—%6“4—%62“
zodat
. 1 11
U—2:—2—Z., U—1=U1:§, U2=2—Z.
en 4, =0 voor n ¢ {—2,—1,1,2}.
De formule (46) met w = 1,a; = 3, a9 = 2 geeft
o 1 1 34
2T o022 —6i+2) 4i(l+3) 40
o 1 1 143
LT 912 —3it2) 21-3) 20
. 1 1 1— 3
YT 9(C1213i+2) 2(1+3) 20
o 1 B 13—
2= +2i(—22+6i+2)__4i(1—3i)__ 40

en v, = 0 voor n ¢ {—2,—1,1,2}. Dus is de speciale oplossing van de
inhomogene defferentiaalvergelijking

U(t> = Z @neint - @_26_2% + ﬁ_1€_it + ’[Jleit + ’0262“
S4+i ., 143 ., 1-3i, 3—i,,
0° T ¢ T ¢ T

= —cost—kis' t—icos%—is' 2t
10 10" 790 90
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Alternatief: Zoek v(t) als een lineaire combinatie van sin ¢, cos t, sin 2t, cos 2t,
d.w.z.

v(t) = ay cost + agsint + azcos 2t + aysin2t, ay € R.

Zet deze formule in de inhomogene differentiaalvergelijking en verge-
lijk de coéfficiénten voor sint, cost,sin 2t, cos 2t. Dit geeft een stelsel
lineaire vefgelijkingen voor aq, as, as, ay waaruit blijkt dat

1 3 3 o
10 10 200 T Top

De algemene oplossing van de inhomogene differentiaalvergelijking is
dan

1 3 3 1
y(t) = ae b+ be 2 + 0 cost + 0 sint — 20 cos 2t — 20 sin 2t
met a,b € R.
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