Fouriertheorie, uitwerking van de opgaven uit paragraaf 6.8:

1(ab), 4(e) (door Jan Stienstra )
3(ab), 4(abcd) (door Michiel Hochstenbach)
2,6,7,8,9,10,11,12 (door Yuri Kuznetsov)

Opgave 6.8.1

(a) Merk eerst op dat H(x 4+ a) — H(z) = 0 als x < —a of z > 0, terwijl
H(z+a)— H()—lals—a<x<0 Dus is

/ i x+aa D) /f F(0) — F(—a)

—F(=a) (=0 F(h) = F(0) « .,
(b) lgg - = lim——e—= = F(0) = /(0)

waarbij = in feite gewoon de definitie van ‘afgeleide’ is.

Opgave 6.8.2

(a) Voor iedere functie f € C hebben we f(R) = 0 als |R| groot genoeg is.
Dus geldt

Dif) = AU =AU = [ el @) da

- /_Oooxf’(x)dm—/oooxf/(x)dx

_ Rgmoo[ / f(z)dx — hrn [zf(z / f(x

:/fd:nJr/f

A(f) = Di(f) = -Di(f / Fayde= [ rta
= lim [f(x)]%— lim [f(x)]o

R——o00 R—o0

= f(0) = (=f(0)) = 2/(0) = 2Ds(/f)
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Dus



ofwel
A" = 2D;. (1)

(b) Als we de functie  — |z| met de distributie A(f) = [ |z[f(z) dx

identificeren, dan kunnen we schrijven %m = 24(z), maar dat het-
zelfde betekent als (1): “Voor iedere f € C geldt dat A”(f) =2f(0)".

Opgave 6.8.3

(a) Zij G = F', dan geldt dus G’'(z) = f(z) voor alle z. Uit de definitie
van ¢, volgt

oof(él?)%(;t)alx:i2 O(x+a)f(:v)das— a(a:—a)f(:v)das :
N 305 / )

Met parti€le integratie zien we dat dit gelijk is aan

- ([<x a6, - [ - G - [ Gla)da+ [ Gla) dw)

a?

= L (F(a) = 2P(0) + F(a)).

a?

(b) Omdat F' drie maal continu differentieerbaar is, krijgen we met Taylor
F(+a) = F(0) + aF"(0) + % F"(0) + O(a®), dus

F(a) — 2F(0) 4+ F(—a) = a*F"(0) + O(a®)

en lim %(F(@ _9F(0) + F—a)) = F"(0) = £(0).

(Alternatief: 2 maal I'Hopital).

Opgave 6.2.4

(a) e Zij x # 0 vast, dan geldt voor alle 0 < a < |z| dat p,(z) = 0 en
dus is, nog steeds met z vast, lim, o @ () = 0.

e Voor het tweede onderdeel nemen we f(z) = 1, F(x) = x in opgave
6.8.1(a), dit geeft het gevraagde.

e Tenslotte geldt met f(x) = e™"** volgens opgave 6.8.1(b):
limg o Pa(s) = limgyo [*o e, (z) dz = f(0) = 1.
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Zij x # 0 vast, dan geldt voor alle 0 < a < |z| dat ¢, (z) = 0.

22

Voor het tweede onderdeel nemen we f(z) = 1,F(x) = % in
opgave 6.8.3(a), dit geeft het gevraagde.

Tenslotte geldt met f(x) = e~** volgens opgave 6.8.3(b):
limg o Pa(s) = limgo [0 €% p,(x) dz = f(0) = 1.

Zij v # 0 vast. Als a | 0, dan —2%/a — —oo. Die e-macht “gaat
harder naar nul dan elke macht van % naar oco”, dus

lim, o o (x) = 0.

Verder volgt met de substitutie y = z/+/a dat

1 e L [ . 1
ey = — Vdy=—=yr=1
7m/_ooe x ﬁ/_we Y \/7_r\/7—T

Tenslotte krijgen we met de substitutie y = (1/2/a)x:

1 ') ] ) 1 e8] . 5
—isx ,—x°/a dr = / —i(sy/a/2)y ,—y*/2 d
(& e X (& (& .
\Ta /_OO V2T ) oo Y

9
ley/2

Ve
in het punt sy/a/2. Volgens het voorbeeld op blz. 118 is dit gelijk
—as*/4 en met a | 0 volgt de gevraagde limiet.

Pals) =
Dit herkennen we als de Fourier getransformeerde van

aan e
Zij x # 0 vast. Omdat |1 — cos(z/a)| < 2, geldt |p,(z)] < 2%,
dus lim, o |@a ()| = 0, dus limg, o ¢, (z) = 0.

Zij nu g > p > 0. Dan geldt voor vaste a > 0 met de substitutie
y=z/a

a1 _ a/a | _
E/ 1 —cos(z/a) Jr - l/ 1 — cos(y) dy
p p

s x? T Jp/a y?
1]1-— cos afa 1 rafa gy
:__{ <w] +_/ (w@L

Voor p | 0 en ¢ — oo gaat de eerste term in de laatste uitdrukking
naar nul (gebruik Taylor: cos(y) = 1+ O(y?)), en de tweede naar
1/2 volgens de opmerking op blz. 92. Dus £ f_oooo 1‘%51/“) de =1,
omdat de integrand een even functie is.
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1—cos

e Voor het derde onderdeel definiéren we f(z) = T(x), dan is

¢a(x) = =f(x/a). Volgens opgave 4.5.4 geldt P,(s) = = f(as),

~

en volgens opgave 4.5.14(g) hebben we f(as) = m(1 — a|s|) voor
als| < 1. Dus lim, o @a(s) = 1.
(Merk op: met de uitbreiding ¢, (0) = (2a7w)~! wordt ¢, continu).
(e) Duidelijk is voor  # 0:  lim, ¢a(z) = % = 0.
Substitueer x = au:

o] o] -1
/ goa(x)dx:/ T du = 7 '[lim arctan(q) — lim arctan(p)]

oo o u?F1 q—00 p——00

Bereken de Fouriergetransformeerde van de funktie f gegeven door
f(t) = e " voor t € R:

00 0
- . | 1 1 2
fls) = / el L / el* =)t = + - =
0

s a+is a—is a4+ s?

= 27pa(s)

Volgens de Fourierinversie formule voor f (mooie vorm) is

1o % |
10 =5 [ Feetas= [~ pulo)eas
21 J_ o .
Dus p,(t) = f(—t) = e~*. Dit gaat naar 1 als a | 0.

Opgave 6.8.6

(a) Per definitie (zDs)(f) = Ds(x — = f(x))

=0- f(0) = 0. Schrijven we
formeel (2Ds)(f) = Das(f), dan zé(z) = 0.

(b) Per definitie

(@D5)(f) = Ds(z = xf(x)) = —(xf(2))'(0) = = (zf"(x)+f(2))(0) = —f(0).

Maar f(0) = Ds(f). Schrijven we formeel D(f) = Dy (f) en 2Dy (f) =
D.s/(f), dan volgt uit D,s(f) = —Ds(f) dat zd'(z) = —o(x).
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(c) (€D)(f) = —(ED)(f') = D(=£f"), terwijl (D +ED')(f) = (§D)(f) +
D) (f) =D& f—(&Sf)). Maar volgens de produktregel is &' f— (£ f) =
—¢&f" dus beide distributies zijn gelijk: (§D) = D + £D’. Merk de
overeenkomst op met de gewone produktregel voor functies.

Opgave 6.8.7
(1) Er geldt voor s # 0:

0 1
o(s) = / (1+t)e_i8tdt+/ (1 —t)e ™dt

—1 0
1

I 0 -1

= |:—2€_ZSt(1 +1is + ist)] + |:—26_28t(1 — s+ ist)]
s s

-1 0

= —(1—coss).

Voor s = 0 geldt $(0) = 1.
Er geldt voor s # 0:

os) = /_ Ze‘“%(t)dt: /_ Ole—de /O (et

TG -1 a1 2
_ |i_._6_28t:| + |i>_e—7,st:| _ __(1 — cos S).
is . is 0 is
Voor s = 0 geldt QZ(O) =

(2) (a) Neem een testfunctie f € S. Dan is per definitie

D) = —Duf) = - /_°° F(t)dr

_ _/_i(1+t)f’(t)dt—/1(1—t)f’(t)dt

0

= —[(L+0)f(t §_31+/f tydt — [(1—t)f /f

= —f(0)+0—-0+ f(0 / f(t)
= Dy(f)



(b) Neem een testfunctie f € S. Dan is per definitie

Dy(f) = —Dylf / f(t
_ —/_lf’(t)dtJr/O (bt
= —fO)+F(=D)+[Q) = f(0) = [(=1)=2f(0)+ f(1)
= R(f)
(¢) Neem een testfunctie f € S. Dan geldt
Dy(f) = Do(f) = Dalf) ,

omdat ¢ absoluut integreerbaar is. Dus

=/_Zf(8) s—2/ F(s) 2T L85

De functie 9 is ook absoluut integreerbaar. Net als boven, krijgen
we

Dy(f) = Du(f) = D3(f) .

waaruit volgt dat

= /_OO f(s){b\(s) ds = Qi/oo f(s)1 _EOSS ds .
Ten slotte,

R(f) = R(f) = f(=1) = 2f(0) + f(1)

:/ (s ”ds—Q/ (s ds+/ F(s)e~ds

= / fs e“—i—e_“— )ds

= -2 /_Z f(s)(1 — coss)ds




(d) Neem een testfunctie f € S. Dan is per definitie

(D) (f) = Do(x = ixf(z)) —2/°°(¢xf(x))1_x$dx
_ 22/ £(s l—coss Zﬁw(f),
(@D)) = Dolw—inf(e)) =2 [ (@) =2 s

— 9 /_OO f(s)(1 —coss)ds = ﬁ(f) .

Het klopt dus.

Opgave 6.8.8
(a) Er geldt

o(s) :/ e Tp(x)d :/ e e ol gy

_ / —isx etdr + /
_ / (is—1) zd / (is+1)mdx
B 0

= lim {e o ] + lim {76 ey }R
R——oo | —(is — 1) R—oo | —(is + 1),

1 1 —(is+1)+is—1 2
is—1 s+l (is+1)(is—1) 8241

/_ Z f(z)e l*lde.

—1i8T —de

(b) We hebben



Voor iedere f € S geldt

DL(f) = —D,(f) = - / " Plo)edn

_ ( /_ io f(@)edz + /0 f m)e_zdx)
= (i@t [ e
E /O N f(x)e‘xdx)
= ~(r0-s0- [ s@edrs [ i)

_ /; f(x)erdx—/ooo f(x)e*da,
en

DI(f) = D'y / fla wdx+/ fl(x)e "dx

_ _( £(0) + £(0) —/ fa:exdx—/ f(:v)e"”dw)
= —2f(0 / flx “”dx+/ f(x)e "dx

— —2f(0)
(c) Uit (b) volgt meteen dat
—Dg(f) + Dy(f) = 2f(0). (2)

(d) Per definitie geldt f(0) = Ds(f) waarin Dy de Dirac’s deltadistributie
is. Er geldt dat Dy = D; (Voorbeeld 1, blz. 168) en D", = (iz)*D,
(gebruik hiervoor twee keer formule (164), blz. 170). De Fourietrans-
formatie van (2) levert inderdaad

(@ + )D,(f) = 2Ds(f), fES,

—l—}%i_r}rolo [f(z)e”

ofwel
~ 2

Dcp - mpl



(e) Wegens (d) hebben we

D)= D = [ f

in overeenstemming met (a).

7 4z =Dg(f)

Opgave 6.8.9

De Fourier inverse formule

1 * o ist
= g/_m f(s)e™ds

geldt voor iedere f € S.
(a) Als p(s) =sins dan

B = 2D = [ Fonsas— [ fo (S5 ) o

21
1/OOYWH L™ Flsyeina
= — —_— S)e S 1m — S
" 21 J_ o 21 J_ o
RO F1)

B = DD = [ Feeossyas = [ Fo) (S5 ) as




() Als o(s) = (cos)* dan
B,(f) = / 75)(cos s)2ds = / 7s) (“’j)d

_ / s )( 2”+24+e—2w)d8

= f 2“ds—|—7r—/ F(s ds+——/ Fs)e ¥5ds
2 27r

™

= (f(2 )+2f( )+ f(=2).

Opgave 6.8.10

Zij p(x) = sinz. Dan Dy(f) = (#D,)(f) voor elke f € S. Met de formule

F(z) =iz f(z), krijgen we
Dy(f) = @D,)(f) = @D (T ) = Dy(af ) = =iD,(ia] ) = =D, (J') = =D, ().
Uit onderdeel (a) van opgave 6.8.9 volgt ﬁw(f ) = —in(f'(1)—f'(—1)), zodat

Dy(f) = —m(f'(1) = f(~1)).

Opgave 6.8.11
De differentiaalvergelijking is
" _ _ | sint, |t| <m,
V() +Fu(t) =u(t) met wu(t)= { 0, |t>r (3)
(a) Voor f € C geldt f(t) — 0 als t — too. We hebben
Da(f) = / f(t)sintdt,
Dy(f) = —Dal(f / f'(t)sint dt,
= — lim [f(¢) smto / f(t)costdt
R—oo 0

= f(O)sinO+/oof(t)costdt:/oof(t)costdt
0 0
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en

DL(f) = _D/G(f/):_/o f'(t) costdt,

R—oo

= —lmluan%ﬂf—/mf@nmtﬁ
0
— £(0) cos0 — / F(#)sintdt = £(0) — Dalf).
0
Dus geldt DL(f) + Da(f) = f(0) voor iedere f € C, zodat

0, t<0,
m”:{mmtza 4)

voldoet aan G”(t) + G(t) = 4(1).
(b) Er geldt

(u+ G (t) = / TG — 1) dr = / " sin(rG(t — 1) dr.

— o0 —T

Nu gebruik we (4). Als ¢t < —m, dan is

/W(sim)(;(t—T) dr = /W(sm)-o-dT = 0.

—Tr —Tr

Als |t| <, dan is

/ N(sinn)G(t— 7y dr = / t (sin7)sin(t — 7) dr

—Tr —T

t T —iT i(t—7) _ —i(t—7)
_ / e .e e .6 i
. 21 2

t
— __/ (6zt o 6—1156227— . ezt€—2z7— 4 e—zt) dr

_ 1 it —it —it (ew — 1) it (e_m —1)
= 4<(t+7r)(e +e ) —e 57 +e 5

_ t+w el 4 e +1 et — it
N 2 2 2 2i

- F— T cost 4 Lsint
= 2 COS 2 COS 2 SInvt.
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Als t > 7, dan is

—Tr —T

s iIT _ —iT i(t—7) _ ,—i(t—7)
_ e .6 e »6 dt
. 21 2

t —zt 27,7' o ezte—QW + e—zt) dr

e 1))
+e
21

/ N(sinT)G(t— 7)dr — / " (sin7) sin(t — ) dr
/

s e”+e Zt )—e

(6zt +€—zt)
= —7 = —mcost.

21

(c) De functie

0, t < —m,
t s 1 .
v(t) = (uxG)(t) = —icost—gcost—kismt, lt| <,
—T cost, t>m,

is continu voor ¢ € R en willekeurig vaak differentieerbaar voor ¢ # +m.
Bovendien geldt dat

V(Fr) =0 (Frh) =0, V'(—77) =0"(=71") =0, V(x7) =" (7") = —7.
Dus is v twee keer continu-differentieerbaar. Verder geldt

sint, |t <m

v”(t)+v(t):{ 0 S

zodat v aan de differentiaalvergelijking (3) voldoet.

Opgave 6.8.12

Bij de homogene lineaire differentiaalvergelijking

W () + 2w/ (t) + w(t) = 0 (5)
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hoort de karakteristicke veelterm P(z) = 22 4+ 2z + 1 = (2 + 1), Deze heeft
één nulpunt z; = —1 met multipliciteit twee. Dus is de algemene oplossing
van (5) gegeven door

wt)=ae " +bte™" = (a+bt)e", abeR.

Deze oplossing voldoet aan w(0) = 0 en w’(0) =1 alsa =0 en b = 1. Dan
is w(t) = te™".
Volgens de theorie, is de functie

G(t) = H(tyw(t) = { teo—’t, i ; 8

een (gegeneraliseerde) oplossing van de differentiaalvergelijking
G"(t) +2G'(t) + G(t) = 4(1).

Dan is
0, t <1,

G(t— 1) :{ (t— 1)6_(t_1), t>1,

een (gegeneraliseerde) oplossing van de differentiaalvergelijking
G'"t—1)4+2G"t—1)+G(t—1)=06(t—1).
Wegens de lineariteit geldt dan dat

0, t <0,
v(t)=G@t)+G(t—1)= te™, 0<t<l,
tet + (t—1)e” 1 ¢ >1,
een oplossing is van de differentiaalvergelijking

V() + 20" () + o) = 8(t) + 8(t — 1).

Om deze intuitieve benaderingen te rechtvaardigen, moeten we bewijzen
dat de distributie

D) = [ seeede= [ s i [ o - ne ¢
voldoet aan de vergelijking
Dy +2D,(f) + Du(f) = f(0) + f(1)
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voor iedere f € C. Inderdaad,

D;(f) = _Dv(f,)
1 o]
= —/ F(t) te_tdt—/ F®)te™ + (t — e Ddt =
= (t)te™ ")} /f Y1 —t)e tdt
t)(te™ + (t = 1)e” “))]1
/ FO(A=t)e™ +(2—t)e D)dt
= /f )(1 —t)e tdt+/ FO((1=t)et +(2—t)e Dt
en
Dy(f) = —Dy(f)
— /f —tdt_/ F O =t)e™ + (2 —t)eD)at
= )(1—te /f )t —2)e dt
(1= t)e™ + (2= t)e )
/ FO((t—2)e™ + (t —3)e )t
/f )t —2)e tdt+/ FO((t—2)e™ + (t — 3)e” Dy at,
zodat

D+ 20(7) 4 Dulf) = JO0)+ 1) + [ 0= 2 +20 =0 bty +

/ FO (t—=2)et +(t—3)e @D 121 —t)e " + 22— t)e D e 4 (t — 1)e D) at

~
0

= fO)+f(1).
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