Uitwerking van het hertentamen Fouriertheorie
18 maart 2009

Deel 1

Opgave 1 (a) De Taylor reeks voor de functie f(z) =+/1+ z in = 0 impliceert dat

F@) = FO0)+ F(0)z +0(2) = 1+ 22+ 0(z) als— 0.
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Uit het limietcriterium volgt dat de reeks >~ | |a,| divergeert. Maar a,, < 0
voor alle n > 1. Dus is de gegeven reeks Y >°  a, = — >~ |a,| ook divergent.

n=1
(b) De functie
efE

f:00,1) = R, f(:v):ﬁ

is continu op [0, 1) met lim,y; f(z) = oo. Zij

Deze functie is continu op [0,1). We hebben g(z) > 0 voor alle x € [0,1) en
fol g(z) dz bestaat omdat

1—2

1
d
/ = —[-2vi—a],=2.
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Verder geldt:
|f(x)] I e'V1—x I e“ V1 —x , e’

e
L =lim im-————=1im = lim —
211 g(r) et T—22 eI —z)(1+z) =1 VI+z V2

omdat de functie

xT

e
h(x) =
(@) vi4zx
continu is in x = 1. De majorantie stelling impliceert dat de integraal

! f(x) dx convergeert.
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Opgave 2 (a) Er geldt
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Met partiéle integratie krijgen we

—~ 8i(_1+(_1)n) als 7’L=2k‘—|—1, k:OaLQ""’

fn= 5 =< imn?
m 0 als n=2k, £k=0,1,2,... .

(b) De functie f is 4m-periodiek, continu en stuksgewijs continu-differentieerbaar.
Inderdaad, f'(z) = 2(m — z) voor 0 < = < 27 en f'(xz) = 2(7m + z) voor
—21 < x < 0 met

lim f'(x) = lim f'(z) = 27 en hmf()—hmf() —27 .

z|0 zT0 |—27 127

De Fourierinversie stelling impliceert dat de limiet

hm Z znz
Jim fne

bestaat en gelijk is aan f(x) voor alle x € R. Maar

N
]&LH;OZ Fie'# = ot Jim 30 (e ® 4 Fic'®)
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Dus
2 1 . ((2k+1)x
/(@) _?2 2k + 1)3 Sm( 2 )
voor alle z € R.
(c) Neem z = 7. Dan geldt f(7) =72 en

% + 1
sin <w> = (=1)F voor k=0,1,2,3,... .

Dus
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waaruit blijkt dat
3

o (D)F
; 2k +1)3  32°

Opgave 3 De functie f(z) = z'g(z) met continue functie g(z) = e~2*" is absoluut integreer-
baar. Dus is de Fouriergetransformeerde g(s) een 4 keer differentieerbare functie
van s is met de 4-de afgeleide

d4§(3) — (—i)4 /_oo t4g(t)e—z‘st dt

4
ds o

waaruit volgt dat
= ‘ = ' d'g(s) 4 2 1g2
= / ft)e ™ dt = / ttg(t)e " dt = = V2nr(s* — 65>+ 3)e"2°
wegens g(s) = V2w g(s).

Bonus De breuksplitsing geeft
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Hieruit volgt voor de partiéle sommen met k > 2:

k

o+ 1 &
A= D5 Z+1 Z(k;?_ k+1))

:2 n=
1 1 1 1 1 1
T E TR TE R T E T e
1 1
4 (k1
Dus .
2n+1 . 1 1 1
> n2(n + 1)2 = dim A =g - IR 1

n=2



Deel 11

Opgave 1 We schrijven

1 o
=4 [ b= [ om0 =0
-1 -0
L 1 als |t <1,
waarin h(t) = e™2" en g(t) = { (2) :1: lt: > 1

Omdat beide functies g en h begrensd, continu en absoluut integreerbaar zijn, geldt
voor het convolutieprodukt f = g* h dat

F(s) = G(s)h(s) .
Het is bekend dat

h(s) = v2me 2 en §(s) = {

Sirsls als s # 0,
1 als s=0.

12
f(s) _J Vom % als s # 0,
v 2 als s =0.

Opgave 2 (a) Eerst onderzoeken we of er niet-triviale oplossingen zijn van
1
ut:umjLZu voor 0 <z <m, t>0, (1)

van de vorm u(z,t) = X (x)T'(t). We moeten dus hebben

T(t) 1 X"(z)

T 1 X(2)

voor alle 0 < z < wen t > 0. Dit kan alleen maar als beide leden constant
zijn: d.w.z. als voor een zekere constante A € R

X"(x) = AX(z) = 0, (2)

T(t) — (A + i) T(t) = 0. (3)

Zoals bekend worden alle oplossingen van (2) voor A # 0 gegeven door
X(z) = Ae"V> + Be ™V (4)
met A, B € C. Als A = 0 worden alle oplossingen van (2) gegeven door

X(x)=A+ Bz (5)



met A, B € R. Om aan de randvoorwaarde
(i) u(0,t) = ux(m,t) =0 voor alle ¢t >0
te voldoen moeten we hebben X (0) = X'(7) = 0. Het probleem

{X%@—AX@)
X(0) = X'(n) =

0,

0, (6)

heeft geen niet-triviale oplossingen as A = 0 (in dit geval impliceren de rand-
voorwaarden dat A = B =01in (5)). Als A # 0 leert (4)

A+B = 0,
Aeﬂﬁ_Be_ﬂﬁ = 07

waaruit volgt B = —A en
A+ ) <o

Niet-triviale oplossingen ontstaan dus als

VA = 1
ofwel
2V = inm
voor n =2k + 1 met k =0,1,2,3,.... Hieruit blijkt dat
(2k 4+ 1)?

A=— voor k=0,1,2,3,... .

4
Met deze A hebben we

X(a) = A (VX = e7V%) = 2idsin (M)

waarin A # 0 zuiver imaginair is. Het probleem (6) heeft dus de niet-triviale

oplossingen Ok + 1)
+ x)

XWﬂ:$n<

2
dan en slechts dan als ok 1 1)
A=y = 2D (7)
4
met £k =0,1,2,3,.... Nu wordt (3)
. 1—(2k+1)2
Ty = L g



waarin k = 0,1,2,3,... . Deze differentiaalvergelijking heeft de niet-triviale

oplossingen
—1((2k+1)2-1)t

T (t) =

™

Dus voldoet de functie

up(z,t) = Xp(2)Ti(t) = e‘i(l@_l)t sin (w)

zowel aan de partiéle differentiaalvergelijking (1) als aan de randvoorwaarden
(i). We krijgen de algemene oplossing is van (1) die aan randvoorwaarden (i)
voldoet door superposities te nemen van de basisfuncties u,(x,t), n.l.

i L@kt n((Qk;—]_).T) ' ®)

k=
De functie (8) voldoet ook nog aan beginvoorwaarde

(i) w(z,0) =z(2r —x) voor alle = € [0, 7]

als
- . ((2k+ 1z
o — 1) = b - 1l
(2T — 1) kE:O k sm< 5 voor alle z € [0, 7],

d.w.z. precies dan als we voor de coéfficiénten b, de Fouriercoéfficiénten nemen
van de oneven periodieke functie f(x) die op het interval [0, 27] gelijk is aan
x(2m — ). Opgave 2(b) in Deel I geeft

32
by = ——— k=0,1,2,3,....
k 7T(2k5+1)3 voor y Ly Ay Dy

Uit (8) blijkt dat
u(z,t) = bp sin <2> + R(z,1t)

waarin

i — 3@k 1]t ((Qk + 1)35)
— ]

k=
Wegens |sin&| < 1 voor alle £ € Ren (2k +1)2 — 1> 8 voor alle k > 1, geldt

“in ((2k; er 1)x)'

Rw,t)] < Zbke k)1

< Zb o~ 7l(2k+1)2-1]t
< Yone
k=1




ofwel
|R(z,t)] < Ce 2 voor alle x € [0, 7] en t > 0,

waarin C' = >"7, b. Omdat de reeks Y. | by convergent is, hebben we
C<oo.

Hieruit volgt dat lim; o, |R(z,t)] = 0 voor alle z € [0, 7]. Dus

lim wu(z,t) = by sin (;) _ 3 sin (;)

t—oo e
voor alle z € [0, 7].

Bonus Beschouw -
/ §(z* — a®) f(x) do (9)
waarin f : R — R een continue testfunctie is.

Als x van —oo naar oo loopt, dan loopt de variabele y = 2? — a? van oo naar —a?

en dan terug naar co. Dus geeft de substitutie van variabelen in (9)

/_Zé(xz—a2)f(x)dx = / Sy Vy+a?) + f(— \/y—l—a2)]¢

2\/y + a?

- Q—W [fwm) FIVY )]

1 "
= (@) + f(-a))
Maar ook
| 320+ 0+ 8~ s @) do = 5-(7(a) + F(-a))

Dus geldt voor iedere testfunctie f dat
/ §(z* — a® )dm—/ 21a[(5(x+a)+5(a:—a)]f(x)dx

ofwel

! —[0(x+a) +d(x —a)] .

§(z% —a?) = o



