Uitwerking Tentamen Analyse B, 28 juni 2012

Opgave 1 [15pt] Bereken

1

. 1 sin(wx)
lim (— .
x—1 \

Zij I =3, 3] Voor alle z € I\ {1} geldt dat

Hint: ab = ebloga,

1
Sin(ma) i 1 log =
(l) — eIOg(;) sin(rz) — e_siné{'rm:) .
T

Definieer f2)
p(z) = @) f(z) = —logz, g(z) = sin(mx).

De functies f en g zijn continu differentieerbaar op I met de afgeleiden
/ 1 /
fl(x)=—= en g'(x) =mcos(rx).
x

Verder hebben we f(1) = —log(1) = 0 en g(1) = sin(7) = 0, terwijl ¢’(x) < 0 voor alle x € I. De regel van
de I’Hopital is dus toepasbaar en geeft
f@) _f)_ -1 1

li = lim —* = = —.
el = =Y T R R

De exponentiéle functie is continu, dus

1 .
1\ st lim o (x)
lim | — = lim e?®) = ez—1 —er.
rx—1 x rx—1

Opgave 2 [15pt] Bewijs dat |arctan x — arctan y| < |z — y| voor alle z,y € R.

De functie f(u) = arctan u is continu differentieerbaar op R met

Merk op dat f/'(u) <1 voor alle u € R.

Als z =y € R dan |f(x) — f(y)| = 0 = |z — y|.

Zij z,y € R twee verschillende reéle getallen. Als x > y, dan bestaat er wegens de middelwaardestelling
een u €|y, z[ zo dat

fl(u) (@ —y).
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Hieruit volgt dat
[f(@) = fW) = 1f' (W)@ =y =[f ()] |z -yl < |z—y|

ofwel |f(z) = f(Y)| < |z —yl.



Als z < y dan bestaat er wegens dezelfde stelling een u €]z, y[ met

fly) = flx) = f'(u)(y — ),

waaruit steeds blijkt dat |f(z) — f(y)| < |z — y|.

Opgave 3 [30pt] Zij D = [0, %] x [0, 2]. Beschouw de functie f : D — R gedefinieerd door

(a)

2
f(z,y) =2sinz + 2siny + sin(z + y).

[5pt] Geef een bovengrens en een ondergrens van f op D.

Voor iedere £ € R geldt |siné| < 1. Met de driehoeksongelijkheid hebben we
|f(z,y)| = |2sinz + 2siny + sin(r + y)| < 2|sinz| + 2|siny| + |sin(zr +y)| <2+2+1=5
ofwel

voor alle (x,7) € R? en dus voor alle (z,y) € D. Dus is M = 5 een bovengrens en is m = —5 een
ondergrens van f.

Wegens siné > 0 voor & € [0, 7], zien we dat f(z,y) > 0 voor alle (z,y) € D. Uit f(0,0) = 0 volgt
dan dat
mrl)nf =0.

[10pt] Laat zien dat er één stationair punt (zg,yo) van f in D is met

V3-1

COS Ty = COS Yy = 5

De functie f is differenteerbaar op R? met de partiéle afgeleiden

of of
— 2 x 3 — 2 3 3 .
5 = 2COST + cos(z + ), 9y cosy + cos(x + y)

De stationaire punten van f zijn oplossingen van het stelsel

of

=L = o,

Ox 2cosx +cos(z+y) = 0,
ofwel

of 2cosy +cos(x +y) = 0.

L = o,

9y

Zij (xo,yo0) € D een oplossing van het stelsel. Dan moet coszy = cosyg gelden. Omdat cos een strikt
monotoon dalende functie op [0, 7] is, concluderen we dat xo = yo. Dit impliceert dat x¢ voldoet aan
de vergelijking

2cosxg + cos(2x9) =0 ofwel 2coszg + 2 cos’zo—1=0.

Definieer ¢ = coszg. Dan krijgen we de kwadratische vergelijking

1
ﬁ+t—§:m



die twee oplossingen heeft, nl.

-1+V3 ~1-3
= —— en tiy=

t - @
1 2 9 ’

waarvan to onacceptabel is wegens |ta| > 1. Voor t¢; is het evident dat 0 < ¢; < 1. Dus is er één
zo € [0, 5] zo dat
V3 -1

2

COS Ty = COSYy =
[15pt] Bepaal de minimale en maximale waarden van f op D.

De functie f : D — R is continu en de verzameling D C R? is begrensd en gesloten. Dus neemt f zijn
minimale en maximale waarden aan in D: Er zijn punten (p,q) € D en (P,Q) € D zo dat

f(p,q) < flz,y) < f(P,Q) vooralle (z,y)€ D.

We hebben al gezien dat f(0,0) een minimale waarde is van f in D.

De maximale waarde kan genomen worden 6f in een inwendig punt (£,7) € inw(D) 6f in een punt
(&,m) op de rand 9D van D. Als (§,n) € inw(D) dan moet dit punt een stationair punt zijn. Maar f
heeft slechts één stationair punt in inw (D), nl. (xg,yo) met yo = xo. De waarde van de functie in dit
punt berekenen we as volgt:

o, o) = 4sinxg + sin(2zg) = 2sinxg(2 + coszg) = —cos? xg (24 cosxg).
4 si in(2 2 si 2 24/1 2 2

Dit leidt tot

(3+V3).

2 2

f(zo,m0) = 1—<\/§2_1> <2+\/§_1>= V3

Om de maximale waarde van f op 0D te bepalen, merk eerst op dat f(x,y) symmetrisch is t.a.v. de
verwisseling van de argumenten. Het is dus genoeg om de maximale waarden van f op de segmenten
L={(z,y) e D|y=0}en R={(z,y) € D | x =T} te berekenen.

De beperking van f tot L is de functie ¢(z) = f(x,0) = 3sinz. Deze functie is strikt monotoon
stijgend met

max 1) = 3sin (Z) =3 en minvy =3sin0=0.
[0,%] 2 [0,3]

De beperking van f tot R is gegeven door

™

ey)=f (5,2/) = 2siny + cosy + 2.

Zijn afgeleide ¢'(y) = 2cosy — siny is gelijk aan nul in één punt y; € [0, ] met tany; = 2. Dit

impliceert dat
1 2
cosylzﬁ, Sinylzx/l—COSlezﬁ.

De waarden van ¢ in de randpunten y = 0 en y = 3 zijn

p0)=3 en ¢ (3) =4,

terwijl de waarde van ¢ in het inwendig punt y; €]0, 5[ is

4 1
I

3



Deze waarde is de maximale waarde van f op 9D, omdat ¢(y;) > 4.

Nu moeten we de positieve getallen a = f(zo, o) en 8 = ¢(y1) = f(0,y1) met elkaar vergelijken. We
hebben
(o® —9)* =108 > 80 = (8% — 9)?,

waaruit blijkt dat @ > 8. De maximale waarde van f is dus genomen in het punt (zo,zo), d.w.z.

V3
mgxfz\/;(?)—i—\/g).

Opgave 4 [15pt] Zij a < b en laat f : [a,b] — R een continue functie zijn. Neem drie
willekeurige punten zy, € [a,b],k = 1,2,3. Laat zien dat er een punt £ € [a, b] bestaat zo dat

f(x1) + f(a2) + f(x
Hint: Definieer een functie g : K — R waarin K = [a,b] X [a, ] X [a,b] door de formule
1)+ Jlz2) + (2
g(xl,xQ,l'g): f( 1) f(32) f( 3)
en bewijs dat g(K) = ¢, d] waarin ¢ = I[Illbl]lf en d = r[nzﬁcf

De functie f is een continue functie op een begrensd en gesloten interval. Definieer

c=min f, d=max
[a,b] / [a,b] -

Dan bestaan &,7 € [a,b] zo dat ¢ = f(§) en d = f(n). Bovendien geldt dat f([a,b]) = [c, d].
Voor iedere (x1,x2,x3) € K geldt

< Z
3 -3

max j + max j + max
[a,b] ! [a,b] f [a,b] f)

1
— | min f + min f + min <
<[a,b] f [a,b] ! [a,b] f)

flz1) + f(xa) + flaz) _ 1 <
3

ofwel

iy S ot ns) < s

Dit betekent dat g(K) C [c,d]. Verder geldt g(&,&,€) =cen g(n,n,n) =d.
Zij y(t) = (1 = t)§ +tn, t €[0,1]. Dan
(v(@®),~(),v(t)) € K wvoor alle ¢ € [0,1]

7(0),7(0),7(0)) = (£,€,€), (v(1),7(1),7(1)) = (n,m,n).
):

(
De functie t — @(t) = g(y(t),v(t),v(t)) is continu op [0,1] en ©(0) = ¢, (1) = d. Met de tussenwaardestel-

(

ling volgt dat [¢,d] C g(K).

We hebben dus g(K) = [¢,d] = f([a,b]). Neem een willekeurig punt (x1,22,23) € K. Dan y =
g(x1,22,23) € [¢,d]. Dus is er een punt & € [a, b] waarvoor f(£) =y ofwel f(§) = g(z1, 22, z3).

Opgave 5 [25pt] Zij a < b en laat f : [a,b] — R een Riemann-integreerbare functie zijn. We
willen in deze opgave bewijzen dat voor iedere € > 0 er een continue functie ¢ : [a,b] — R
bestaat zo dat

/ () = pla)] dv < e. (+)



(a) [10pt] Neem een ¢ > 0. Bewijs dat er een stuksgewijs constante (stap) functie ¢ :
[a,b] — R bestaat zo dat
£

b
[ 1)~ vt de < S

Neem een € > 0. Omdat f : [a,b] — R Riemann-integreerbaar is, bestat er een verdeling V' van [a, b],

V={a=zo<x1 <29<-<xp=D>}

zo dat B .

S(fvv) —§(f,V) < Ea
waarbij S(f,V) en S(f, V) boven- en ondersomen van f t.a.v. V zijn, resp. We weten dat voor iedere
verdeling

b
S(f,V)< [ fx)dz <S(f,V).

a

Hieruit volgt dat
b
[ @) do-srv) < 5

Definieer
m; = inf f, j=1,2,...,n,

[zj—1,7;]

en

fmy o x; <z<wzy, j=12,...,n
v(x) = My T=2
n - n-

(zie het plaatje).

mn

mo

x

a=x) x| 9 Tp =0

Dan f(z) > ¢(x) voor alle = € [a, b], de functie ¥ : [a,b] — R is Riemann-integreerbaar en

n b
SUV) =Y myla; —2i0) = [ w(e) do
i=1 a

b b b
/ (@) — (@) |de = / (f(z) — $(z))de = / J(2) de — S(.V) <

| ™



(b) [10pt] Pas de functie ¢ aan tot een continue functie ¢ : [a,b] — R zo dat

/w ()] da <

h = 5 1r§nji£1n |z — ;1]

g
<5
Zij

Beschouw z;,i = 1, 2,

n — 1 en neem een 0 zo dat 0 < § < h. Als m; # m;y1 dan passen we de
functie ¢ rondom x; als volgt

Mit1 m;

T

en noem de nieuwe functie . De functie ¢ : [a,b] — R is continu en voldoet aan

x;+0
/ 1) (o) d = s =i

voor ¢ =1,2,
Dit implicieert dat

.o,n—1.

n—1
/W |d$_2|m1+1 mz|5—M5

=1
waarin
n—1
M:Z|m¢+1—mz‘-
i=1
Kiesnudzodat 0 <d < hen M6 < Q. Dan geldt

/w 2)| do <

(c) [5pt] Bewijs dat voor deze functie ¢ geldt (x)

l\DI(T)

We hebben
|f(z) — @) < [f(z) — ()] + [¢(x) — p(z)| vooralle z € [a,b].

De absolute waarde van het verschill van twee Riemann-integreerbare functies is Riemann-integreerbaar
Dus levert de integratie van deze ongelijkheid de beoogte schatting

/ @) - gz < / @) — )l + / (e

r)|dr < 5 +

| ™
DO ™



Bonus Opgave [10pt] Zij f : R — R een begrensde en twee keer continu-differentieerbare
functie. Bewijs dat er een punt zy € R is zo dat f”(z¢) = 0.

Merk eerst op dat de functies f”/(x), f'(x) en f(z) allemaal continu zijn op R en dus Riemann-integreerbaar
op iedere begrensd en gesloten interval. Stel dat f”(z) # 0 voor alle z € R. Dan 6f f/(z) > 0 6f f(x) <0

voor alle z € R. Beschouw eerst het geval f”(z) > 0.
Wegens f”(z) > 0 is de functie f'(x) strikt momotoon stijgend op R. Er is dus een punt a € R zo dat

f'(a) # 0.

De Hoofdstelling van de Integraalrekening impliceert dat

ﬂﬂ=ﬂ@+/f@mg

en vervolgens

f(x) :f@+/3wwt

_ ﬂw+LQOw+LU%@%)ﬁ

x
a

f@+ﬂ@@—@f/([f@mgw.

/x </tf"(§) df) dt >0 wvoor alle z €R.

f(x) > f(a)+ f'(a)(x —a) voor alle z € R.

Maar

Dus

Deze ongelijkheid betekent dat de grafiek van f(x) boven de grafiek van de lineaire functie g(z) = f(a) +
f'(a)(x — a) ligt voor alle z # a (en deze lijn raakt in het punt (a, f(a))):

(@) f(@)
R

Als f’(a) > 0 dan is g(x) niet naar boven begrensd as * — 400, en dus f(x) ook niet. Als f/(a) < 0
dan is g(x) niet naar boven begrensd as x — —oo, en dus f(x) ook niet. In beide gevallen krijgen we een
tegenspraak met de begrensheid van f. Dus kan f”(x) niet strikt positief zijn.

Het geval f”(z) < 0 geeft op soortgelijke wijze dat f”(z) niet strikt negatief kan zijn. Er moet dus een
punt g € R bestaan zo dat [’ (z¢) = 0.



