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Een constructiepuzzel is een driedimensionale legpuzzel. Uit ervaring weet je ongetwijfeld dat het een hele kunst is zo’n constructiepuzzel in elkaar te krijgen. Een minstens zo grote uitdaging is het zelf een constructiepuzzel te ontwerpen. In dit artikel gaan we op zoek naar een nieuwe constructiepuzzel gebaseerd op het skelet van een kubus. Feitelijk gaat het niet om één puzzel, maar om een verzameling van duizenden verschillende puzzels, die lang niet allemaal even boeiend zijn. Om de meest interessante puzzels eruit te halen roepen we de hulp in van de computer. 

Het puzzelidee en de stukken

De kubus is een bekend uitgangspunt voor het ontwerp van een constructiepuzzel. De Soma-kubus is een bekend voorbeeld. Op de website http://home.planet.nl/~kalde063/puzzels/ned.htm  vind je een aardige selectie. 
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Het uitgangspunt voor onze puzzel is het skelet van een kubus. Elk puzzelstukje zal bestaan uit één hoekpunt met daaraan vast  drie halve ribben. Het plaatje hiernaast laat zien hoe de puzzel eruit ziet als die gemaakt is. Daarnaast staat één los stukje. Omdat elk puzzelstukje één hoekpunt bevat zijn er precies acht puzzelstukjes. Als we even verder tellen: acht puzzelstukjes elk met drie halve ribben, dat betekent dat er 24 halve ribben en dus twaalf hele ribben gevormd zullen worden. Dat klopt; elke kubus heeft twaalf ribben.
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Laten we eens een zo’n puzzelstukje (rechts) nader bekijken. De drie halve ribben kunnen op verschillende manieren tegen het hoekpunt aan zitten. Bekijk eens de halve ribbe linksonder op het plaatje. Die vormt de bovenste helft van een ribbe. Diezelfde halve ribbe had ook rechts, onder of links kunnen zitten. We noemen deze vier mogelijke posities de typen A, B, C en D: A=boven, B=rechts, C=onder en D is links. Dit geldt echter alleen als dat puzzelstukje zo ligt, dat alle drie halve ribben naar ons toe wijzen, en dan gelden de positienamen alleen voor de halve ribbe linksonder. Kijk nu eens naar het plaatje hieronder. De halve ribbe linksonder is van type B. Nu draaien we het puzzelstukje zo dat de halve ribbe van linksonder boven komt, de halve ribbe van boven gaat naar rechtsonder, en de halve ribbe van rechtsonder gaat naar linksonder (volgens de pijltjes; het resultaat staat in het middelste plaatje). Nu zien we dat de tweede halve ribbe van type D is. Draaien we het puzzelstukje nog eens op dezelfde manier, dan zien we dat de derde halve ribbe ook van type D is. We noemen dit puzzelstukje voor het gemak van type BDD. Als we bij een andere halve ribbe waren begonnen, dan hadden we misschien DBD gevonden, of DDB. Dit zijn echter dezelfde puzzelstukjes. We spreken af dat we van de drie mogelijke namen altijd de alfabetisch eerste naam kiezen. Dus niet BCA, maar ABC.

Hoeveel typen puzzelstukjes zijn er eigenlijk? Dat blijken er 24 te zijn. Namelijk: AAA, BBB, CCC, DDD, AAB, AAC, AAD, ABB, BBC, BBD, ACC, BCC, CCD, ADD, BDD, CDD, ABC, ABD, ACB, ACD, ADB, ADC, BCD, en BDC. De eerste vier hebben drie dezelfde halve ribben, de volgende 12 hebben twee halve ribben hetzelfde, en de laatste acht hebben drie verschillende halve ribben. Let goed op dat puzzelstukje ABC niet gelijk is aan ACB! Namelijk: ABC=BCA=CAB en ACB=CBA=BAC, maar deze twee stukjes zijn anders.

Een goede puzzel

Voor één puzzel moeten we acht stukjes hebben die passen. Dat geeft de vraag wanneer twee halve ribben samen één hele ribbe vormen. Het blijkt dat in een kubus, halve ribben A en D altijd op elkaar passen, en B en C ook. Maar anders passen halve ribben nooit. Het is logisch dat één type halve ribbe maar op één ander type past, want als een halve ribbe bijvoorbeeld boven zit, dan moet de bijbehorende halve ribbe natuurlijk onder zitten, en niet links, rechts of ook boven. Waarom zijn het dan niet A en C die passen? Dat komt omdat altijd één van de puzzelstukjes “gedraaid” zit ten opzichte van onze naamgeving van de halve ribben. De halve ribbe linksonder past op de halve ribbe rechtsonder van het buurpuzzelstukje in de kubus. Hoe komen we nu aan acht stukjes die een puzzel geven? Er zijn tenslotte 24x24x24x24x24x24x24x24 = 110.075.314.176 sets van acht puzzelstukjes. Voor een goede, zo moeilijk mogelijke puzzel willen we nog een paar dingen. We willen niet dat twee stukjes gelijk zijn, en ook de puzzelstukjes AAA, BBB, CCC en DDD willen we niet. Het maakt tenslotte niet uit als we deze stukjes draaien; ze passen of ze passen niet en dat maakt de puzzel gemakkelijker. Dus zijn er 20 typen puzzelstukjes waaruit we acht verschillende stukjes willen kiezen. Dat kan nog steeds op 125.970 manieren. Van elke keuze moeten we dan kijken of de puzzel een oplossing heeft. En het liefst willen we een puzzel die precies één oplossing heeft. Bestaat zo’n puzzel eigenlijk wel? Dat is de zoektocht naar een kubuspuzzel.
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Stel je voor dat we een computer gebruiken om de 125.970 sets van acht stukjes te analyseren. Dan moeten we een programma schrijven dat een puzzel oplost. Dat is niet zo moeilijk, maar de uitvoering van het programma is wel tijdrovend, zelfs voor een snelle computer. Er zijn namelijk voor één set van acht puzzelstukjes 11.022.480 manieren om de stukjes samen te voegen. Veruit de meesten hiervan zullen niet werken, maar dat weten we pas als we het proberen (voor de gevorderde wiskundigen: dat is 7! maal 3 tot de macht 7). En dan proberen we dus alles bij elkaar 1.388.501.805.600 mogelijkheden van alle sets puzzelstukjes. Dat is ook voor een snelle computer te gortig. Een miljard mogelijkheden testen kan in ongeveer tien minuten, afhankelijk van de computer natuurlijk. Maar we moeten hier ruim 1388 miljard mogelijkheden proberen, en dat is meer dan negen dagen!
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“Verzin een list, jonge vriend”, zou Olivier B. Bommel tegen Tom Poes zeggen. En dat doen we ook. In plaats van alle sets puzzelstukjes en de manieren waarop ze zouden kunnen passen af te lopen, bekijken we alle mogelijke ribben van een opgeloste kubus. Elke ribbe bestaat uit twee halve ribben, dat kunnen A en D zijn of B en C. Verder kan daarbij de A aan de ene of aan de andere kant zitten. Een ribbe is dus een verbinding van type AD, DA, BC of CB. Dat zijn vier mogelijkheden, en dat voor elk van de twaalf ribben. In totaal geeft dat 16.777.216 mogelijkheden voor alle ribben. 

Als we van elk van de twaalf ribben de verbinding gekozen hebben, dan weten we daarna welke acht puzzelstukjes we daarvoor gebruikt hebben. Een puzzelstukje wordt tenslotte bepaald door z’n drie halve ribben. De grote truc is dus dat we nu alle oplossingen van alle puzzels langsgaan, in plaats van alle sets van acht stukjes die misschien wel een puzzel vormen. Voor elk van deze ruim 16 miljoen oplossingen bepalen we de bijbehorende puzzel (de acht stukjes), en daarna kijken we welke puzzel het minst vaak een oplossing is.

De implementatie

Om het bovenstaande idee te implementeren is het nog wel even werken. Het programma bevat twaalf for-lussen binnen elkaar, één voor elk van de ribben. Met behulp van een schets van een kubus kunnen we zien welke puzzelstukjes door welke ribben bepaald worden. Als we helemaal binnen de twaalf for-lussen alle ribben en dus alle puzzelstukjes bepaald hebben, coderen we de gehele puzzel in één groot getal. Dit getal is zo groot dat het niet in een gewone Java 32-bits integer past, we moeten een Java long integer gebruiken. Alle 16.777.216 oplossingen worden één voor één in zo’n groot getal gecodeerd en achter elkaar in een array opgeslagen. Nu moeten we de array sorteren zodat dezelfde getallen achter elkaar komen te staan. Als een getal (dus een puzzel) vaker voorkomt dan heeft die puzzel meerdere oplossingen. We zoeken een getal dat maar één keer voorkomt. Dat getal hoort bij een puzzel die maar één oplossing heeft, en uit dat grote getal kunnen we de puzzelstukjes reconstrueren door het getal te decoderen.

We voegen nog één voorwaarde toe voor een goede puzzel: Het zou mooi zijn als we precies evenveel AD-combinaties als BC-combinaties (ribben) hebben in de puzzel. Kortom, de acht puzzelstukjes hebben zes halve ribben van elk van de typen A, B, C en D. Dan weten we zeker dat elke halve ribbe met meerdere andere halve ribben gecombineerd kan worden. En maar eentje is juist als we een puzzel vinden met maar één oplossing. In het computerprogramma gooien we alle puzzels waarin puzzelstukjes van type AAA, BBB, CCC of DDD voorkomen direct weg. En ook alle puzzels waarin twee stukjes hetzelfde zijn. En alle puzzels waarvoor de acht stukjes niet zes halve ribben van elk type hebben. Alle puzzels die daarna nog over blijven komen in de array die gesorteerd wordt.

De resultaten

Het computerprogramma heeft enkele minuten nodig. Daarvan zit de grootste tijdsbesteding in het sorteren, dat meer tijd kost dan de rest van het programma. Er blijken 1.023.360 oplossingen van alle puzzels te zijn die aan onze voorwaarden voldoen, en deze horen bij 2290 verschillende puzzels. De moeilijkste puzzels hebben 24 oplossingen en er zijn 34 van die puzzels. De makkelijkste puzzels hebben 1656 oplossingen en er zijn vier van deze puzzels. Het valt op dat elke puzzel een veelvoud van 24 keer voorkomt. Dat klopt ook: een puzzel met een unieke oplossing vinden we precies 24 keer. Dit komt door de symmetrieën van de kubus: een kubus kan op 24 manieren voor je liggen terwijl het toch dezelfde kubus is. Denk maar aan een dobbelsteen: we kunnen zes verschillende vlakjes boven leggen, en voor elk bovenvlak kunnen we nog vier verschillende vlakken kiezen voor de voorkant. Dus de puzzels waarvoor het programma 24 oplossingen vindt, hebben eigenlijk één unieke oplossing. En de puzzel met 1656 oplossingen heeft eigenlijk 69 verschillende oplossingen.

Bij het printen van de 34 puzzels die uniek oplosbaar zijn, blijken nog wat onverklaarde dingen: al deze 34 puzzels hebben vier precies dezelfde puzzelstukjes, namelijk AAD, ADD, BBC en BCC. Alleen de andere vier stukjes variëren per puzzel. Eén van die moeilijkste puzzels heeft de stukjes AAD, ACB, ACD, ADB, ADD, BBC, BCC, BDC, bijvoorbeeld.

Equivalente puzzels

De 34 uniek oplosbare puzzels zijn niet allemaal echt verschillend. Bijvoorbeeld, de puzzels met stukjes

AAD, ABC, ACD, ADB, ADD, BBC, BCC, BCD  en

AAD, ACB, ABD, ADC, ADD, BCC, BBC, BDC

zijn gelijk als we in de eerste puzzel elke B door een C vervangen en elke C door een B. De overeenkomstige stukjes staan onder elkaar. In de oplossing van de puzzels wordt elke BC-verbinding een CB-verbinding en omgekeerd. We noemen deze twee puzzels equivalent. We krijgen ook equivalente puzzels als we elke A en D door elkaar vervangen. Of als we beide omwisselingen tegelijk doen. Verder zouden we ook tegelijk elke A door een B kunnen vervangen, elke B door een D, elke C door een A, en elke D door een C. Ga maar na dat deze omwisselingen de unieke oplosbaarheid van de puzzel behouden. Zo’n omwisseling noemen we naar wiskundig gebruik een equivalentie. Als je een puzzel neemt en je laat er een equivalentie op los, dan krijg je een andere puzzel die niet echt anders is. We zeggen dat deze twee puzzels equivalent zijn, en in dezelfde equivalentieklasse zitten. Als we alle equivalenties opsommen dan blijken er acht te zijn. De notatie ABCD ( ACBD geeft aan dat elke halve ribbe A hetzelfde blijft, elke B een C wordt, elke C een B wordt, en elke D hetzelfde blijft. De acht equivalenties zijn: ABCD ( ABCD,  ABCD ( ACBD,  ABCD ( DBCA,  ABCD ( DCBA,  ABCD ( BADC,  ABCD ( BDAC,  ABCD ( CADB,  ABCD ( CDAB. De eerste equivalentie is de zogenaamde identiteit: er wordt niets omgewisseld, alles blijft hetzelfde. Hoeveel niet-equivalente puzzels zijn er onder de 34? Het lijkt overigens vreemd dat 34 geen 8-voud is, want puzzels horen toch in 8-vouden voor te komen? Dat komt als volgt. Er zijn twee puzzels, namelijk

AAD, ABC, ACD, ADB, ADD, BBC, BCC, BDC  en

AAD, ABD, ACB, ADC, ADD, BBC, BCC, BCD

waarbij alle acht equivalenties steeds elkaar of zichzelf opleveren. We krijgen soms geen nieuwe puzzel, maar precies dezelfde. De andere 32 puzzels komen wel in groepjes van acht voor. Kortom, er zijn vijf niet-equivalente puzzel-klassen.

Definitie van moeilijkheid

In onze zoektocht naar de moeilijkste puzzel zijn we nog niet klaar. Want de puzzels die uniek oplosbaar zijn hoeven niet allemaal even moeilijk te zijn. Daarom gaan we de moeilijkheid van een puzzel wiskundig definiëren. Maar eerst bekijken we hoe we een puzzel waarschijnlijk zullen oplossen, en wat daarbij moeilijk is.

Waarschijnlijk zal iedereen die probeert één van deze puzzels op te lossen beginnen met vier van de stukjes in een cykel aan elkaar te leggen, namelijk de vier stukjes die onder aan de kubus op de tafel zullen rusten. Daarvoor is het nodig een lus te maken: de vier onderste stukjes zitten met vier verbindingen in een rondje (nou ja: in een vierkantje) aan elkaar. Daarbij is het ’t lastigst om het [image: image6.png]


vierde stukje toe te voegen, want die moet aan beide buurstukjes passen. Daarna probeert de puzzelaar waarschijnlijk de bovenste stukjes één voor één toe te voegen. Het vijfde stukje (eerste bovenste stukje) zal makkelijk zijn: deze grenst maar aan één van de onderste stukjes. Daarna moet de puzzelaar tweemaal een stukje dat aan twee anderen grenst toevoegen, en tenslotte zal het laatste stukje aan drie anderen moeten passen. De puzzelaar zal van alles proberen met de bovenste stukjes, en als niets lijkt te lukken, de onderste cykel afbreken en een nieuwe onderste cykel proberen te maken. Daarna wordt de bovenste helft van de puzzel weer geprobeerd, enzovoorts. Als de puzzelaar een goede onderste cykel heeft gemaakt, dan is de puzzel vrij snel opgelost want er zijn nog maar vier stukjes. Maar als een cykel wordt gevormd die niet in de unieke oplossing zit, dan kan de puzzelaar opnieuw beginnen. Een puzzel is dus moeilijk als er veel verkeerde cykels zijn ten opzichte van het aantal goede cykels. Het aantal goede cykels is natuurlijk zes: één voor elk zijvlak van de oplossing van de kubus.

De computer wordt weer ingezet. Voor een set van acht puzzelstukjes kan je een programma schrijven dat het totale aantal verschillende cykels van vier puzzelstukjes telt. Het totale aantal cykels van twee equivalente puzzels is natuurlijk gelijk. Maar de niet-equivalente puzzels hebben verschillende aantallen cykels, te weten 107, 116, 116, 118 en 122; er zijn toevallig twee equivalentieklassen met evenveel cykels. De moeilijkste puzzels (en dat zijn er acht die equivalent zijn) hebben dus 122 cykels waarvan er maar 6 goed zijn. De puzzelaar heeft dus een kans van 6/122, dus minder dan 1 op 20, om met een goede cykel te beginnen. Hier is een voorbeeld van één van die moeilijkste puzzels: AAB, AAD, ABC, ADD, BBC, BCC, BDC, CDD. Het is één van acht equivalente puzzels die aan de volgende voorwaarden voldoen:

1. Geen stukjes AAA, BBB, CCC, of DDD

2. Geen twee dezelfde stukjes

3. Evenveel halve ribben van de typen A, B, C en D

4. Uniek oplosbaar

5. Zoveel mogelijk (niet goede) cykels van vier stukjes

Met deze acht puzzels is de zoektocht naar de moeilijkste puzzel beëindigd.

Ook van de puzzels met meerdere oplossingen kunnen we het totale aantal cykels bepalen. Het blijkt dat de makkelijkste puzzels inderdaad het grootste aantal cykels hebben, namelijk 230. Hoeveel van die cykels goed zijn weten we niet. De makkelijkste puzzels hebben weliswaar 69 oplossingen, maar er zijn veel minder dan 6 maal 69 verschillende goede cykels. Verschillende oplossingen kunnen deels dezelfde cykels hebben. Om toch het aantal goede cykels te bepalen zouden we van de 69 oplossingen alle cykels moeten nemen en de dubbelen eruit halen. De vier makkelijkste puzzels zijn overigens ook equivalent. Hier volgt er eentje: AAB, ABB, ACB, ADB, ADC, BDC, CCD, CDD.
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Andere kubuspuzzels
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Volgens hetzelfde principe kunnen we andere puzzels bedenken en analyseren. De grijze puzzel op het plaatje is in feite precies hetzelfde als het type dat we net beschreven hebben. Alleen de hoeken zijn veel dikker gemaakt, en de ribben zijn vervangen door een pen-en-gat constructie. De puzzel op het plaatje is één van die makkelijke puzzels, met 69 oplossingen.  Tot nog toe lieten we de hoekpunten heel en splitsten we de ribben op, maar we zouden ook anders te werk kunnen gaan: laat de ribben heel en verdeel de hoekpunten. In de figuur hieronder zie je een voorbeeld van hoe je dat zou kunnen doen. Dit soort puzzels heeft twaalf stukjes in plaats van acht. Ook kunnen we de zes zijvlakken van de kubus als basis nemen. Deze moeten dan bij de ribben en de hoekpunten kloppend gemaakt worden. Een aantal jaren geleden waren er zulke puzzels op de markt, gemaakt van schuimrubber. 
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Daarnaast zijn er nog veel meer kubuspuzzels te bedenken. Puzzels met scharnieren of schuivende delen, met grillige vormen, met gekleurde delen die ook op de een of andere manier goed moeten zitten, enzovoorts, enzovoorts. En de kubus is ook maar een vorm. Hieronder zie je ter afsluiting van dit verhaal nog enkele kubuspuzzels en andere meetkundige puzzels. De eerste twee plaatjes tonen een puzzel met drie stukken. Elk stuk bevat twee scharnieren, zodat de vorm van elk stuk niet bekend is. Het volgende plaatje bevat zes puzzelstukjes die tesamen een kubus kunnen vormen. Er zijn drie verschillende stukjes die elk tweemaal voorkomen. Bovendien zijn twee van de verschillende stukjes elkaars spiegelbeeld. De grotere stukken zijn opgebouwd uit vier balkjes van 3x1x1 tegen elkaar, en de kleinere stukken zijn opgebouwd uit vier balkjes van 2x1x1 tegen elkaar. Je hebt een buitengewoon goed meetkundig inzicht als je de oplossing van de puzzel nu kunt bedenken. De meeste mensen hebben 20-30 minuten nodig met de stukken in handen. De laatste puzzel bevat poortjes die in een grondplaat gezet moeten worden. De poortjes hebben verschillende breedten en verschillende hoogten en mogen elkaar in [image: image11.jpg]


een oplossing niet raken.
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Dit artikel is een uitgebreide versie van een verhaal dat geschreven is voor het jongeren-wiskundetijdschrift Pythagoras, en verschijnt in april 2004.
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