Tentamen Infinitesimaalrekening A, Uitwerking

27 oktober 1999, 14.00 - 17.00 uur

Opmerking: De onderstaande uitwerkingen zijn niet de enig mogelijke! Er zijn ook andere
goede oplossingen denkbaar.

2 2

1. a. We integreren twee keer partieel: [ 22 coszdr = 2?sinx — [ 2z sinzdr = z?sinz +

2

2z cos & — [2cos xdx = 2 sinx + 2z cos & — 2sin x. Door differentiéren controleren

we dit antwoord.

b. In f x cos(x )d.L stellen we r? = y en we vinden met de substitutiestelling [ z cos(z?)dz =
7 L cosydy = 5 siny = 5 sin z2. Differentiéren laat weer zien dat dit antwoord cor-
rect is.

c. De functie f:x — €” is oneindig vaak differentieerbaar, en f(0) = f/(0) = f”(0) =
F"(0) = f7(0) =1, f*(t) = €' en dus hebben we (Taylorveelterm met restterm,
steunpunt 0):

R A A
v t
€ —1+£L‘+—2! +—3! +—4! +5!€

voor een ¢ tussen 0 en z. Kiezen we z = 1/3,

72 3 4

T T
Yy = I1+z ‘|‘ a1 + g + E
dan is y rationaal, en |y — 7| < s < e < s (zelfs ois). Omdat e < 3
geldt namelijk 1 < ef < es < 2.
2. a. Er geldt:
a; dg ds
by by by | = arbycs + asbser + asbicy — asbye; — ashics — arbsey
C1 Cp C3
met de op het college behandelde definitie; evenzo
aq b] Cq
az by ¢y | = aybyes + bicaas + crazbs — c1byas — biazes — aycobs.
az by c3

Deze twee uitdrukkingen zijn aan elkaar gelijk.
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b. (i)-(ii) Gegeven P, = (1,1,1),P, = (2,4,3), P; = (3,2,—1). We berekenen het
uitproduct (P, — P) x (Ps—P) = (1,3,2) x (2,1,-2) = (—8,6,—5). Deze vector
staat loodrecht op het in (i) gevraagde vlak door Pi, P, Ps (hiermee is (ii) dus
opgelost).

De vergelijking van dit vlak is < (=8,6,—=5),(z,y,z) — (1,1,1) >= 0, dat wil
zeggen —8x + 6y — Hz = —T.

(iii) De oppervlakte van de driehoek met hoekpunten Py, P;, Ps is de helft van de
oppervlakte van het parallelogram opgespannen door (P, — Py) en (P — Py), dat is
dus de helft van de lengte van het uitproduct, dat is % 82 + 62+ 5% = %\/ﬁ =

3V5.
c. De inhoud van het parallelepipedum opgespannen door de vectoren O_pl, O_P2, OP;
is de absolute waarde van de determinant

11
2 4
3 2 -1

Door de eerste rij twee keer van de tweede rij af te trekken en drie keer van de
derde rij zien we dat de determinant gelijk is aan

1 1 1
0 2 1],
0 —1 —4

dat is 1. (-841) = -7. De inhoud van het parallelepipedum is dus +7.

3. (i) A bestaat uit R® zonder het punt (0,0,0), en f: A — R? is gegeven door

1

flz,y,2) = (m;

Tyz).

a. Als P = (z,y,z) een punt in A is, dan is de afstand tot (0,0,0) gelijk aan r =
Va?+y?+ 2?2 en r > 0. Het punt (0,0,0) ligt op de rand van de bol met
middelpunt P en straal r, dus die bol zelf (die bestaat uit punten @) met afstand
tot P kleiner dan r) is deel van A. A is dus open.

We schrijven nu fi(z,y,z) = m,fg(:v,y,z) = 1yz.

. .. 9 4z 9 _
De parti€le afgeleiden van f; zijn a—j;l(x, y,z) = m, %yl(:v, Yy, z) = W’
2.f -2z

(z,y,2) = (Crgrerw De tellers en noemers van deze functies zijn veeltermen
en dus continu, en de noemers zijn op A niet nul, dus de parti€le afgeleiden van
fi1 zijn continu.

De partiéle afgeleiden van f; zijn dfy/0x(x,y, z) = yz, 0f2/0y(z,y, z) = zz,
0f2/0z(x,y,z) = zy, dit zijn alledrie veeltermen, die dus continu zijn. Conclusie

is dat f differentieerbaar is op A (zelfs C').

b. Door invullen in de partiéle afgeleiden vinden we

=8 =2
DF(2,0,1):( T Sb)



De beste lineaire benadering van f is in de buurt van (2,0, 1) wordt gegeven door

de functie
=8 g =2 r =2
g(z,y,2) = f(2,0,1) + [ # 81 y ,
02 0)| Y,

dus g(z,y,2) = (3 — =(z —2) — &(z — 1), 2y).
c. Om het raakvlak aan het niveauoppervlak fl(:r: y, z) = ¢ in het punt (1,1,1) te

bepalen berekenen we Vf(1,1,1) = (=, —%,—%). De Vergehjkmg is dan
< (-1 -1 —%), (r,y,2)—(1,1,1) >= 0. Dit levert uiteindelijk 2z + y + z = 4.
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4. a. Omdat F(z,y,z) = (z° —zy + y°, v* —yz + 2°, 2° — zz + 27), geldt

3zt —y 3y’ —=x 0
DF(z,y,z) = 0 3y —z 32—y

3% — 2 0 322 — ¢

Er geldt G(z,y,z) = F(F(z,y, z)). De kettingregel levert nu:
DG(0,1,0) = DF(F(0,1,0)) 0 DF(0,1,0) = DF(1,1,0) 0 DF(0,1,0) =

22 0 -1 3 0 -2 12 =2
03 -1 |o 03 -1 |= 0 9 =3 1.
3 0 -1 00 0 -3 9 0

b. Stel k(z,y) = (z,y, f(z,y)). Omdat f differentieerbaar is en de functies (z,y) — =
n (z,y) — y ook, is k differentieerbaar. Nu volgt met de kettingregel Dh(z,y) =
Dg(k(z,y)) o Dk(z,y). (We kunnen hier zonder gevaar voor verwarring de drie

variabelen van g de namen (z,y, z) geven en z = f(z,y) schrijven.) Uitgeschreven

wordt dit:
Oh oh dg dg dg ! /
(_($7y> _(-f,y)) = (—(x,y,z) _($7y7 ) (x Y,z )) ( 0 1 ) :
Jz dy Jz dy 0z %(m,y) %(m,y)

Dus Vh(z,y) = (3;(z,y), ay(ﬂf v))
(gi(:ﬂ Y,z ) g (x Y,z ) ax(x y)?@ (:C Y, )+§_Z($7yvz)'%($ay))-

c. Voor x = 1, y = 1 hebben we ¢* + ¢ — 2 = 0, hieraan wordt voldaan door ¢ = 1.
Conclusie ¢(1,1) = 1. Nu kunnen we onderdeel b. toepassen met z = f(z,y) =
c(z,y), g(z,y,2) = 2° 4+ zy* — 22°. We krijgen dan h(z,y) = 0 dus Vh(z,y) =
(0,0). Invullen levert twee vergelijkingen:

Ten eerste (0 = —(x y,z)+ gz (x,y,2 ) ga{(x y) = —4a +(3¢? —{—yQ)g—;(x,y), hieruit
krijgen we voor z = 1,y = 1,¢ =1, —(1 1)=1.

Ten tweede 0 = ag( T,y,z)+ 82( VY, 2) f( vy) =2cy+ (3¢ +y ) ( ,y). Voor
z=1ly=1,c=1komter0=2+42(1,1) dus 55(1,1) = -§.



