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Kapitel 1
Einleitung

Eine der bekanntesten Eigenschaften der klassischen Zermelo-Fraenkelschen Men-
genlehre ZFC ist, dass sie, obwohl sie fiir fast jede Frage, die auf anderen Gebie-

ten forschende Mathematiker interessiert, eine Antwort zu haben scheint (und

also eine geeignete Fundierung der Mathematik ist), dennoch in hohem Mafie un-

vollstédndig ist. Man muss keine gédelschen Liignerkonstruktionen anwenden, um

unentscheidbare Sétze zu finden, sondern viele der natiirlich aus dem Gebiet der

Mengenlehre wachsenden Fragen sind in ZFC (und a forteriori ZF) unentscheid-

bar: Die Kontinuumshypothese, Prinzipien der kombinatorischen Mengenlehre

wie ¢ oder Martins Axiom, die Souslin-Hypothese oder grofie Kardinalzahlaxio-

me (vorausgesetzt, sie sind {iberhaupt konsistent).

Dies mag zunichst als Schwachpunkt der Theorie erscheinen, insofern dass
man ZFC fiir eine fahrlissige Unterbestimmung des Mengenuniversums halten
mag, und man kénnte geneigt sein, dieses System durch ein vollstéandigeres (wie
ZFC+V = L) zu ersetzen. Tatséchlich begeht aber nur ein verschwindender
Bruchteil der Mengentheoretiker diesen Weg. Ein Teil begriindet dies mit ei-
nem quasi-platonischen Argument des Vertrauens in die Giiltigkeit der ZF(C)?
Axiome, das sich nicht auf Axiome wie V = L erstreckt.

Der grofite Teil wird allerdings darauf hinweisen, dass die vermeintliche
Schwiiche schon lingst als Stérke erkannt wurde. Wer V = L als Axiom an-
nimmt, beschriankt sich auf solche Welten, in denen die Kontinuumshypothese
gilt und in denen es keine messbaren Kardinalzahlen gibt und verpasst so viel un-
tersuchenswerte Struktur. Auflerdem ist fiir die restliche Mathematik durchaus
auch die Moglichkeit interessant, unterschiedliche Axiome anzunehmen (etwa
das Axiom der Determiniertheit fiir die Spieltheorie oder die Lebesguemessbar-
keit aller Teilmengen der reellen Zahlen).

Ein iiberaus bedeutender Anteil der Impulse der modernen Mengenlehre
wurde durch den Wunsch zur Untersuchung von relativen Modellen der Men-
genlehre gegeben. Diese gehen von einem bereits existierenden Modell aus und
transformieren es in ein anderes, iiber das eventuell mehr ausgesagt werden
kann. Ublicherweise wird dies ,,von innen“ ausgefiihrt, das heiBt es wird nicht
von einer Menge ausgegangen, die Modell ist, und dann eine anderes Modell
konstruiert, sondern man arbeitet in dem Modell und gibt eine Klasse an, die
wieder die Eigenschaften eines Modells der Mengenlehre hat.

IDie Bezeichnung ,,ZF(C)“ soll andeuten, dass die gemachten Aussagen sowohl fiir ZF als
auch fiir ZFC gelten.
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Diese Modellkonstruktionen schulen nicht nur die Intuition iiber Universen
und geben Einblicke in das Zusammenspiel verschiedener Prinzipien, sondern
liefern ganz konkrete Unabhingigkeits- und Konsistenzresultate. Dabei spielt
es keine Rolle, wenn die Konstruktion aufler finitistischen Methoden die Men-
genlehre im Hintergrund verwendet. Denn kann man in ZF(C) ausgehend von
einem Modell fiir ZF(C) eines fiir ZF(C)+T" konstruieren, so gilt

ZF(C)F Cons(ZF(C)) — Cons(ZF(C) +T)

Wiére nun ZF(C)+T' inkonsistent, so wire dies auch ein Theorem von ZF(C)
und also wére

ZF(C)F =Cons(ZF(C))

Dann wére aber schon ZF(C) inkonsistent (etwa nach dem Satz von Lsb [18]).
Also ist ZF(C)+T relativ konsistent?.

Die ersten relativen Modelle fiir klassische Mengenlehre zeichneten sich da-
durch aus, dass sie — unter Verwendung der natiirlichen Elementschaftsbezie-
hung — das Universum verkleinerten, also auf bestimmte Mengen harmloserer
Art beschrénkten, iiber die man viele Aussagen treffen konnte (beispielsweise
die konstruktiblen Mengen in Gédels L). Da es mit Godels L ein kleinstes solches
inneres Modell gibt, ist der Anwendbarkeit dieser Methode Schranken aufgelegt.
Was in L nicht gilt, kann man in keinem inneren Modell zeigen, da eventuell L
schon das ganze Universum und das innere Modell also wieder L sein konnte.
Um weitere Resultate zu erzielen, mussten also Verfahren entwickelt werden, die
das Universum vergréfiern.

Dies gelang Cohen mit seiner beriihmten Forcing-Konstruktion, die sich
als iiberaus méchtig erwiesen hat. Hierbei wird eine Klasse an Namen, die
auf eine partielle Ordnung Bezug nehmen, erzeugt, in die das Universum V
natiirlicherweise eingebettet werden kann, und auf denen eine etwas komple-
xere Elementrelation (und Logik) definiert wird®. Auf Grund geeigneter Ein-
bettungstheoreme kann man sich auf Boolesche Algebren als partielle Ordnun-
gen beschranken. Dann besteht die Klasse der Namen, also das Universum des
Modells, aus Mengen, deren Elemente erblich mit Elementen der Booleschen
Algebra bewertet sind. Man gibt den Mengen des konstruierten Modells also
gewissermaflen mehr Information zu jedem Element mit: Wahrend eine Menge
im Hintergrund zu jedem Element nur die Information hat, dass es darin liegt,
hat eine Menge des Modells auch die Information wie sehr.

Ahnlich wie ZF(C) als Fundament der klassischen Mathematik dient, wurde
Aczels Theorie CZF als Fundament der konstruktiven Mathematik konzipiert.
Es enthélt jene Prinzipien, die (fast) allen konstruktiven Mathematikern gemein
sind, und kann je nach Bedarf einer einzelnen Schule um einige ergénzt werden
— Brouwersche Intuitionisten wiirden etwa das FAN-Theorem hinzunehmen wol-
len, russische Konstruktivisten die Churchsche These oder Markovs Prinzip und

2Dieser Beweis der relativen Konsistenz durch Kontraposition ist nicht unkonstruktiv, da
es sich bei Konsistenz um eine negative Aussage handelt.

3Dies ist nicht identisch mit Cohens urspriinglichem Zugang zu Forcing, motiviert aber die
im folgenden ausgefithrten Konstruktionen besser.



Analytiker der Bishopschen Schule vermissen vermutlich ein Auswahlprinzip wie
DC. Gerade die Eigenschaft, viele sinnvolle und interessante Erweiterungen zu
besitzen (iiberhaupt hat CZF ja viel mehr Erweiterungen als ZF), die grundle-
genden Konstruktionen aber ausfithren zu kénnen und dabei beweistheoretisch
eine relativ niedrige Stirke zu haben, verheiffit Hoffnung auf eine spannende
Theorie der Modelle.

Die Forcing-Konstruktion kann in Kontexten mit intuitionistischer Logik
iibernommen und sogar verallgemeinert werden. Man kann ndmlich bei den Boo-
leschen Algebren auf die Forderung, in ihnen miisse das ausgeschlossene Dritte
gelten, verzichten und also Heyting-Algebren betrachten. Leider sind in einer
pridikativen Theorie wie CZF Heyting-Algebren (oder gar Boolesche Algebren)
duflerst rar. Mittels des Zusammenhangs von Heyting-Algebren zu formalen To-
pologien hat Gambino allerdings die Forcing-Konstruktion erfolgreich auf CZF
adaptiert [15].

Eine weitere Methode um Modelle konstruktiver Theorien zu gewinnen ist
die von Kleene fiir die Heyting-Arithmetik eingefiihrte Realisierbarkeit. Ein Rea-
lisierer einer Formel ist hierbei eine Art Algorithmus, der den konstruktiven
Inhalt einer Formel zu fassen sucht. Will man diese Methode auf die Mengen-
lehre adaptieren, konstruiert man ein Universum, in dem jedes Element einer
Menge mit einem Realisierer, der intuitiv gesprochen den Grund angibt, aus
dem das Element in der Menge ist, gegeben ist (auf erbliche Weise). McCarty
[20] entwickelte dies fiir die extensionale, aber unpriidikative Mengenlehre IZF
und Rathjen [22] adaptierte diese Methode fiir die konstruktive Theorie CZF.
Damit erzielte er nicht nur zahlreiche Unabhéngigkeitsresultate sondern auch
viele andere interessante Ergebnisse (etwa die V- und die 3% Eigenschaft von
CZF), was die Bedeutung dieser Methode unterstreicht.

Diese Arbeit ist angeregt durch eine Vermutung von Peter Aczel, dass diese
beiden Hauptmethoden fiir relative Modellkonstruktionen gemeinsam verallge-
meinert werden konnten (und fiir hoherstufige Logik entwickelt er derartiges
impredikativ [4]). Dies ist in der Tat der Fall und diese gemeinsame Verallge-
meinerung soll vorgestellt und untersucht werden.

Dabei wird zunéchst in Kapitel 2 kurz auf die Theorie CZF und die anderen
Theorien (etwa IZF) eingegangen, die Theorien werden vorgestellt und einige
wesentliche Tatsachen wiederholt. Im dritten Kapitel werden die im Folgenden
wesentlichen algebraischen Strukturen eingefiihrt. Applikative Strukturen ent-
sprechen der Realisierbarkeitstheorie und Heyting-Algebren und formale Topo-
logien der konstruktiven Erweiterung von Forcing. Indem man eine formale To-
pologie mit zusétzlicher Struktur aufriistet, erhélt man die algebraische Struktur
namens applikative Topologie. Da diese Struktur hier erstmals eingefiihrt wird,
werden einige im Spéteren wichtige Eigenschaften iiber sie hergeleitet, insbeson-
dere ihre Fihigkeiten zum Betreiben von Rekursionstheorie.

Die eigentliche Modellkonstruktion erfolgt im Kapitel 4. Zundchst wird das
Modell definiert, das eine applikative Struktur als freien Parameter hat, und
anschlieend wird gezeigt, dass in ihm Prédikatenlogik und CZF gilt, sofern
dies im Hintergrunduniversum zutrifft. Dieses Resultat wird sogar nicht nur fiir
CZF gezeigt, sondern auch fiir IZF und einige Zwischentheorien, fiir alle die
die vorgestellte Methode also relative Modelle zu liefern im Stande ist. Dieser
Abschnitt ist relativ aufwindig, da die Beweise deutlich komplizierter als in den
Spezialfillen der Heyting-Modelle und der Realisierbarkeit sind. Danach werden
einige Absolutheitsresultate betrachtet, was einerseits schon als direktes Studie-
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ren der erhaltenen Modelle zu zdhlen ist, andererseits aber auch als Erweiterung
der Modellkonstruktion auf weitere Theorien gesehen werden kann. Die dort
eingefithrte Absolutheit in natiirlichen Zahlen ist ein wichtiges Hilfsmittel zum
Arbeiten mit den Modellen. Das Kapitel schlieBt mit einfachen Eigenschaften
der realisierten Elementbeziehung und Gleichheit.

Anschlieend wird in Kapitel 5 gezeigt, inwiefern Heyting-Modelle (erster
Abschnitt) und Realisierbarkeitsmodelle (zweiter Abschnitt) Spezialfille der ein-
gefithrten Techniken sind. Es werden Eigenschaften der applikativen Topologie
isoliert, unter denen sich einiges so verhélt wie bei Realisierbarkeitsmodellen,
die aber doch noch recht allgemein sind.

Die Motivation fiir Verallgemeinerungen in der Mathematik ist meist der
gesteigerte Uberblick durch stirkere Abstraktion, verbunden mit erhéhter Oko-
nomie, die dadurch resultiert, dass man ehedem Getrenntes als Spezialfille des
selben ansieht und die Eigenschaften der Spezialfille nur einmal, fiir die Ver-
allgemeinerung, entwickeln muss. Allerdings schwingt natiirlich stets die Hoff-
nung mit, dies konne auch neue Resultate erméglichen und Anwendungen fin-
den, die mit keinem der Spezialfille erhalten werden kénnen. Diese Hoffnung
wird sich im Kapitel 6 iiber konkrete Modelle als gerechtfertigt herausstellen.
An einigen Beispielen sollen hier applikative Topologien angegeben werden, die
weder von Heyting-Algebren noch von applikativen Strukturen herriithren. Die
mit ihnen konstruierten Modelle fithren zu einigen Aquikonsistenz- und Un-
abhéingigkeitsresultaten, die nach Wissen des Autors neu sind und auch nicht
ohne weiteres mit den bekannten Methoden erzielbar sind.



Kapitel 2

Die Theorie CZF

CZF wurde 1978 von Peter Aczel in [5] als konstruktives und prédikatives Fun-
dament der Mengenlehre eingefiihrt, also fiir die selbe Rolle, die die klassi-
sche Mengenlehre ZFC beziiglich der klassische Mathematik iibernimmt. Sie
ist schnell zu einer Standardtheorie der konstruktiven Mengenlehre geworden.
Als ihre konstruktive Rechtfertigung wird meist ihre Einbettbarkeit in Martin-
Lofsche Typentheorie angegeben [29].

Eine gute Referenz fiir CZF ist [1]. Falls nicht anders angegeben, stammen
alle Definitionen und nichttrivialen Resultate iiber CZF samt Beweis mit nur
kleinen Anderungen daraus.

2.1 Axiome

2.1.1 Logische Axiome und einfache Konventionen

CZF ist eine intuitionistische Theorie der ersten Stufe mit Gleichheit. Thre Spra-
che enthélt abzidhlbar viele Variablen, fiir die verschiedenste lateinische und
griechische Buchstaben mit Variationen (wie Strichen oder Akzenten), beson-
ders jedoch a, b, c, x, y und z, Mitteilungszeichen sind!. Sie enthélt die Aussa-
genkonstante®? L, die Junktoren A, V und — und die Quantoren V und 3. Die
Sprache soll das Zeichen = enthalten, das als logisches Zeichen aufgefasst wird?.

Klammern sind wie iiblich enthalten und es werden die géngigen Klammer-
konventionen verwendet, also binden A und V etwa stérker als -, A - B — C
ist zu lesen als A — (B — (), AABAC bedeutet (AA B) AC und dergleichen.
Gesondert erwiahnt werden sollte noch die Konvention, dass in Abwesenheit von
Klammern der Bereich des Quantors Va kleinstmoglich ist; Vo ¢ A ¢ bedeutet
also etwa (Vz¢) A 1. Sind quantifizierte Variable und Matrix des Quantors je-
doch durch einen Punkt getrennt, so soll der Bereich des Quantors grofitmaoglich
sein; Vz.¢ A 1 bedeutet also etwa etwa Va(¢ A ). Im Allgemeinen sind spéter
eingefithrte Klammerkonventionen stérker als frither eingefiihrte, insbesondere

I Tatsichlich werden an spiterer Stelle sogar Mitteilungszeichen verwendet, die keine Buch-
staben sind, etwa <. Dies wird dann aber offensichtlich sein.

2Dies ist eigentlich nicht notwendig, da man sich diese Aussage auch als Vzy.z = y definie-
ren konnte.

3Das bedeutet, dass die Gleichheitsregeln nicht zu den Axiomen von CZF sondern zu den
Regeln des logischen Kalkiils gezahlt werden.
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die zu den Quantoren stéirker als die zu den Junktoren. Die Klammerkonvention
zu |k, die mit der Realisierbarkeit eingefiihrt wird, wird noch stérker sein.

Wir verwenden T fiir Vo z =2 und —¢ fiir ¢ — 1. Andere Schreibweisen,
wie ¢ «— 1, 3z ¢ oder Yz €a ¢, werden auf die offensichtliche und iibliche Weise
verwendet.

Die Sprache von CZF hat ein zweistelliges Relationszeichen, namlich €, wo-
bei wir a € b statt € (a,b) schreiben.

Mit ¢[z := t], soll die Formel bezeichnet sein, die aus der Formel ¢ entsteht,
in der man alle freien Vorkommnisse von = durch ¢ ersetzt. Mit der Schreibweise
¢(x) ist nur gemeint, dass in Zukunft ¢(¢) als ¢z := t] gelesen werden soll.
Dabei kann ¢ eine Variable oder ein Klassenterm sein:

Ein Klassenterm ist ein Ausdruck der Gestalt {z|¢}, wobei ¢ eine beliebige
Formel ist. Klassenterme werden wir in Formeln syntaktisch wie freie Variablen
verwenden. Formeln mit Klassentermen sind nur Abkiirzungen fiir entsprechen-
de ldangere Formeln in der Sprache von CZF, wobei

e = € {y|p} eine Abkiirzung ist fiir gly := z]

x = {y|¢} eine Abkiirzung ist fiir Vz€x ¢(2) AVz.9(2) —» z €z

{yl¢} = x eine Abkiirzung ist fiir Vz € z ¢(2) AVz.¢(2) — z € x

{y|¢} € x eine Abkiirzung ist fiir Jz€x 2 = {y|o}

{yl¢} € {y|v} eine Abkiirzung ist fiir 3z. z = {y|o} A z € {y|}
{y|¢} = {y|v} eine Abkiirzung ist fiir Vz. z € {y|p} — z € {y|y}
{y|é¢} C {y|v)} eine Abkiirzung ist fiir Vz. z € {y|¢p} — 2z € {y|v}

Die Quantoren laufen nicht iiber Klassenterme. Insbesondere wird man fiir
t Klassenterm aus Va ¢(z) nicht auf ¢[z := ¢] und aus ¢(t) nicht auf Iz ¢(x)
schlieflen konnen. Mit Aussagen wie ,,Fiir alle Klassen ...“ oder ,Es gibt eine
Klasse ...“ meinen wir die entsprechende metasprachliche Aussage wie ,,Fiir alle
Formeln gilt fiir den von ihnen definierten Klassenterm ...“. Dabei soll Existenz
einer Formel die Angebbarkeit einer solchen beinhalten. Ohne damit ontolo-
gische Voraussetzungen zu implizieren, wird von ,Klassen“ als das, was von
Klassentermen bezeichnet wird, gesprochen — ebenso, wie von ,,Mengen® als
das, was die Variablen bezeichnen, gesprochen wird. Mit der Ausdrucksweise,
eine Klasse mit dem entsprechenden Klassenterm {y|¢} sei eine Menge, ist die
Aussage Jx x = {y|o} gemeint. Mengen a werden mit der Klasse mit Klas-
senterm {y|y € a} identifiziert. Die Rechtfertigung dafiir nimmt man daraus,
dass die Aussage Vx {y|y = a} = x ableitbar ist. Den Klassenterm {y|L} kiirzt
man mit @ ab und bezeichnet die entsprechende Klasse als leere Klasse. Den
Klassenterm {y|T } kiirzt man mit V' ab und bezeichnet die entsprechende Klas-
se als Allklasse. Fiir eine Menge a bezeichnet man mit P(a) die Potenzklasse
{z]z C a}.

Klassenterme der Form {z|¢(z)} konnen freie Variablen enthalten, z wird
allerdings als gebunden betrachtet. In der Zukunft soll im Falle einer drohenden
Variablenkollision stets automatisch eine gebundene Umbenennung geschehen,
ohne dass dies explizit erwdhnt wird.

CZF ist eine intuitionistische Theorie erster Stufe mit Gleichheit, ein Kalkiil
(im Hilbert-Stil) dafiir ist etwa [20]:
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L ¢—(—09)

2. (0= @W—10) = (¢—v) —(¢—90))
3. ¢ — (¥ — (6 AY))

4. (6NY) — ¢

5. (0AY) =

6. ¢ — (¢V 1)

7= (dVY)

8. (pVe) = (¢ —0) = (¥ —0)—0
9. (¢ =) = (¢ = ) = ¢

10. ¢ — —¢p — ¢

11. Vzp(x) — ¢[z] fiir z frei fir z in ¢

12. ¢[z] — Jxp(x) fiir z frei fir z in ¢
13. Vzez ==
4. Vey.zc=y—y==2x
5. Veyz. o =y—y=z—-x=2z2
16. Voyz.x =y —y€z—x €2
17. Veyz.x =y —y>2z—x 32

Der Kalkiil enthélt drei Inferenzregeln:

L ¢,¢ =tk

2. ¢ = Y(y) F ¢ — Vau(x) fiir y frei fiir x in ¢ und nicht frei in ¢ und
3. ¢(y) — ¥ F Jzp(x) — o fiir y frei fiir x in ¢ und nicht frei in ¢ und

2.1.2 CZF__

Die Axiome von CZF ergeben sich aus den Axiomen der Zermelo-Fraenkel-
Mengenlehre ZF, indem jedes dieser Axiome durch ein klassisch dazu dquiva-
lentes ersetzt wird, das aber eine pradikative und konstruktive Aussage ist.

Die Grundaxiome iiber Extensionalitéit, Paar- und Vereinigungsmengen wer-
den tibernommen:

Extensionalitédtsaxiom Va,b. Vc€acebAVecebecca—a=1D
Paarmengenaxiom Va,bdcc = {z|lx =aVx =b}

Ein solches ¢ (das nach Extensionalitit eindeutig ist) bezeichnet man mit

{a,b}.

Vereinigungsmengenaxiom Va3b b = {z|Jy€a x €y}
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Dieses ebenfalls eindeutige b bezeichnet man mit | J a. [ J{a, b} wird auch kurz
a U b geschrieben.

Ag-Separation Va3db b = {z|z € a A ¢(x)} (fiir alle ¢ beschrinkte Formel, b
nicht frei in ¢(x))

Ag-Separation ist eine Abschwichung des klassischen Axioms der vollen Se-
paration. Im Unterschied zur klassischen Mengenlehre wird ndmlich nur fiir
Ag-Formeln (auch beschrinkte Formeln) ¢, also solche, in denen alle Quantoren
durch Mengen beschrénkt sind, mithin nur in der Form Ja € b bzw. Va € b
vorkommen, Aussonderung gefordert.

Diese Einschrankung entspricht dem Prinzip der Pradikativitédt: Um zu neu-
en Mengen zu gelangen, kann man nicht von einem bereits vollendeten Men-
genuniversum ausgehen. Die Aussonderung nach einer unbeschrinkten Formel
wiirde allerdings die neue Menge {z|x € a A ¢(x)} einfithren, was das Mengenu-
niversum, auf das ¢(x) Bezug nehmen wiirde, éndert. So wéren die Elemente
der Menge von einer Eigenschaft der sich durch die Einfithrung dieser Menge
dndernden Gesamtheit aller Mengen abhéngig.

Das klassische Fundierungsaxiom wiirde das ausgeschlossene Dritte implizie-
ren. Es wird darum durch das in intuitionistischer Logik schwéchere Prinzip der
Mengeninduktion (Set Induction) ersetzt:

Mengeninduktion Va(Vbea ¢(b) — ¢(a)) — Yap(a)

Das Unendlichkeitsaxiom sollte so formuliert werden, dass es eine kleinste in-
duktive Menge gibt. Im Gegensatz zu Systemen mit voller Separation kann man
aus einer beliebigen induktiven Menge sonst némlich nicht per Aussonderung
eine kleinste solche erhalten:

Unendlichkeitsaxiom Jw.() € w AVnew nU{n} € w) AVw'.
(0 ew AVnew nU{n} ew') »wCuw

Der Zeuge fiir diese Aussage wird auch in Zukunft mit w bezeichnet und die
Menge der natiirlichen Zahlen genannt. nU{n} wird auch mit n+ 1 bezeichnet.

Die Theorie, die nur die bisherigen Axiome enthélt, heile CZF_ _. Sie reicht
fiir die folgende Modellkonstruktion bereits aus?, wie sie auch iiberhaupt fiir vie-
le andere, einfache mengentheoretischen Konstruktionen gentigt. Die beiden wei-
teren Axiome von CZF werden auch oft abgeschwicht oder verstirkt betrachtet.
Darum sollen hier mehrere Erweiterungen von C'ZF_ _ zugleich definiert wer-
den, die bis zu eine Variation des Ersetzungsschemas und bis zu eine Variation
des Potenzmengenaxioms enthalten.

Vorher einige Eigenschaften und Definitionen:

Definition 1. Zu a und b Mengen sei das Paar (a,b) definiert als {{a}, {a,b}}.
Es gilt:

(a,b) = (¢,d) = a=cAb=d

Es sei x xy ={(a,b)la € x Nb € y}. Dies ist eine Menge, falls x und y Mengen
sind. Eine Teilklasse v von x X y heif$t Relation von x nach y, und es sei

4wenn auch nicht zum Beweis des Konsistenzsatzes fiir CZF fiir diese Modelle
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o r~1:={(b,a)|(a,b) €r}
o r[X]:={bey|FaeX (a,b)er}
e r(a):=0, falls A (a,V') € r A (a,b) €r

e r:x =3y, fallsVacx b€y (a,b) €r. Ein solches r nennt man auch
mehrwertige Funktion oder muv-Funktion oder totale Relation.

er:x ==y, fallsr:x = yArly=a

er:x —y, fallsVaex Fbey r(a) = b. Ein solches r nennt man auch
Funktion.

er:x <y, fallsr:z—yAVbeyVa,d €x. (a,b)erA(d,b)er —a=d.
Ein solches r nennt man injektiv.

o r:x vy, fallsr:x — yAr~! :y = x. Ein solches r nennt man surjektiv.

er:x vy fallsr:x - yAr:x — y, was dquivalent ist zu r : x —
yAr~t:y — x. Ein solches r nennt man bijektiv.

In Ubereinstimmung mit dem tblichen mathematischen Sprachgebrauch wird
manchmal auch r~y verwendet fiir r—*[{y}] und r=2(Y) fiir r=1[Y], dies wird
aber aus dem Zusammenhang hervorgehen. Steht statt r eine Formel ¢(x,y)
mit zwei ausgezeichneten Variablen, so ist gemeint, dass die durch diese Formel
definierte Klassenrelation

{(z,9)l¢(z,y)}

die betreffende Figenschaft hat. Falls x und y Klassen sind, werden die Zeichen
analog verwendet.

BEWEIS. Dies findet sich etwa in [1]. Q.E.D.

2.1.3 Variationen des Ersetzungsschemas

Klassische Mengenlehre enthélt das Ersetzungsschema (Replacement), also
Ersetzungsschema Va. ¢p:a —V — 3b ¢ : a — b fiir alle Formeln ¢

Allerdings kann man gerade in konstruktiven Umgebungen haufig nicht die
Rechtseindeutigkeit einer Klasse zeigen, aber dennoch ihre Totalitdt. Daher ist
das Kollektionsschema (Collection) besser anwendbar:

Kollektionsschema Va. ¢:a =V — 3b ¢ : a = b fiir alle Formeln ¢

Verfiigt man iiber unbeschriinkte Separation, so kann man fiir den Fall, dass
¢ funktional ist, aus einem solchen b das Bild von a unter ¢ aussondern, aber
sonst ldsst sich daraus nicht ohne weiteres Ersetzung herleiten, was allerdings
doch auch in konstruktiven Kontexten ein duflerst wichtiges Prinzip ist. Darum
verwendet man das folgende Schema der starken Kollektion (Strong Collection),
das die beiden vorigen impliziert:
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Schema der starken Kollektion Va. ¢ : a =V — 3b ¢ : a &== b fiir alle
Formeln ¢

In der Zukunft besteht Bedarf an einer Aussage, die Strong Collection #hnelt,
jedoch mehr abwechselnde Quantoren hat. Nach dem Wissen des Autors ist diese
Aussage neu, aber sie ist weder iiberraschend noch schwer zu beweisen:

Proposition 2. Unter Annahme von Collection und CZF_ _ gilt fiir beliebige
Formeln ¢

Yacea FbefVeeyAd ¢ — A6 Vacea Fbef Veey Aded ¢
BEWEIS. Sei die Pramisse der Implikation erfiillt. Wegen Collection gilt
Yaca Ibec B 36 Veey Ided ¢
Also
Yaca 3§ Ibc B Vecy Ided ¢
Nach abermaliger Anwendung von Collection erhélt man
36" Yaca 36’ €6’ IbeBVecyIded ¢
Wenn man insbesondere § = 6" wihlt ergibt sich:
0 Vacea IbeBVeey AdeS ¢

Q.E.D.

2.1.4 Variationen des Potenzmengenaxioms

Klassische Mengenlehre verwendet das Potenzmengenaxiom, um ihr Universum
durch iiberabzéhlbare Mengen zu bereichern:

Potenzmengenaxiom Va3b b=P(a)

Dies wird jedoch vielfach als impradikativ empfunden, da hier auf einen
Streich viele Mengen zusammengefasst werden, die ,noch gar nicht konstruiert*
sind. Ausgehend von der Potenzmenge koénnte man wieder mit Ag-Separation
neue Teilmengen konstruieren, was zu einem impradikativen Zirkel fiithrt. Au-
Berdem wére in CZF_ _ zusammen mit der Aussage, die die Existenz der Po-
tenzmenge der natiirlichen Zahlen fordert, offenbar Zahlentheorie zweiter Stufe
einbettbar.

Eine vielfach verwendete Abschwéichung, die immer noch einen grofien Teil
der erwiinschten Anwendungen des Potenzmengenaxioms bewahrt, ist das etwas
technisch anmutende Teilmengensammelschema (Subset Collection):

Subset Collection Va,b3IBVu. ¢(z,y) :a =b— I €Bo(z,y) : a ==V fir
alle Formeln ¢ mit a,b,b’ und B nicht frei in ¢(z,y)
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B kann man als Teilmenge der Potenzklasse von b auffassen in dem Sinne,
dass CZF_ _ zeigt, dass wenn es so ein B gibt, dieses geschnitten mit der (Ag-
definierbaren) Potenzklasse von b auch die in der Formel geforderte Eigenschaft
hat. Es wird also nicht die volle Potenzklasse als Menge postulier, sondern nur
die Zusammenfassung von Teilmengen, deren Komplexitit gewissermaflen durch
die von a und ¢ beschrinkt ist. Diirfte man fiir a die Allklasse V' einsetzen, so
wiirde schon fiir ¢(z,y) <> = y das Potenzmengenaxiom impliziert.

Eine handliche Variante von Subset Collection erhélt man, indem man den
Zusammenhang zwischen Teilmengen und totalen Relationen ausnutzt. Offenbar
sind die abtrennbaren Teilmengen® einer Menge A in direkter Korrespondenz
zu den Funktionen dieser Menge in die 2. Die beliebigen Teilmengen stehen
in engem (bitotalem) Zusammenhang mit den totalen Relationen von A in die
2, dabei entspricht der Relation r die Teilmenge {a € Alr(a) = 1}. Insofern
ist die Behauptung, fiir zwei Mengen bildete die Klasse der totalen Relationen
zwischen ihnen eine Menge, dquivalent zum Potenzmengenaxiom®. Und es ist
Subset Collection dquivalent zu:

Fullness VA, B3C.Vr:A=B Ir'eC.7" CrAr': A=B

BEWEIS. Siche [1]. Man beachte, dass Fullness—Subset Collection das Schema
der starken Kollektion benétigt. Q.E.D.

Ein solches C heifit voll in mv(A, B) := {r|r : A = B}.

Fullness ebenso wie Subset Collection verspricht die Existenz einer Menge,
ohne Hinweise zu geben, wie eine solche zu spezifizieren sei. Rathjen [24] vermu-
tet, dass es keine Formel gibt, die auf genau eine solche Menge zutrifft und die
eine volle Menge also spezifizieren konnte. Dies stiinde in starkem Kontrast zu
typischen Existenzaxiomen der Mengenleere wie den Axiomen der Paarmenge,
Vereinigung, (beschrinkten) Separation, Unendlichkeit, Ersetzung oder Potenz-
menge und ist gerade fiir eine konstruktive Theorie kein Giitemerkmal. Darum
wird gerade in letzter Zeit verstédrkt iiber Fullness nachgedacht, insbesondere
durch die Untersuchung von Abschwichungen.

Da die Funktionen C-minimale totale Relationen sind, enthélt eine volle
Menge alle Funktionen. Die Forderung, dass die Funktionen” zwischen zwei
Mengen wiederum eine Menge bilden, ist also eine solche Abschw#chung und
postuliert die Existenz einer spezifizierbaren Menge:

Exponentiation VA, B3C. C=“B

Es ist dabei 4B := {f|f : A — B}. Exponentiation reicht fiir viele Zwecke
aus, etwa fiir die Existenz von iiberabzihlbaren (genauer: nicht abziéhlbaren)
Mengen, ist aber auch fiir manche Anwendungen etwa in der Analysis nicht
stark genug. Zum Beispiel kann es nicht zeigen, dass die Dedekindschen reel-
len Zahlen eine Menge bilden [19]. Dennoch ist es nicht allzuweit sogar von
Potenzmengenaxiom entfernt:

5 A ist abtrennbare Teilmenge von B, wenn jedes Element von A in B liegt oder nicht in
B liegt.

6Die Riickrichtung erfolgt iiber Betrachtung der Potenzmenge des kartesischen Produkts
der beiden Mengen.

"Man beachte, dass die Eigenschaft, eine Funktion zu sein, nur beschrinkte Quantoren
enthélt.
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Proposition 3. Das Potenzmengenaxiom ist in CZF_ _ +FEzponentiation d-
quivalent zu der Aussage, dass P({0}) eine Menge ist.

BEwEISs. Dies folgt leicht aus der Einsicht, dass die Potenzklasse einer Menge
a isomorph ist zu der Klasse der Funktionen von a nach P(1) [1]. Q.E.D.

Vor kurzem schlugen Schuster, Ishihara und Crosilla in [11] eine Abschwéchung
von Fullness vor, die zusammen mit Exponentiation zu Fullness dquivalent ist
und viele praktische Konsequenzen von Fullness, wie die Existenz der Dedekind-
reellen Zahlen, impliziert. Der Name stammt aus einer topologischen Veran-
schaulichung des Axioms.

Refinement VA, B3D.Vr: A= B3I’ eCr' CrAVbeB 1 (b)eD

Vor kurzem wurde allerdings vom Autoren gezeigt [30], dass Refinement doch
Exponentiation impliziert und also zu Fullness dquivalent ist:
BEWEIS. [30] Q.E.D.

Beweisbar nicht dquivalent zu Fullness ist das dazu duale sehr schwache
ImageCollection [31], ein schwaches Auswahlprinzip, das den Teil von Full-
ness fassen soll, der eine nichtspezifizierbare Menge postuliert. Es gilt auch
tatséchlich, dass Fullness dquivalent zu Exponentiation und ImageCollection
ist.

ImageCollection Fiir alle A, B gibt es ein F, so dass
Vr:A=B 3Ir'eC.v" CrAVYac A{beBl(a,b)er}eFE

2.1.5 CZFyy
Definition 4. Fs sei die Theorie CZFx y die Theorie CZF_ _ zusammen mit
e dem Ersetzungsschema (Replacement), falls X=R
e dem Kollektionsschema (Collection), falls X=C
e dem Schema der starken Kollektion (Strong Collection), falls X=S
o dem Exponentiationsaxiom (Exponentiation), falls Y=E
o dem ImageCollection-Aziom, falls Y=I
o dem Teilmengensammelschema (Subset Collection), falls Y=S

e dem Potenzmengenaxiom, falls Y=P
CZFxy + Sep sei diese Theorie mit dem vollen Separationsschema.

Nun sei CZF gleich CZFgg. Die intuitionistische Mengenlehre IZF, mit
der etwa [20] arbeitet, ist CZF¢c p + Sep. Wenn im Folgenden eine Aussage
der Mengenlehre als Theorem bezeichnet wird, so ist damit gemeint, dass die
Aussage in CZF ableitbar ist.

Es werden im Folgenden typische Mengenoperationen wie a U b, a N b oder
a \ b verwendet. Diese bezeichnen die offensichtlichen Klassenterme. Aus den
Axiomen von CZF kann man herleiten, dass es sich um Mengen handelt.

Auflerdem werden im Folgenden leicht zu zeigende und bekannte Tatsachen
im Zusammenhang mit CZF vorausgesetzt. Einige, die entweder nicht bekannt,
sehr interessant oder im Folgenden so wichtig sind, dass dies gerechtfertigt er-
scheint, sollen aber im folgenden Abschnitt noch erwiahnt werden.



2.2. EINIGE TATSACHEN 17

2.2 Einige Tatsachen

2.2.1 Ag-Separation

Aus dem Schema Ag-Separation lisst sich das Schnittmengenaxiom herleiten,
welches postuliert, dass es zu zwei Mengen a, b jeweils eine Schnittmenge aNb =
{z|z €a A x€b} gibt. AuBerdem lésst sich herleiten, dass die leere Klasse eine
Menge ist. Obwohl diese beiden Aussagen sehr viel schwiicher erscheinen, gilt
auch die Umkehrung;:

Proposition 5. Aus CZF_ _ mit Schnittmengenaziom und der Aussage, dass
die leere Klasse eine Menge ist, ldsst sich jede Instanz der Ag-Separation her-
leiten.

BEWEIS. Siche [1]. Q.E.D.

2.2.2 Ordinalzahlen
Definition 6. 1. FEine Klasse o heifst transitiv, wenn

Va,b.acbcea — aca

2. Zu einer Klasse a sei die transitive Hiille von a definiert als

TC(a) := {z|VbDa. b transitiv — z€b} = ﬂ b

aCb transitiv

Dies ist die Klasse der Elemente von a, der Elemente der Elemente von
a usup. Falls a eine Menge ist, so ist TC(a) auch eine Menge. Das Men-
geninduktionsschema kann erweitert werden zu:

Vr(VyeTC(x) ¢(y) — ¢(x)) — Vad(z)

3. Fine Menge, die transitiv ist, und deren Elemente alle transitiv sind, nennt
man Ordinalzahl. Elemente von Ordinalzahlen sind wieder Ordinalzahlen
und die Klasse aller Ordinalzahlen bezeichnet man mit On. w ist eine
Ordinalzahl. Die Vereinigung einer Menge von Ordinalzahlen ist wieder
eine Ordinalzahl.

BEWEIS. Zu finden in [1] Q.E.D.

In der klassischen Mengenlehre sind Ordinalzahlen sowie die Klasse der Or-
dinalzahlen wohlgeordnet, und das ist eine zentrale und iiberaus niitzliche Ei-
genschaft, die im Umgang mit Ordinalzahlen vielfach ausgenutzt wird und von
vielen klassischen Mengentheoretikern sehr als das Wesen von Ordinalzahlen
ausmachend angesehen wird. In CZF kann dies allerdings nicht gezeigt werden,
nicht einmal, dass Ordinalzahlen trichotom geordnet sind. Allerdings sind sie
durch € partiell geordnet®. Die wichtige Eigenschaft, dass man iiber Ordinalzah-
len Induktion betreiben kann, gilt allerdings auch konstruktiv:

8Dies kann man formal ausdriicken als
J{=z13f:n+1—V.Vmen f(m+1)€f(m) A f(0)EaA f(n) =z}
ncw

9Genauer gesagt ist die durch € gegebene Relation irreflexiv und transitiv. Partielle Ord-
nungen werden spéiter etwas anders als reflexive Strukturen definiert.
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Lemma 7.
VaeOn(Voea ¢(8) — ¢(a)) — YaeOn ¢(a)

BEWEIS. Dies ist klar mit Mengeninduktion iiber ¢(z) A z€On. Q.E.D.

Natiirliche Zahlen

Die Menge w, die vom Unendlichkeitsaxiom gefordert wird, ist ein wichtiges Bei-
spiel fiir eine Ordinalzahl. Diese Menge der von-Neumann-natiirlichen Zahlen
stimmt mit unserer Intuition der natiirlichen Zahlen insofern iiberein, als dass
CZF offenbar beweist, dass sie die (zweitstufigen) Axiome der Peano-Arithmetik
erfiillt, wobei der Null die leere Menge und der Nachfolgeroperation die Abbil-
dung z — x + 1 = 2 U {a} entspricht. Die durch € gegebene Relation zwischen
natiirlichen Zahlen ist genau die auf ihnen bekannte <-Relation.

Die natiirlichen Zahlen haben die wichtige Eigenschaft, diskret zu sein, das
heifit es gilt

Vn,mew.n=mVn#m

Dies zeigt man leicht durch Induktion iiber m und n [1]. Man zeigt sogar die
Verstarkung

Vn,mew.n=mVnemVndm

Dies findet sich in [1].

Der klassische Begriff der Endlichkeit spaltet sich unter einem konstruktiven
Gesichtspunkt in viele Facetten auf ([1], [27]), die natiirlichste (und zugleich
stirkste) Fassung ist wohl die folgende:

Definition 8. Fine Menge a heifit endlich, falls
Inewdf :n—a

Die klassische Eigenschaft, dass bewohnte Mengen natiirlicher Zahlen ein
kleinstes Element haben, ist konstruktiv nicht mehr giiltig und kann auch oft
durch das Induktionsprinzip hinreichend ersetzt werden. Allerdings gilt sie den-
noch fiir endliche Teilmengen der natiirlichen Zahlen:

Proposition 9. Jede nichtleere endliche Teilmenge natirlicher Zahlen hat ein
minimales und ein mazximales Element.

BEWEIS. Dies wird durch Induktion iiber die zur Teilmenge bijektive natiirliche
Zahl gezeigt. Fiir die 0 ist die Aussage trivialerweise erfiillt, denn dann ist die
Teilmenge nicht nichtleer. Fiir 1 ist das auch noch klar. Falls die Teilmenge
zwei Elemente enthélt, ist entweder das eine grofler oder das andere, dann ist
das groflere das Maximum und das andere das Minimum. Der Fall mehrerer
Elemente kann offenbar induktiv auf den von zweien zuriickgefithrt werden,
denn

maz(MU{a}) = max({maz(M)}J{a})

und analog fiir das Minimum. Q.E.D.
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Man kann jeder Menge x einen Rang rk(z) € On zuordnen, der die ,,Hohe“
des Elements misst und der die folgende Formel erfiillt

rk(z) = J{rk(y) U {rk(y)}ly €z}

Dies geht aus dem néchsten Kapitel hervor.

2.2.3 Induktive Definitionen

Induktive Definitionen sind Abschliisse einer Klasse gegeniiber einer bestimmten
Operation. [1] empfiehlt, die Elemente des Abschlusses als die mit einem allge-
meinen Kalkiil herleitbaren verallgemeinerten Formeln zu sehen, wobei man y
aus z in einem Schritt herleiten kann, wenn ®(z,y) mit der das Kalkiil bestim-
menden Formel ® gilt.

Definition 10. Eine Formel ®(x,y) mit zwei ausgezeichneten Variablen x und
y heiffit induktive Definition. Sie induziert einen monotonen Operator I'y auf
Klassen mit

Lo(Y) :={yl3z C Y &(z,y)}
FEine Klasse Y heifit abgeschlossen unter 'y, falls To(Y) =Y

Lemma 11. Fir eine induktive Definition ®(x,y) gibt es eine kleinste unter
Iy abgeschlossene Klasse J und Klassen J* fiir a € On'0 so dass

o J= anom]a

o VaecOn J*=Te(Us,J”)
Dabei bedeutet U, dass die Vereinigung aufsteigend ist.
BEWEIS. In [1]. Q.E.D.

Die induktive Definition

O(z,y) = Ja,b.y=(a,b)Az:a—V Ab=(z[a]U U{x(c)})

cea

etwa liefert als kleinste abgeschlossene Klasse die Klassenfunktion z — rk(z).

103]s0 einen Klassenterm mit einer freien Variable o, die auf On beschrinkt ist



20

KAPITEL 2. DIE THEORIE CZF



Kapitel 3
Applikative Topologien

Ziel dieses Kapitels ist, die in dieser Arbeit bedeutsamen algebraischen Struktu-
ren zu definieren und einige zentrale Aussagen iiber sie herzuleiten. Im Zentrum
steht dabei die neu eingefiihrte Struktur der applikativen Topologie. Ausgehend
von solch einer applikativen Topologie wird ein Modell der Mengenlehre konstru-
iert werden; seine Eigenschaften werden dabei kritisch davon abhéngen, welche
applikative Topologie verwendet wird.

Um auf die Definition hinzuleiten, werden zunéchst applikative Strukturen
und formale Topologien definiert. In einem gewissen Sinne werden sich beide als
Grundlagen fiir applikative Topologien herausstellen, deren Definition anschlie-
Bend gegeben wird. Danach werden einige zentrale Fakten iiber die Theorie der
applikativen Topologien angegeben und abschlieflend einige Beispiele diskutiert,
mit denen spéter Modelle der konstruktiven Mengenlehre konstruiert werden.

3.1 Applikative Strukturen

Die Methode der Realisierbarkeitsmodelle liefert Modelle von CZF in Abhéngig-
keit von so genannten applikativen Strukturen, Mengen mit einer partiellen
Verkniipfung, die man Anwendung oder Applikation nennt, und die bestimmte
Axiome erfiillen. Applikative Strukturen entsprechen Modellen fiir den un-ge-
typ-ten A-Kalkiil (rein formal sind es allerdings keine).

Folgend Currys Zugang zur Behandlung von ungetypten Applikationsstruk-
turen wird ihre Theorie allerdings nicht definiert, indem man Abstraktion in die
Syntax aufnimmt und Konversionsregeln axiomatisiert, sondern indem einige
ausgezeichnete Kombinatoren gefordert werden, mit denen man dann \-Terme
definieren kann.

Definition 12. FEine applikative Struktur (auch partielle kombinatorische
Algebra oder Schonfinkel-Algebra) ist eine Menge A mit einer (durch eine Men-
ge gegebenen) partiellen bindren Verknpfung o (Applikation)' und zwei verschie-
denen ausgezeichneten Elementen k und s€ A, so dass gilt:

e Va,beA (koa)ob=a

1Mit einem Ausdruck der Form aob in einer Aussage soll in diesem Abschnitt zugleich die
Behauptung enthalten sein, dass dies iiberhaupt definiert ist. Dies ist nicht selbstversténdlich,
da o ja nur partiell sein muss.

21
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e Va,b,ce AJdeA(soa)ob=d
e Va,b,ce A (3de A (soaoboc = dVaoco(boc) = d)) — soaoboc = aoco(boc)

In applikativen Strukturen wird die Verkniipfung linksassoziativ geschrieben,
also steht aj0...0a,, fiir (...(ag0az)oas)oay)...ca,. Wie iiblich wird ohne Gefahr
von Verwechslungen die applikative Struktur meist nur durch ihre Tragermenge
bezeichnet und ihre ausgezeichneten Elemente und die Verkniipfung auch fiir
verschiedene applikative Strukturen stets mit s, £ und o bezeichnet, in ver-
wechslungstriachtigen Situationen allenfalls mit der Bezeichnung der Struktur
als Index gekennzeichnet.

Applikative Strukturen sind also genau die Modelle von APP, der intuitionis-
tischen Theorie erster Stufe mit Gleichheit als logischem Zeichen? deren Sprache
nur das dreistellige Relationszeichen App enthélt und die mit den folgenden vier
Axiomen axiomatisiert ist:

1. Va,b,c,d. App(a,b,c) A App(a,b,d) — c=d
2. 3kVa3evh. App(k,a,c) A App(c, b, a)
3. dsVa,b,c 3d, e (App(s,a,d) N App(d,b,e))A
(3f-App(e,c, f) V 3g, h. App(a, c, g) N App(b, ¢, h) A App(g, h, f))
— (App(e, ¢, ) A 3g, hApp(a, ¢, g) N App(b, c, h) N App(g, h, [))
4. Ja,ba £ b

Definiert man in einem Modell M dieser Theorie dann
aob=c— M [E Appla,b, ]

und wahlt man fiir k und s zwei beliebige Zeugen des ersten beziehungsweise
zweiten Axioms, erhélt man offenbar eine applikative Struktur. Nicht offensicht-
lich ist nur, dass dann k # s gilt. Aber sei a # b€ M und angenommen, es wire
k = s. Es wiirde folgen:

a=koaob
=(kok)o(kok)oaob
=sokokokoaob
=kokokokoaob
=(kokok)okoaob
=kokoaob
=ko(kokok)aod
=ko(sokok)oaod
=kobo(kob)=b,

was ein Widerspruch ist (wo k = s einging wurde dies mit einem Punkt
iiber dem Gleichheitszeichen gekennzeichnet). Man beachte, dass tatséichlich
alle angegebenen Applikationen definiert waren.

2das heifit, das Zeichen fiir Gleichheit wird durch die wirkliche Gleichheit interpretiert
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Oft wird von applikativen Strukturen sehr viel mehr gefordert, beispielsweise
Elemente, die den natiirlichen Zahlen entsprechen, Elemente, die Paare kodie-
ren konnen, die Fallunterscheidungen ausfithren und so fort. Dies macht es sehr
umsténdlich, eine applikative Struktur tatséchlich ausfiihrlich anzugeben, er-
leichtert jedoch die Formulierung von Theoremen iiber applikative Strukturen.
Letztendlich spielt das jedoch keine Rolle, da die beiden Kombinatoren k& und
s kombinatorisch vollstindig® sind und man sich mit ihnen Paare, natiirliche
Zahlen und alles, was man in applikativen Strukturen gerne ausdriicken wiirde,
problemlos definieren kann. Spéter werden die Beispiele hierfiir angegeben, die
fiir diese Arbeit wesentlich sind.

3.1.1 Applikationsterme

In applikativen Strukturen kann eine Applikation durchaus undefiniert sein,
trotzdem mochte man gerne {iber komplexere Terme sprechen, ohne stets Aussa-
gen iiber die Definiertheit der einzelnen Teilterme zu machen. Applikationsterme
werden deswegen als syntaktisches Hilfsmittel eingefiihrt und entsprechen auch
nach einer Belegung der Variablen nicht unbedingt einem Element der applika-
tiven Struktur, sondern kénnen auch undefiniert sein.

Definition 13. Sei A eine applikative Struktur. Die Applikationsterme t
iiber A und die Mengen FV (t) ihrer freien Variablen sind induktiv definiert:

1. Fiir eine natiirliche Zahln ist (0,n) ein Applikationsterm mit FV ((0,n)) =
{n} und wird mit v, abgekiirzt. Die Buchstaben v, w und Variationen,
manchmal aber auch andere Buchstaben, dienen als Mitteilungszeichen fiir
diese Applikationsterme.

2. Fiir jedes Element von A ist (1,a) ein Applikationsterm mit FV ((1,a)) =
0, der mit a abgekiirzt wird.

3. Sind t; und to Applikationsterme, so auch das geordnete Tripel (2,t1,t2),
das mit t1ty abgekiirzt wird. Seine freien Variablen sind FV (t1) U FV (t2).

Bemerkung 14. 1. Der erste Full entspricht einfach einer Kodierung von
abzihlbar vielen Variablen. Die genaue Wahl der Details ist unerheblich,
wichtig ist nur, dass man einem Applikationsterm ansehen kann, wie er zu
Stande gekommen ist, auch wenn natirliche Zahlen, Elemente von A und
Paare von bereits vorher konstruierten Termen zusammenfallen sollten.

2. FV(t) = 0 ist offenbar dquivalent dazu, dass zur Herleitung von "t ist Ap-
plikationsterm”der erste Fall der induktiven Definition nicht herangezogen
wurde. Solche Applikationsterme heiflen geschlossen.

3. Durch Induktion iber die Definition zeigt man leicht, dass FV (t) eine
endliche Menge natiirlicher Zahlen ist. Insbesondere hat sie also auch ein
Mazimum.

3in dem Sinne, dass sie A-Abstraktion erlauben und auch in dem Sinne, dass fiir jede
Turing-Maschine ein Term in der applikativen Struktur angebbar ist, so dass der Wert des
Terms (und seine Definiertheit) auf einfache Weise mit dem Ergebnis der Turing-Maschine
korrespondiert.
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Ublicherweise werden Applikationsterme unabhiingig von einer applikativen
Struktur syntaktisch zu der Theorie APP eingefiihrt, wobei die Variablen, s
und k den Induktionsanfang bilden. Ahnlich wie in dem hier gewéhlten Zugang
wird dann Definiertheit von Applikationstermen definiert. Fiir die Zwecke dieser
Arbeit scheint dem Autoren allerdings die hier gewdhlte Weise erheblich geeig-
neter um technische Exaktheit zu gewihrleisten. Uberlisst man die Details dem
Leser, kommt die andere Methode allerdings zu kiirzeren Definitionen.

Die zentrale Eigenschaft eines Applikationsterms ist, dass ihm ein Element
der betreffenden applikativen Struktur entsprechen kann. Er kann aber auch
undefiniert sein. Die wichtigste Relation zwischen zwei Applikationstermen ist
auch nicht unbedingt, dass sie das selbe Element denotieren, sondern dass die
Definiertheit von einem die Definiertheit des anderen und die Ubereinstimmung
ihrer Denotationen impliziert. Dies wird mit dem Zeichen ~ ausgedriickt. Um
dies fiir Applikationsterme mit freien Variablen zu definieren, benttigt man
zuerst das Konzept von Einsetzungen von Elementen der applikativen Struktur
in einen Applikationsterm, das analog zum Verfahren fiir iibliche Terme ist.

Definition 15. Sei t ein Applikationsterm tiber A, a€ A, b€ w. Dann ist der
Applikationsterm t[vy := a] induktiv definiert:

1. vilvp :=a] =a, fallsi=10
2. vilvp :=a] =y, fallsi #b
3. avp :=a] = a, falls a€ A
4. (t1ta)[vp := a] = t1[vp := alta]vp := a
Sind ag, ..., an € A, by, ..., by Ew, so schreibt man kiirzer:
o t[up, =: g, ..., Vp, =: Qy] fiir tlvp, =: agl...[vs, =: an)
o tlag,...,an] fir tlvo =: ag, ..., v, =: ay]
Bemerkung 16. 1. FV(t{vy, =: ag, ..., p, =: ay]) = FV () \ {bo, ..., bn}

2. Ist o Permutation von {bg,...,b,} und sind die b; paarweise verschieden,
S0 15t

t[Ubr,m) =10g(0)s o0y Vby(ny =+ ag(n)] = t[Upy =: 0y -eey Up, =: Gp)
3. Ist i ¢ FV(t), so ist tfv; == a] =t.
Dies erhdlt man direkt durch Induktion iber den Aufbau von t.

Definition 17. 1. Sei M die Menge der geschlossenen Applikationsterme
iber A. Dann ist die Denotationsrelation V' auf M x A induktiv definiert:

(a) V(a,a)
(b)) V(t,a) NV (s,b) Ac =aob— V(ts,c)

2. Seit ein geschlossener Applikationsterm tber A. t denotiert, in Zeichen
t ], falls Jaec AV (t,a). So ein a heifst Denotat von t.

3. Seit ein beliebiger Applikationsterm iiber A. t denotiert, in Zeichen t |,
falls fiir alle ag, ..., Amax(Fv (1)) €A gilt: tlao, ..., Gmaz(Fv ()] |- Man spricht
allerdings nicht von einem Denotat eines Terms mit freien Variablen.
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4. Seien ti,ty Applikationsterme tiber A. Man sagt t1 und to denotieren
gleich, in Zeichen ty ~ ta, falls fiir alle ag, ..., Gmaz(FV(t)UFV(t2)), @ € A
gilt:

V(ti[ao, ., Gmaz(FV () UFV (t))s @) = V (t2[00, ., Gmaz(FV () UFV ()]s @)
V(talao, - Gmaz(FV (1) UFV (t2))], @) = V(t1[a0, s Gmac(Fv () UFV (1)) @)

Bemerkung 18. 1. Durch Induktion iiber die Definion von geschlossenen
Termen sieht man: Denotiert ein Term, so ist das Denotat eindeutig.

2. Zwei Terme t und s denotieren genau dann gleich, wenn fiir alle d@, so dass
t[d] und s[d] geschlossen sind, gilt: Wenn einer der beiden geschlossenen
Terme t[d] und s[d] denotiert, so denotieren sie beide und thr Denotat
stimmdt tberein.

3. Falls in Zukunft ein Applikationsterm an einer Stelle steht, wo ein Ele-
ment der applikativen Struktur zu erwarten ist, also wenn behauptet wird,
auf thn trife eine Figenschaft zu, die nur fiir Elemente der applikativen
Struktur definiert wurde oder offensichtlicherweise fiir die Applikations-
terme selbst nicht gilt, so ist dies stets zu lesen als: Der Applikationsterm
denotiert und auf sein Denotat trifft die Figenschaft zu. Dies entspricht
der Situation in freier Logik, wenn ein eventuell undefinierter Term in ein
Pradikat eingesetzt wird.

Ein Beispiel fiir gleich denotierende Terme, die aber nicht stets denotieren,
sind svv’w und (vw)(v'w) fiir z,y, z Variablen. Das dritte Axiom applikativer
Strukturen ist dquivalent zu der Tatsache, dass die beiden Terme gleich deno-
tieren. Dass sie jedoch iiberhaupt denotieren, ist fiir nichttriviale applikative
Strukturen allerdings stets falsch, ndmlich zum Beispiel immer, wenn vw oder
v'w nicht denotiert?, kénnen beide Terme gar nicht denotieren. Dass svw jedoch
denotiert, ist gerade die Aussage des zweiten Axioms.

Man beachte, dass bei den obigen Definitionen die Axiome der applikati-
ven Strukturen keine Rolle gespielt haben, ebensowenig wie die ausgezeichneten
Elemente k£ und s. Tatséchlich kann man sie fiir beliebige Strukturen mit par-
tieller binéirer Verkniipfung einfiihren und sie werden genauso fiir applikative
Topologien verwendet werden.

Die Verwendung von Applikationstermen erleichtert viele Beweise, wie sich
im folgenden Abschnitt zeigen wird.

3.1.2 Einige denotierende Applikationsterme

Applikative Strukturen sind méchtig in dem Sinne, dass sie Applikationsterme
enthalten, die Machtiges tun®. Insbesondere sind sie abgeschlossen gegeniiber
A-Abstraktion.

4Genauer: Wenn v und w durch die Elemente a und b substituiert werden, und ab nicht
denotiert; analog fiir v/w

5Dies ist ein erstes Beispiel der im dritten Teil der vorigen Bemerkung getroffenen Konven-
tion: Natiirlich sind die Applikationsterme nicht Elemente der applikativen Struktur, aber sie
denotieren, und ihre Denotate sind Elemente der applikativen Struktur, die ,,méchtiges tun®.
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Lemma 19. Sei t ein Applikationsterm dber einer applikativen Struktur A.
Dann gibt es fiir new einen Applikationsterm Av,.t, so dass gilt:

o FV(Avp.t) = FV(t)\ {n}
o (Au,.t) |
o (Avp.t)u, ~t

Wie tiblich schreibt man Avy, ...0n, .t flir Avp,....\vy, .t. Im Gegensatz zu Quan-
toren spielt die Reihenfolge der Variablen bei der \-Abstraktion allerdings eine
Rolle.

BeEWEIS. Induktion {iber den Aufbau von t, folgend [13].

1. t = v,: Definiere \v,,.t als skk. Dies hat keine freien Variablen, denotiert
und skkv, ~ (kv,)(kvy) >~ v,.

2. t = v, m # n: Definiere Av,.t als kv,,. Dies hat die gleichen freien Varia-
blen wie t, denotiert und kv,,v, >~ v,.

3. t = a€ A: Definiere \v,,.t als ka. Dies hat keine freien Variablen, denotiert
und kav,, ~ a.

4. t = t1tq: Definiere Av,.t als s(Avy,.t1)(Avy.t2). Dies denotiert nach Axiom
und Induktionsvoraussetzung und hat als freie Variablen die selben wie ¢
auBer vy,. Und s(Avy,.61) (Avp.t2)vn > (Avp.t1)vn) (Avp.t1)vy) = titg =t
nach Induktionsvoraussetzung.

Q.E.D.

Uber A-Abstraktion konstruierte Terme werden im Verlauf dieser Arbeit viel-
fach verwendet werden. Dies riihrt vor allem daher, dass A-Terme intuitiv leich-
ter verstdndlich und manipulierbar sind als die linglichen Ausdriicke, die in k
und s geschrieben sind.

Mit diesem Werkzeug konnten wir nun leicht einiges an Rekursionstheorie be-
treiben, zeigen, dass in applikativen Strukturen das Fixpunktlemma gilt, Paare
kodieren, natiirliche Zahlen definieren und beweisen, dass jede partiell rekursi-
ve Funktion durch einen denotierenden Term reprisentiert wird [29]. An dieser
Stelle sind diese Beweise allerdings nicht aufgefiihrt, da wir derartige Resultate
erst fiir applikative Topologien benétigen, wo die Beweise sowieso in abgewan-
delter Form bendtigt werden. Um die Macht der A-Abstraktion zu illustrieren,
soll nur ein Resultat bewiesen werden, das fiir applikative Topologien so nicht
gilt:

Proposition 20. Jede applikative Struktur A enthdlt eine abzahlbar unendliche

TeilmengeS.

BEWEIS. Definiere eine Einbettung f von w in die Applikationsterme iiber A
induktiv:

o f(0)=kF

6Also eine Teilmenge, die zu der Menge der natiirlichen Zahlen bijektiv ist. Gibe es nur
eine Surjektion von den natiirlichen Zahlen auf die Menge, so wiirde man sie als aufzihlbar
bezeichnen.
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e f(n+1)=Avg.vos(f(n))

Diese hat die Eigenschaft, dass f(n+1)(k(skk)) ~ k(skk)s(f(n)) =~ skk(f(n)) ~
k(f(n))(k(f(n))) = f(n)

Die Werte unter f sind alle geschlossen und denotieren, zu zeigen ist, dass sie
auch alle verschieden sind. Durch Induktion iiber n wird bewiesen, dass fiir alle
n €w die ersten n Werte verschieden sind. Der Induktionsanfang ist klar; seien
also die ersten n Werte verschieden, es soll gezeigt werden, dass der Wert von
f(n+1) mit keinem von ihnen bereinstimmt. Wiirde er mit dem Denotat eines
f(m+1) iibereinstimmen, so wiiren auch die Denotate von f(n-+1)(k(skk)) und
f(m+1)(k(skk)) die selben, im Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung. Also
kann das Denotat von f(n 4 1) hochstens mit dem von f(0) zusammenfallen,
also k ~ f(n+ 1) gelten. Also wire kk ~ f(n + 1)k ~ ks(f(n)) ~ s. Also wiire
auch s ~ ksk ~ kkksk ~ sksk ~ kk(sk) ~ k, und das ist nicht der Fall. Q.E.D.

Diese Folge hat die schone Figenschaft, dass es ein Element der applikati-
ven Struktur gibt, nédmlich das Denotat von Avivg.vgsvi, das angewandt auf
ein Glied dessen Nachfolger ergibt, und ein Element, ndmlich Avy.vy (k(skk)),
das zu jedem Glied ungleich 0 den Vorgénger liefert. Dies wird spéter dazu ver-
wendet werden, um die natiirlichen Zahlen in den konstruierten Modellen der
Mengenlehre zu wiederzufinden.

3.1.3 Beispiele fiir applikative Strukturen

Die Beispiele in diesem Kapitel dienen nicht allein der Illustration der oben
gemachten Definitionen, sondern werden an spéterer Stelle, wenn es um Reali-
sierbarkeitsmodelle geht, wieder auftauchen. Allerdings sind sie, auch wenn sie
ihren Platz schon in diesem Kapitel haben, bis zu diesem Punkt nicht bedeutsam
und dieses Kapitel kann ohne Verlust bis dorthin zuriickgestellt werden.

3.1.4 Kleenes erstes Modell

Dies ist sicher der Prototyp fiir applikative Strukturen. Sowohl die Struktur
selbst als auch die aus ihr entstehenden Realisierbarkeitsmodelle sind gut er-
forscht.

Kleenes erstes Modell werden wir mit K bezeichnen. Seine Tragermenge sind
die natiirlichen Zahlen, die man mit der Menge der Turing-Maschinen identifi-
ziert (man kann auch ein anderes Modell fiir partiell rekursive Funktionen nach
Wahl verwenden; siehe auch [7] zu den verwendeten Begriffen) denkt, so dass
jedes Element eine Doppelrolle erhélt: FEinerseits als Index einer partiell rekur-
siven Funktion und andererseits als natiirliche Zahl, auf die man die Funktion
anwenden kann. Die Applikation ist die Anwendung dieser Funktion auf das
Argument, das heifit, man definiert

eof=geodelf~yg

Wobei {e} f ~ g dafiir steht, dass die Turing-Maschine mit Index e auf die Einga-
be f angesetzt mit dem Ergebnis g terminiert. Fiir £ wéhle man den Index einer
Turing-Maschine, die jede Eingabe in eine Turing-Maschine umschreibt, welche
unabhéngig von ihrer Eingabe dies als Ausgabe gibt. Fiir s wihle man den Index
einer Turing-Maschine, die die fiir s geforderte Eigenschaft hat, ein Programm
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x zu einem Programm umzuschreiben, das ein Programm y umschreibt in ein
Programm, das auf seine Eingabe x anwendet und das Ergebnis als Programm
interpretiert, das es auf das Ergebnis anwendet, das man erhélt, wenn man y auf
die Eingabe anwendet. Dies ist zwar als Turing-Maschine sicherlich nicht leicht
zu beschreiben, aber es steht aufler Frage, dass es eine solche Turing-Maschine
gibt.

3.1.5 Kleenes zweites Modell

Dies ist eine weniger offensichtliche applikative Struktur, deren Grundmenge
“w die totalen Funktionen von den natiirlichen Zahlen in sich selbst sind. Sie
wird ausfiihrlicher etwa in [23] beschrieben. Wir identifizieren die natiirlichen
Zahlen w mit der Menge <“w endlicher Folgen natiirlicher Zahlen vermoge der
rekursiven Funktion

(71 () = w) = i gy pr @ €w

Dann entspricht 1 der leeren Folge und 2™ der Folge mit dem einzigen Ele-
ment n. Sei * : wxw — w die Konkatenationsfunktion, also die Funktion, die an-
gewandt auf die Folgen (ay, ..., a,,) und (b, ..., by, ) die Folge (aq, ..., an, bo, ..., bym)
ergibt; wie iiblich wird hier 7 % o statt *(7, o) geschrieben. Diese Bezeichnung
soll auch verwendet werden, falls die zweite Folge gar nicht endlich ist, 7 % «
bezeichnet also fiir o : w — w die Funktion der natiirlichen Zahlen auf sich
selbst, die an Stellen kleiner der Lénge von 7 mit 7 iibereinstimmt, und an den
anderen Stellen n gleich a(n — lh(7)) ist.

Fiir & € “w schreibt man a(n) fir (ag, ..., an—1). Wir definieren jetzt drei
Operationen auf der Menge der totalen Funktionen der natiirlichen Zahlen in
sich selbst, die erste total nach w, die zweite total in die partiellen Funktionen
von w nach w und die dritte partiell nach “w:

aofB=m« In. a(B(n) =m+1AVi<naB@i)=0
(a]B)(n) =ao({n)*p5)
aofl =~y Vn(a|p)(n)=~(n)

Die letzte Operation sei die Applikationsoperation fiir Kleenes zweites Mo-

dell. Man beachte, dass sie genau dann definiert ist, wenn « | 8 total ist und
dann damit iibereinstimmt.

3.2 Formale Topologien

3.2.1 Partielle Ordnungen

Definition 21. Fine partiell geordnete Menge (Pomenge, partielle Ord-
nung) ist ein Menge A mit einer bindren Relation < C A x A, die durch eine
Menge gegeben ist und folgende Axiome erfillt:

1. < ist reflexiv, also Va€ A a < a

N

2. ist transitiv, also Va,b,ceEAa<b—b<c—a<c
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Man sagt auch, < sei eine partielle Ordnung von oder auf A.

Bemerkung 22. 1. Wie 1iblich werden partielle Ordnungen mit ihren Trdgern
identifiziert und verschiedene partielle Ordnungen auf verschiedenen Men-
gen meist mit dem selben Zeichen < bezeichnet.

2. Falls A oder < keine Mengen sondern Klassen sind, aber dennoch die
Forderungen 1 und 2 der Definition erfillt sind, spricht man auch von
Poklasse.

3. Die partiellen Ordnungen auf einer festen Menge A bilden offenbar ei-
ne Struktur, die spdter als eine Heyting-Mengenalgebra bezeichnet wird
mit kleinsten Element {(a,a)|la € A}, wo < dquivalent zu = ist, und mit
grofitem Element A x A, wo zwei Objekte stets in der Relation stehen.

4. Falls a € A Element einer partiell geordneten Menge ist, so schreibt man
Sa fiir die Menge {b € Alb < a} der Elemente in A, die in der parti-
ellen Ordnung Vorginger von A sind. Fiir B C A schreibt man <B fir
U{=blbe B}. a O A+ =B ist eine Abschlussoperation auf dem Verband
der Teilmengen von A im Sinne der folgenden Definition.

Definition 23. Fine Abschlussoperation ® auf einem Mengenverband (der
meist eine Klasse ist) ist eine (meist durch eine Klasse) gegebene Abbildung
dieses Verbandes auf sich selbst, die zwei Figenschaften fiir alle Mengen A in
dem Verband erfiillt:

1. AC ®(A) (Reflexivitit)
2. ®(P(A)) = ®(A) (Idempotenz)

3.2.2 Formale Topologien

Formale Topologien sind partiell geordnete Mengen mit einer weiteren Relation.
Denkt man sich die Elemente der formalen Topologie als offene Mengen einer
klassischen Topologie, so entspricht die partielle Ordnung der Ordnung durch
Inklusion. Die weitere Relation <1 entspricht der Aussage, dass eine offene Men-
ge durch eine Menge offener Mengen iiberdeckt wird und heifit entsprechend
Uberdeckungsrelation.

Definition 24. Eine formale Topologie ist eine partiell geordnete Menge (S, <)
mit einer Relation < zwischen Elementen von S und Teilmengen von S, die die
folgende vier Aziome erfiillt:

1. a€p—a<p
2.a<bdp—a<p

3. adp—-Vrepr<qg—a<yq
4. a<dp,g—a< SpN g

Bemerkung 25. 1. Man verwendet < in formalen Topologien auch als Re-
lation zwischen zwei Teilmengen der Tragermenge, indem man definiert:

p<q:—=VreEpr g

Damit kann man dann das dritte Aziom umschreiben zu: a <<p<1q — a<lq



30 KAPITEL 3. APPLIKATIVE TOPOLOGIEN

2. Falls P C S eine Klasse ist, so verwendet man a < P fir 3pC P a <1 P

3. Man beachte, dass wegen dem zweiten und dritten Axiom a < b impliziert,
dass a <1b gilt.

4. Ublicherweise definiert man die Struktur einer formalen Topologie stirker,
als dies hier getan wird, namlich mit einem Positivitdtspradikat und oft
einer Operation, die dem Schnitt entspricht. Dies ist allerdings in diesem
Kontext iberfliissig. Die obige Definition stammt aus [15].

Definition 26. Wir definieren den Operator P(S)2A— <UACS durch
r€ Az

Fiir Klassen A C S bezeichnen wir mit <A die Klasse
{xeS|3BC Aze “B}

mait Teil 2 der letzten Bemerkung erfillt dies auch die Bedingung
re A< A

Offenbar handelt es sich hierbei um eine Abschlussoperation (wegen dem
ersten und dritten Axiom) mit YA C S. “A C <A C A, die allerdings nicht auf
der Potenzmenge, sondern auf der Gesamtheit der Teilklassen operiert.

So wie es fiir klassische Topologien das einfache Beispiel der Potenzmenge
einer Menge gibt, also die so genannte diskrete Topologie, in der alle Mengen
offen sind, so gibt es auch fiir formale Topologien das einfache Beispiel der durch
= gegebenen partiellen Ordnung, wobei <1 durch € gegeben ist.

Jeder klassischen Topologie, die eine Klasse sein darf, aber eine Basis besitzen
muss, die eine Menge ist, entspricht eine formale Topologie, indem man eine Ba-
sis als Tragermenge nimmt, und < iiber die Inklusion von Basiselementen und
< iiber die Uberdeckung eines Basiselements durch eine Menge von Basisele-
menten definiert. Diskreten Topologien entspricht dann, falls man als Basis die
Menge aller Einermengen von Elementen des topologischen Raums nimmt, gera-
de dieses einfache Beispiel, das darum im Folgenden auch mit diskreter formaler
Topologie bezeichnet werden soll. Allerdings kénnen auch nichtdiskrete klassi-
sche Topologien zu diskreten formalen Topologien fithren. Zum Beispiel fiihrt
eine Topologie, in der der Raum durch die Menge der Basiselemente (die aber
keine Singletons sein miissen) ohne ) zerlegt ist, stets zu einer diskreten forma-
len Topologie, obwohl es sich formal nicht um eine diskrete klassische Topologie
handeln muss.

Die genaue Formulierung und der Beweis der Korrespondenz zwischen klas-
sischer und formaler Topologie steht noch aus:

Proposition 27. Sei eine Menge B Basis einer Topologie auf A, also:
1. VbeBbC A
2. 0eB

3. Vb, 'eBbNV eB
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Dann ist (B, C, <) eine formale Topologie”, wobei <I definiert ist durch

badp—bC Up
Dies soll als die (A, B) entsprechende formale Topologie bezeichnet werden.
BEWEIS.
1. Offenbar ist Vbe B b C b, also bep — b < p.
2. Fallsa < b<ip,soaCbCJp,also a<p.

3. Falls a<ip, also a C |Jp, und Vbep b<ig, also b C | ¢, dann a C |J g, also
a<q.

4. Sei a<ip,q. Dann'ist a CUpNUg=U{bN¥|bepnt’ eq} C SpN =q.
Q.E.D.

Eine fiir unsere Zwecke weit wichtigere Quelle fiir Beispiele formaler Topo-
logien sind jedoch nicht die klassischen Topologien, sondern Heyting-Algebren.

3.2.3 Heyting-Algebren

Heyting-Algebren sind das intuitionistische Analogon zu Booleschen Algebren.
Es sind algebraische Strukturen mit Verkniipfungen, die den logischen Kon-
nektiven entsprechen. Man kann sich eine Heyting-Algebra gut vorstellen als
Gesamtheit von moglichen Ereignissen in einer Welt mit intuitionistischer Lo-
gik. Zu Ereignissen A und B gibt es auch das Ereignis ,A und B“, und falls das
Ereignis ,A(z)“ von x abhéngt, kann man das Ereignis ,,Es gibt ein z € X, so
dass A(x)“ betrachten.
Eine typische Heyting-Algebra ist die Klasse der Wahrheitswerte

Q={plpC1}

Allgemein ist iiber halbwegs interessante Heyting-Algebren in CZF nur sehr
selten herleitbar, dass es sich um Mengen handle, auch wenn dies in stédrkeren
Theorien (mit Potenzmengenaxiom) iiblicherweise gilt.

Definition 28. 1. Eine Poklasse H mit Klassenoperationen \/ : P(H) — H
und A : H x H — H heifst Frame, wenn die folgenden Gesetze gelten:

(a) Es gibt ein grifites Element, also 3T € H Ya € H a < T, dieses
Element wird stets mit T bezeichnet®.

"Es wurde hier die <-Relation als Relation und nicht als Menge angegeben, letzteres wire
natiirlich nicht ”C”, sondern genauer {(b,b’)€ B x B|b C b'}.

80bwohl T formal nicht zur algebraischen Struktur der Heyting-Algebra gehort, werden
wir hier die gleichen Notationskonventionen benutzen, also insbesondere die grofiten Elemente
verschiedener Heyting-Algebren bei Verwechslungssicherheit alle so bezeichnen, ohne diese Be-
zeichnung fiir die einzelnen Heyting-Algebren einzufiihren. Die folgenden Forderungen fiithren
zu analogen Konventionen. Die Bezeichnungen fiir die Elemente, deren Existenz gefordert
wird, werden im Existenzquantor eingefiihrt. Dies fithrt dazu, dass dort im Laufe dieser De-
finition und der nichsten Proposition Zeichenketten stehen werden, die iiblicherweise nicht
als Mitteilungszeichen fiir Variablen gew#hlt wiirden. Man beachte, dass die Existenz dieses
ausgezeichneten Elementes nicht als kanonisch gefordert wurde. In Abwesenheit von Auswahl
kann man diese Konvention also nur fithren, wenn man nur endlich viele Heyting-Algebren
gleichzeitig betrachtet. Dies wird allerdings im Folgenden stets eingehalten, anderenfalls wire
es nicht nachteilig, T als Teil der Struktur einer Heyting-Algebra zu fordern.
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(b) Es ezistieren bindre Infima, also

Va,b,ceH.c<aAb—c<aAc<b
(c) Es existieren beliebige Suprema®, also

VpQH,cEH.VaEpaSCH\/pSC
(d) Es gilt das Distributivgesetz, also

YacH,p C H.a A \/p = \/{a/\m|x€p}

2. Ein Frame (H,<) mit einer Menge g C H heifit Heyting-Algebra mit
Generatormenge g, wenn fir alle a € H die Klasse {x € glz < a} eine
Menge ist und ihr Supremum gleich a ist.

Die Definition einer Heyting-Algebra wird meist anders gegeben und der
Begriff wird oft schwécher verwendet, so dass das, was hier Heyting-Algebra
genannt wird, als mengenerzeugte Heyting-Algebra bezeichnet wird. Man for-
dert dann zusétzlich zu den Eigenschaften eines Frames die Punkte 1 bis 3 der
folgenden Proposition als Axiome. Selten verlangt man auch \/ nicht als Ope-
ration, die jeder Menge ein Supremum zuweist, sondern nur die Existenz eines
solchen (analog fiir A). In Abwesenheit von starken Auswahlprinzipien ist dies
jedoch ungleich schwécher.

Gambino [15] bezeichnet die Struktur, die wir Heyting-Algebra nennen, als
mengenerzeugten (set-generated) Frame, um zu verdeutlichen, dass die Axiome
nur die eines Frames und die Erzeugungsaxiome sind. Allerdings zeigt die folgen-
de Proposition, dass es sich um vollstindige Heyting-Algebren handelt (mit ei-
ner Generatormenge). Die Differenzierung zwischen mengenerzeugten Heyting-
Algebren und Heyting-Algebren schlechthin wird hier nicht getroffen, da nur
erstere zur Konstruktion von Modellen der Mengenlehre hilfreich sind. Aufler-
dem findet man zu den meisten relevanten Beispielen eine erzeugende Menge.

In Heyting-Algebren sind die typischen Heyting-Operationen alle definierbar:

Proposition 29. Sei (H, <, g) eine Heyting-Algebra. Es ist \/ monoton steigend
im Sinne

VpapCqa—\/r<\q
Es ist AN monoton steigend im Sinne
Va,b,ca <b—aANc<bAec.
Seiac Hibe Hyp C H Menge. Dann gilt:
1. Javb € HVeeH.aVb<c—a<cAb<e¢
2. 3IN\p € HVce H Vdepc<d—c<Ap
3. Ja—b € HVceH (cha<b)< (c<a—b)

9also Suprema beliebiger Mengen. Der folgende Allquantor léuft ja nicht iiber Klassen.
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Alle in der Definition geforderten und in dieser Proposition behaupteten Ele-
mente sind eindeutig in dem Sinne, dass, falls zwei Elemente a,b€ H die selbe
Nummer erfiillen, auch a < b < a gilt.

BEWEIS. Seip C ¢q. Esist \/p < \/qg < Vae€pa <\ qg—Vacqga<\q<
V ¢ <V ¢, und das ist der Fall.

Sei a < b. Dann ist aAc < bAc «— (aAe < b)A(aAce < ¢). Also ist nur noch zu
zeigen, dass stets Ay < zund < y. Aber zAy < Ay < (xAy < 2)A(zAy < y).

1. Setze a Vb = \/{a,b}.

2. Setze Ap = V{z € g|Vy € p © < y}. Denn falls b € p, so wegen der
Monotonie \/{zeg|Vyep z <y} < \/{reg|lr < b} =D, also

a§/\p—>Vb€pa§b
Wenn andererseits Vy €p a < y, so wegen Monotonie

a=\/{zegle <a} <\/{zeglVyepz <y}

3. Setze a — b= \{xeg|lr Aa < b}. Ist dann ¢ A a < b, so wegen Monotonie
¢ = V{c} < a — b Ist umgekehrt ¢ < \/{z € glz A a < b}, so wegen
Monotonie

cha < \/{x€g|x/\a <b}Aa = \/{x/\a|x€g/\(:c/\a <bh)} < \/{x€g|x <b}=0b

4. Setze L =\/{), dann ist Vee H1 <.

Die Eindeutigkeit jeder Heyting-Operation folgt, indem man ein Element, das
die definierenden Gleichungen erfiillt, nimmt und die definierende Gleichung fiir
ein anderes solches Element auf dieses erste spezialisiert. Stets folgt, dass das
eine Element < dem anderen ist. So sieht man auch, dass zwei verschiedene \/-
oder A-Operationen auch eindeutig sind bis auf gegenseitige Kleinergleichheit.
Q.E.D.

Teile dieses Beweises sind in [15] skizziert.

Wenn wir Bezeichnungen wie A p verwenden, obwohl diese ja gar nicht ein-
deutig sind, meinen wir die Definitionen wie aus dem Beweis. Mit T, was auch
nicht eindeutig ist, meinen wir bei Heyting-Algebren A ), bei einfachen Frames
meinen wir einen festen Zeugen fiir 3T € A Va € a a < T. Da wir stets nur
endlich viele Frames auf einmal betrachten, wird es dabei nie Probleme mit
Auswahl geben.

Heyting-Algebren modellieren intuitionistische Logik auf die selbe Weise,
wie Boolesche Algebren klassische Logik modellieren. Man wihle eine beliebige
Heyting-Algebra A und iibersetze eine Formel © der intuitionistischen Pradika-
tenlogik in einen Klassenterm © von CZF wie folgt:

Pi(x1, ..., z405)) = {w € A|(w1, ..., 2405)) € v} fiir P;,v; die i-te Prédikatskon-
stante (mit Stelligkeit £(7)) bzw Variable.

® x U = dxV fiir « ein Junktor (auf der rechten Seite als Heyting-Verkniipfung
interpretiert)

Qr®(z) = Q{z|®(z) = A} fiir Q ein Quantor (3 =\/,V=A)
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Es verwende © keine Pradikatenkonstante einer hoheren Nummer als n.
Dann ist © genau dann ableitbar, wenn in CZF ableitbar ist:

Vo, C AMPD oy, C AMPDG > T

Auf explizite Angabe des Beweises durch einfache Induktion wird verzichtet,
da spéter noch viel stéarkere Resultate bewiesen werden.

3.2.4 Heyting-Algebren und formale Topologien

Definition 30. Eine formale Topologie (S,<,<1)'° heifit separierbar, falls die
Relation <1 separierbar ist, also

Va3b b = {(x,y)€alx <y}

Dies ist hdufig der Fall, wenn die Relation < beispielsweise Ag-definierbar
ist, oder wenn die Topologie auf die unten angegebene Weise aus einer Heyting-
Algebra hervorgeht. Insbesondere werden die spéter eingefiihrten mengenarti-
gen formalen Topologien diese Eigenschaft haben. In Anwesenheit von voller
Separation gilt Separierbarkeit ebenfalls immer. Insbesondere ist bei einer sepa-
rierbaren formalen Topologie S stets

G = {reSlz<ap)
eine Menge fiir jede Teilmenge p C S.

Definition 31. 1. Sei (S, <, <) eine formale Topologie. Dann sei H(S) de-
finiert als die Klasse aller A C S so dass A = <A. Es sei fiir eine Menge
A C H(S) und a,be H(S) definiert: \/ A= JA, aAnb=anhb. Es sei
g9 ={Hs}seS}.
2. Sei (H,<,\/,A,g) eine Heyting-Algebra, so sei S(H) gleich g mit der
kleinergleich-Relation < von H und der Uberdeckungsrelation

g3x<dpCge— Iyepy=yAz<\/p

Dass diese beiden Zuordnungen zu Funktoren zwischen den nur metatheo-
retisch definierbaren Kategorien der Heyting-Algebren und der separierbaren
formalen Topologien fithren, ist zwar korrekt, aber nur mit viel Aufwand zu
beweisen. Wir bendtigen nur die folgende, auch starke Aussage:

Theorem 32. 1. Sei H eine Heyting-Algebra, dann ist S(H) eine separier-
bare formale Topologie und H(S(H)) = H.

2. Sei S eine separierbare formale Topologie. Dann ist H(S) eine Heyting-
Algebra, und es gilt:

S/(x <{y} Ay <{x}) = S(H(S)),

wobei X/(D(x,y)) die Quotientenstruktur bezeichnet, bei der durch die
Relation ®(x,y) dividiert wurde.

10Dje Tripelschreibweise ist eigentlich nicht angemessen, da es sich bei <1 ja um eine Klasse
handelt. In Zukunft werden endliche Tupel von Klassen jedoch auch mit der gleichen Schreib-
weise wie die objekttheoretischen Tupel von Mengen geschrieben.
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Dabei bedeutet Isomorphie von algebraischen Strukturen wie iiblich die Exis-
tenz einer bijektiven Abbildung der Tragerstrukturen, die mit den zur algebrai-
schen Struktur gehérenden Konstanten, Operationen und Relationen vertriglich
ist.

Dieses Theorem zeigt, dass formale Topologien, mit denen man im Vergleich
zu Heyting-Algebren, die intuitiv gesehen Interpretationen fiir Formeln liefern
(wie das letzte Resultat des letzten Abschnitts andeutet), leicht arbeiten kann,
mit diesen eng verwandte Strukturen sind, obwohl der Tréger einer formalen
Topologien eine Menge sein muss. Ein enger Zusammenhang zwischen formalen
Topologien und Heyting-Algebren ist bekannt [9], [25]. Auch Gambino formuliert
in seinem Artikel iiber Heyting-Algebra-bewertete Modelle von CZF [15] ein
Theorem, das besagt, dass Heyting-Algebren von formalen Topologien herriihren
und verwendet, dass beliebige formale Topologien stets zu Heyting-Algebren
fithren. Allerdings ist diese zweite von ihm gebrachte Aussage, wie spéter noch
gezeigt werden wird, in der dort behaupteten Allgemeinheit nicht korrekt.

Man beachte, dass man sich der vielleicht als unésthetisch einzuschétzen-
den Assymetrie des Theorems entledigen héitte konnen, wenn man bei forma-
len Topologien und Heyting-Algebren noch z < {y} Ay < {z} — = = y und
z <yAy <z — y =z gefordert hiitte (bei Heyting-Algebren nur die zweite
Bedingung) — sicher kein unnatiirliches Axiom, das die wesentlichen Beispiele
auch erfiillen. Dies wire zwar unproblematisch gewesen, da in dieser Arbeit nie
Eigenschaften wesentlich werden, die nicht erhalten bleiben, wenn man durch
die Relation z < y Ay < x beziehungsweise ihr Analogon fiir < teilt. Allerdings
wére die schonere Formulierung des obigen Theorems auch der einzige Vorteil
dieser Klausel gewesen, was den Aufwand, diese Bedingung fiir Kandidaten der
wesentlichen algebraischen Strukturen stets nachzupriifen, in den Augen des
Autors nicht gerechtfertigt hiatte. Aulerdem strebt man ja danach, Theoreme
iiber algebraische Strukturen mit moglichst wenigen Axiomen zu formulieren.

Das Theorem muss noch bewiesen werden:

BEWEIS.

1. Offenbar ist S(H) C H eine durch < partiell geordnete Menge. Die wei-
teren Bedingungen an eine formale Topologie rechnet man einfach nach:
(a) aep—a<\/p—a<p
(b)) a<bap—a<b<\p—a<\Vp—a<p
(¢c) adp<tqg—a<\/pAVbepb<\qg—a<\/p<\Vqg—a<yq
(d) Seia<iq,p,alsoa <\ q,V\p,so folgt a <\/ =p, S¢ und damit

a<\/ oA\ Sa=\/{bAcbe p,ce S} =\/(pn =)

Also a < Spn <.

Es ist noch die Isomorphie zwischen H und H(S(H)) zu zeigen. Der Iso-
morphismus [ ist definiert durch f(z) = {a € gla < z}, diese Teilmenge
von g liegt in H(S(H)), denn wire y < f(z), so y <\ f(z) = f(z) und
also y € f(z). Die Abbildung ist injektiv, denn es gibt das Linksinverse \/,
denn \/{a€gla <z} = x nach den Forderungen an die Mengenerzeugung,.
Sie ist surjektiv, denn \/ ist auch ein rechtsinverses, da fiir eine Menge A
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mit A = A gilt:

f(\/A) ={a€gla < \/A} ={a€gla<A}= A=A
Die Abbildung f erhélt binére Infima:

flxny) ={z€glz<axnz<y}=f(x)N f(y)

Sie erhilt beliebige Suprema:

f\/p) =

fregle < \/p) =
{zeglzap} =

{zeglz < J{yegly < a}} =

acp
U@ =
acp

\/{f(@)lacp},

wobei das letzte \/ natiirlich das \/ in H(S(H)) bezeichnet. Man beachte,
dass fir A € H(S(H)) insbesondere \/ A = <J f(\/ A) eine Menge ist,
was aus der Definition keineswegs direkt ersichtlich ist.

Das Bild von g unter f ist wieder ein Mengenerzeugendensystem, weil f
ein Isomorphismus von Frames ist. Damit ist f ein Isomorphismus von
Heyting-Algebren.

. Es soll gezeigt werden, dass H(S) eine Heyting-Algebra ist. Natiirlich ist
es eine Poklasse mit <=C und (@ < bAc) < (a <b) A (a < ¢), dies gilt
stets fiir Mengen. Man beachte, dass a A b iiberhaupt stets in H(S) liegt.
Um zu zeigen, dass dies auch fiir \/ A (mit A C H(S)) gilt, bendtigt man
die Separierbarkeitsvorausssetzung, dass <|J A eine Menge ist. Dass dies
die Supremumsbedingung erfiillt, rechnet man nach, wobei eingeht, dass
X +— <X eine Abschlussoperation ist und somit X CY « <X CY, falls
Y = Y. Also fiir be H(S):

VA<t I JACh=D—|JACb—Vacda Cb o VacAa<b
Es gilt auch das Distributivgesetz:
bA\/ A=bn"A4= b0 JA) = I JanblacA} =\/{anblac A}
Also ist H(S) ein Frame, es ist noch zu zeigen, dass g ein Mengenerzeu-
gendensystem ist. Um zu sehen, dass es sich {iberhaupt um eine Menge

handelt, benétigt man die Erkenntnis, dass seine Elemente <{s},s € S
wegen der Voraussetung der Separierbarkeit Mengen sind. Es ist offenbar

{%slse S, Ys} <a} fir ac H(S)
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stets wie benotigt eine Menge, und es gilt, unter starker Ausnutzung der
Abschlusseigenschaften:

\/{ Ys}lse S, s} <a} =~ U Y= %=a

seSAsca

Also ist H(S) tatséichlich Heyting-Algebra.

Zu zeigen bleibt die behauptete Isomorphie. Der Quotient von S soll mit S’
bezeichnet werden. Das Element des Quotienten, das von einem Element
x herriihrt - also seine Aquivalenzklasse - wird mit & bezeichnet.

Der Isomorphismus f ist gegeben durch f(z€S’) = Yz} € S(H(S)). Dies
ist wohldefiniert, denn falls z <1 {y} Ay < {z}, so auch Yz} = Yy}.
Er ist injektiv, denn falls Yz} = Yy}, so ist © < {y} Ay < {z}. Die
Abbildung ist auch surjektiv, denn die Trégermenge von S(H(S)) ist ja
das Mengenerzeugendensystem von H(S), und das sind genau die Yz}
fiir z € S. Zu zeigen ist die Strukturerhaltung beziiglich < und <. Ist
x <y, s0 x<{y} und also Yz} < Yy}, denn in S(H(S)) war <
gerade durch C definiert. Ist z < p, so z < |, Yy, also x € U Yy,
somit & < \/{ Yly € p}, mithin f(z) < {f(9)|y € p}. Damit ist f ein
Isomorphismus.

Q.E.D.

Heyting-Algebren sind Klassen, aber ihre ganze Struktur ist schon in forma-
len Topologien enthalten, deren Trager Mengen sind. Allerdings kann bei To-
pologien mit mindestens zwei unterschiedlichen Elementen die Relation <1 gar
nicht beweisbar durch eine Menge gegeben sein, denn in dieser Menge miisste je-
de Menge von Paaren enthalten sein, deren erste Komponente das eine Element
wére und deren zweite Komponente eine Menge wire, die dieses eine Element
enthielte und eventuell auch das zweite (mit b bezeichnet) — daraus konnte
man aber die Menge Q = {p C 1} = {p C {b}} bilden, und deren Existenz ist
dquivalent zum Potenzmengenaxiom, das in CZF ja nicht beweisbar ist, da die
Stérke von CZF unterhalb der Stirke von zweitstufiger Zahlentheorie liegt [23].

Dennoch ist die Uberdeckungsrelation in vielen Beispielen sehr einfach, bei
diskreten Topologien etwa durch die Elementschaftsbeziehung gegeben. Zwar ist
die Elementschaftsrelation in nichttrivialen Verbanden nicht durch eine Menge
gegeben, aber dennoch muss man von einer diskreten formalen Topologie nur
die Triagermenge und keine Klasse kennen, um sie festzulegen, so man eben
um ihre Diskretheit weifl. Dies wird nun etwas verallgemeinert: Wir definieren
mengenartige (set-presentable bei [15]) formale Topologien, bei denen wir < in
Abhéngigkeit von einem Parameter, der eine Menge ist, mit dem Wissen um die
Mengenartigkeit bestimmen kénnen.

Definition 33. FEine mengenartige formale Topologie ist eine partiell geord-
nete Menge (S, <) mit einer Funktion R : S — P(P(S)), die eine Menge ist, so
dass S eine formale Topologie wird mit der Uberdeckungsrelation, die gegeben
st durch:

a<ldp« JueR(a)ulp

Die einer mengenartigen formalen Topologie zugeordnete formale Topologie wird
mit dieser identifiziert.
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Das heifit, R gibt zu jedem Element einige ,,Basisiiberdeckungen®“ an. Bei
einer diskreten Topologie kénnte man etwa R(z) = {{x}} withlen. Man beachte,
dass in einer Theorie wie IZF, in der Aussonerung und Potenzmengenaxiom
vorliegen, jede formale Topologie mengenartig ist.

Mengenartige formale Topologien .S haben die Eigenschaft, dass fiir Mengen
A C S stets YA = {seS|Fue R(s) u C A} eine Menge ist und also H(S) eine
Heyting-Algebra ist. Umgekehrt kann man aber nicht von jeder Heyting-Algebra
beweisen, dass die ihr entsprechende Topologie mengenartig ist. Dies kann man
mit der spiter angegebenen Modellkonstruktion aus Heyting-Algebren zeigen
[15], allerdings nicht dadurch, dass ein Gegenmodell angegeben wird, sondern
dadurch, dass man unter der Annahme, man kénnte von einer bestimmten To-
pologie beweisen, dass sie mengenartig wére, die Existenz eines Modells zeigt,
die in CZF nicht beweisbar sein kann, da in ihm Cons(CZF) gilt.

3.3 Applikative Topologien

Die in dieser Arbeit neu eingefiihrte Struktur der applikativen Topologie ist eine
Art Mischung aus einer formalen Topologie und einer applikativen Struktur und
wird verwendet, um ein Modell der konstruktiven Mengenlehre anzugeben.

Zur besseren Formulierbarkeit der von dieser algebraische Struktur geforder-
ten Axiome werden wir bei Strukturen mit partiellen bindren Verkniipfungen
die Applikationsterme, wie sie in Sektion 3.1.1 eingefiihrt wurden, mit all ihren
Notationen verwenden.

3.3.1 Definition

Definition 34. Fine schwache applikative Topologie ist eine separierbare
formale Topologie (S, <,<1) mit einer Teilmenge V C S, zwei ausgezeichneten
Elementen k € V und s € V und einer partiellen bindren Verkniipfung o, die
Applikation genannt wird, und die folgenden Azxiome erfillt:

1. Veep,yeqayl— (a<ipAb<dq) — ab|l Nab<{zylzep,yeq}
2. Vx,yeS. xyl— x,yeV — zyeV

3. Vax,yeS. kxy | N kxy < {z}

4. Yr,yeS sxy|
5

CVeyy,z € S.((x2)(yz) | Vsayz |) — (sxyz | A (x2)(yz) | A sayz <

{(z2)(y2)})
6. fecVe<l

Bemerkung 35. Bei einer (schwachen) applikativen Topologie sind folgende
Konventionen, die an die Konvention zu = angelehnt sind, sehr hilfreich. Man
erinnere sich, dass V(t,a) bedeutet, dass t ein geschlossener Applikationsterm
ist und den Wert a hat. Seien t,t' Applikationsterme, p,p’ Mengen von Appli-
kationstermen.

1. t <t steht fiir

Va.(V(t,a) — Fb. a<t (B} AV, D) A (V(,b) — Fa. a< {b} AV (t,b))
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2. pl steht firVa€epa|
3. pp’ steht fiir {abla€p,bep’}

Damit schreiben sich die Forderungen an schwache applikative Topologien
einfacher als:

1. pp' l,a<ap,b<ap’ — ab<pp
2. xyl,xeV,yeV - zyeV
kxy <z

syl

szyz < xz(yz)

S v %o

Vozx < — L

Man sieht, dass die Applikation dhnlichen Bedingungen geniigt wie in appli-
kativen Strukturen, allerdings gilt statt dem starken = nur die schwache Relation
<, die keine Aquivalenzrelation ist, sondern nur eine partielle Ordnungsrelati-
on'!. AuBerdem diirfen in applikativen Topologien k und s iibereinstimmen. In
vielen Beispielen tun sie dies durchaus, ohne dadurch die applikative Topologie
zu trivialisieren. Der im Kapitel zu applikativen Strukturen angegebene Be-
weis, dass aus den restlichen Axiomen applikativer Strukturen und der Existenz
zweier verschiedener Elemente folgt, dass k # s, stiitzt sich ndmlich wesentlich
darauf, dass man in applikativen Strukturen die Axiome fiir = und nicht nur
fiir die partielle Ordnungsrelation < zur Verfiigung hat.

Schwache applikative Topologien reichen aus, um Modelle einer elementaren
Mengenlehre ohne das Subset Collection Schema zu konstruieren. Eigentlich will
man jedoch mit (starken) applikativen Topologien arbeiten.

Definition 36. Fine (starke) applikative Topologie ist ein Septupel (S, <
,7,0,V, k,s), so dass (S,<,r) eine mengenartige formale Topologie bildet, de-
ren Uberdeckungsrelation mit <1 bezeichnet sei, und so dass (5,<,<,0,V,k, s)
eine schwache applikative Topologie bildet. Es werden Konventionen analog zum
Verhdltnis der mengenartigen formalen Topologien zu den allgemeinen formalen
Topologien verwendet.

Bevor wir zentrale Eigenschaften {iber applikative Topologien herleiten, benoti-
gen wir zwei Definitionen: Wir wollen Substitutionen auch fiir allgemeine Ap-
plikationsterme durchfithren und nicht nur konstante Terme substituieren, und
wir fiihren eine weitere Bezeichnung ein fiir Terme, die sich beziiglich V giinstig
verhalten.

Definition 37. Fir Applikationsterme t,t’ ist tfv; :== t'] induktiv definiert:
1. v =t =t
2. vjlvi = 1] =y fiir j #i

3. alv; :=1t| =a firaceS

die wegen der Separierbarkeit auf S x S stets durch eine Menge gegeben ist
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4. tth [’Ui = t/] = tl[Ui = t/]tg[’()i = t,]

Definition 38. Wir sagen, ein Applikationsterm t tiberzeugt, in Zeichen t!,
falls fiir alle Folgen (a;)icpv ) iV gilt:

tl(vi = ai)ierv il 1= t{(vi = ai)ierv ()] €V

Insbesondere iiberzeugen Applikationsterme, bei deren Aufbau nur solche
Elemente aus S verwendet wurden, die in V liegen, wie k und s. Hitte man
Applikationsterme unabhéngig von der Struktur eingefiihrt, so wiirden alle Ap-
plikationsterme iiberzeugen. Man beachte, dass die Eigenschaft, zu {iberzeugen,
bei Substitution erhalten bleibt, also

t! — sl — tly; == s]!
Mit dieser Definition kann man das zweite Axiom umschreiben als:

v1v2 ]

3.3.2 Einige Eigenschaften

Wie applikative Strukturen verfiigen applikative Topologien iiber die Fahigkeit
der A-Abstraktion und man kann die A-Terme genauso definieren. Wichtig ist
nicht nur, dass sie stets denotieren, sondern auch, dass sie iiberzeugen, also in
V liegen.

Lemma 39. Sei t ein Applikationsterm iber einer schwachen applikativen To-
pologie S. Dann gibt es fiir n€w einen Applikationsterm Av,.t, so dass gilt:

o FV(Avp.t) = FV(t)\ {n}
o (Avu,.t)|
o (Avp.t)! falls alle Konstanten von t aus V sind
o (Av,.t)v, It
BEWEIS. Induktion iiber den Aufbau von t.

1. t = v,: Definiere \v,,.t als skk. Dies hat keine freien Variablen, denotiert
und iiberzeugt und skkv,, < (kv,)(kv,) < v,.

2. t = vy, m # n: Definiere Av,.t als kv,,. Dies hat die gleichen freien Varia-
blen wie ¢, denotiert und iiberzeugt und kv,,v, < v,,.

3. t = a € A: Definiere \v,,.t als ka. Dies hat keine freien Variablen, denotiert
und iiberzeugt und kav, < a.

4. t = tyty: Definiere A\vy,.t als s(Avy,.t1)(Avy,.t2). Dies denotiert und iiber-
zeugt nach Axiomen und Induktionsvoraussetzung und hat als freie Va-
riablen die selben wie ¢, nur ohne v,,. Und

$(AUp. 1) (A t2) v, L (Mg t1)vs) (Avp.t1)vy) Ditgte =1t

nach Induktionsvoraussetzung.
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Q.E.D.

Insbesondere folgt aus dem vierten Punkt die formal etwas stédrkere Konver-
sionsregel: Falls n € FV(t) oder t' |, so

Ao )t S t[v, =t']

Denn (Avy,.t)t' = (Avp.t)vy[v, == t'] < t[v, := t']. Die letzte Umformung gilt,
falls ¢’ denotiert oder falls n € FV(t), also wenn die Denotiertheit der rechten
Seite tatsdchlich die der linken impliziert (dass wenn beide Denotate existieren,
sie auch gleich sind, ist klar).

Wir werden auch in Zukunft die Bezeichnung A\v,,.t fiir den im Beweis die-
ses Lemmas angegebenen Term verwenden. Uberhaupt werden wir nach einem
Existenzlemma und Angabe eines Zeugen im Beweis kiinftig die Bezeichnung
des behaupteten Elements/Terms der applikativen Topologie fiir den im Beweis
angegebenen Zeugen verwenden, eventuell nach einer Umbenennung der gebun-
denen Variablen zu neuen Nummern (der A-Operator z#hlt hier als bindend).

In applikativen Strukturen ist die Existenz eines Fixpunktterms ganz wesent-
lich (dies entspricht dem effektiven Rekursionssatz oder der effektiven Variante
des Fixpunktsatz von Kleene in der Rekursionstheorie). Dieser denotiert zu ei-
nem Element, das auf ein Element a angewandt einen Fixpunkt der Anwendung
von a liefert (genauer: ein Element, das ein Fixpunkt dieser Anwendung ist, so-
fern diese {iberhaupt denotiert). Dieses Resultat ist etwa in [20] bewiesen.

In applikativen Topologien funktioniert dieser Beweis nicht, auch wenn man
« durch < ersetzt, da dieses ,in verschiedene Richtungen“ angewandt wiirde,
so aber natiirlich nicht mehr transitiv ist. Alles, was man so zeigen kann, wére,
dass das gefundene Element auf ein Element a angewandt etwas liefert, was mit
einem Fixpunkt der Anwendung von a eine gemeinsame Uberdeckung durch ein
einziges Element hat. Fiir die wesentlichen Anwendungen ist dies jedoch nicht
hilfreich.

Es besteht ein feiner Unterschied zwischen dem Theorem fiir applikative
Strukturen und der folgenden Aussage, die zwar deutlich schwicher ist insofern,
als dass der Fixpunktfinder nicht in der applikativen Struktur selbst behauptet
wird, sondern nur als Fixpunktterm vorliegt, was aber bei genauem Hinschauen
fiir viele Zwecke ausreicht. Unumggnglich fiir die Anwendbarkeit ist die For-
mulierung der zweiten Eigenschaft des Fixpunktterms als Eigenschaft fiir alle
Terme, und nicht nur alle Elemente der Struktur. Sonst konnte der Fixpunkt-
term etwa eine stets undenotierender Term sein, was aber nichts niitzt.

Lemma 40. Sei S eine schwache applikative Topologie. Dann existiert ein Ap-
plikationsterm /% tiber S mit vy als einziger freien Variable, so dass

1. 7fi=)
2. Yt 77y = 1] < (77 [vy = 1])
BEWEIS. Setze 7/ = ((Ava.v1(v2v2))(Ava.v1(v2v3))), dies iiberzeugt. Da die

Ersetzung von vy durch eine andere Variable ungleich v; die syntaktische Form
des Terms nicht &ndert, kann man ohne Einschrankung verlangen, dass v keine
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freie Variable in ¢ ist. Dann ist fiir a€ S

rliw [v1 :=t]

(Ava.t(v2v2)) (Ave.t(vav2)) <
t((Ava.t(vav2))(Ave.t(vave))) =
t(Tfiw[vl =1])

Q.E.D.

Offenbar gibt es ein Element von S, das auf ein a € S angewandt immerhin
einen <-Vorgénger von a angewandt auf den substituierten Fixpunktterm er-
gibt, ndmlich \v;.7/%. Es selbst ist aber kein Fixpunkt, nicht einmal in dem
schwachen Sinne, dass es ein <J-Vorgénger dessen, was man erhélt, wenn man a
auf es anwendet, sei.

Das folgende Lemma wirkt vielleicht unnotig speziell, ist aber von grofler
Anwendbarkeit.

Lemma 41. Seien x und y voneinander und von vy verschiedene Variablen, vy
nicht frei in t, x frei in t. Dann gilt

th® [y = Aay.t] |
BEWEIs. Es ist

1%y = Ay t] <

(Azy.t) (77 vy = Axy.t])
((yt) (175 o = Aay.t]
(My.t)[x = 77y := Aay.t] |

Q.E.D.

Wie in applikativen Strukturen stellen applikative Topologien Werkzeuge
zur Fallunterscheidung und Paarbildung bereit. Die Definitionen in [6], der dies
in applikativen Strukturen zeigt, wurden etwas abgeéindert, um weniger Ter-
me definieren zu miissen - insbesondere agieren die Projektoren, die einem Paar
die linke beziehungsweise rechte Komponente zuweisen, nun auch als Wahrheits-
werte, abhéngig von denen Fallunterscheidungen getroffen werden. Dies fithrt zu
einer deutlichen Vereinfachung und ist nach Meinung des Autoren in rekursions-
theoretischen Kontexten auch natiirlicher als die géingige Praxis, Wahrheitswerte
mit den beiden ersten natiirlichen Zahlen zu identifizieren.

Lemma 42. Sei S eine schwache applikative Topologie. Es gibt p, D, | und r
in 'V, so dass fir alle a,be S gilt:

1. l(pab) < a
2. r(pab) < b
3. Dlab < a
4. Drab <b

BEWEIS. Setze | = Mvi.vik, 7 = Avg.va(k(skk)), p = Avsvgvs.vsvzvy, D =
Avgurvg.vg(pu7vs). Dann gilt
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1. l(pab) = (Avi.v1k)(pab) < pabk < kab < a

2. r(pab) < pab(k(skk)) < k(skk)ab < (skk)b < kb(kb) < b
3. Dlab < l(padb) < a

4. Drab < r(pab) <b

Q.E.D.

Korollar 43. Ist x <1, y dr, so
1. Dzab<a

2. Dyab <'b

BEwEIs. Da Dlab und Drab denotieren, folgt aus Axiom 1 der applikativen
Topologie, dass Dzab < Dlab und Dyab < Drab ist. Q.E.D.

Man kann [ und r als die entscheidbaren, klassischen Wahrheitswerte 0 und
1 interpretieren, die den Fallunterscheidungsoperator D dirigieren kénnen. Mit
ihm kann man auch die bekannten Booleschen Funktionen basteln, Avy.Duvgrl
etwa entspricht der auf den klassischen Wahrheitswerten selbstinversen Nicht-
Funktion.

Uns ist daran gelegen, die natiirlichen Zahlen in unsere Struktur S einzu-
betten, dies ist fiir applikative Topologien nicht viel anders als fiir applikative
Strukturen [6], [20] und es gibt viele Methoden, dies zu tun, die alle Vor- und
Nachteile haben. Giitekriterien kénnten etwa sein, kurze Ausdriicke (in s und
k) zu erhalten oder leicht zeigen zu konnen, dass alle rekursiven Funktionen
implementierbar sind. Die hier entwickelte Variante hat den Vorteil, dass man
den Zahlen sehr direkt ansehen kann, ob sie 0 sind oder nicht, und leicht ihre
Nachfolger und Vorgénger bestimmen kann.

Wir definieren fiir ein n € w induktiv ne V:

0 = plr

n+1=prn

Dies sind alles in V denotierende Terme. Man sieht, dass In angibt, ob n
gleich oder ungleich 0 ist. Man sieht, dass es sy € V gibt, so dass syn I n +1,
namlich das Denotat von Avg.prvg. Es gibt auch ein py € V mit pyn+1 Jn
und pxy0 < 0, ndmlich

Avg.D(lvg)0(pruo)

(Man beachte dabei, dass stets in | und rn |, sonst wiirde eventuell zwar der
Term denotieren, auf den die Fallunterscheidung weist, aber nicht der andere,
und damit pxn nicht.)

Man kann auch testen, ob eine Zahl kleiner als eine andere ist. Es sei

de := 77wy == Mxy.D(1x)(\22" 1) (D(ly)(Az2" 1) (N22"vz2")) (pnx) (DN y)]

Dann gilt
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Dies zeigt man durch Induktion iiber min(n,m). Der Induktionsanfang ist klar,
denn ist n = 0, so entscheidet die &uflere Fallunterscheidung fiir etwas <, und
ist dies nicht der Fall, aber m = 0, so entscheidet die innere fiir etwas < r.
Hierbei muss man beachten, dass der Teilterm (Azz'.vzz") ohne Voraussetzung
iiber Denotiertheit von v stets denotiert, sonst wire die Fallunterscheidungsei-
genschaft von D nicht ausnutzbar

Seien also n,m > 0 und die Aussage fiir alle kleineren Minima bewiesen, so
gilt

d<nm
< (D) (A== 1) (D(Im) (A=2"7) (d(In) (A27'd<22")))) (o) (pym)
Jdd< (pnn)(pNm

~— —

Und dies erfiillt nach Induktionsvoraussetzung die gewiinschte Beziehung.

Man beachte die Denotiertheit aller Teilterme (die sehr einfach iiber die
Induktion mitbewiesen wird) — wiire auf diese nicht zu achten (sondern nur
auf Denotiertheit der Teilterme, die tatsédchlich bei einer ,lazy evaluation“-
Berechnung des Ergebnisses benttigt werden), so hétte man den Term einfacher
wéhlen konnen als

rfiz [v1 := Avzy.D(lz)r(d(ly)l((v(pnz)(PNY)))

Fiir die Zukunft setzen wir noch e< = Az.d<z € V.

Dies wird fiir unsere Zwecke geniigen. Es ist anzumerken, dass es sich iibri-
gens um keine echte Einbettung in dem Sinne, dass die Abbildung n +— n in-
jektiv wire, handelt. Dies ist zwar oft, aber nicht immer gegeben, etwa nicht,
falls £ = s gilt. Dies tritt bei sehr natiirlichen Beispielen auf, wie der néchste
Abschnitt zeigt. Wenn die Abbildung allerdings in einem starken Sinne injektiv
ist, ergeben sich einige interessante Folgerungen, wie im Kapitel iiber unter-
scheidende applikative Topologien demonstriert wird.

3.3.3 Einige Beispiele

Die trivale applikative Struktur ist offenbar S = V = {0} mit k = s = 0
und 000 =0, 0 < p < 0€p. Es gibt aber interessantere Beispiele. Verdndert
man etwa in der trivialen applikativen Struktur nur die Definition von < zu
0<dp < =0 ¢ p, so erhiilt man offenbar eine andere Struktur, die dennoch
zumindest eine schwache applikative Struktur ist (alle Axiome sind offenbar
erfiillt, {0€.5]0 < p} ist stets eine Menge, da < durch eine Ag-Formel definiert
ist). Mengenartig ist die Topologie jedenfalls zumindest nicht offensichtlich (in
CZF ist auch nicht beweisbar, dass sie es wére, denn das mit ihr erhaltene Modell
realisiert das ausgeschlossene Dritte, die beweistheoretische Stérke von CZF
wird durch das ausgeschlossene Dritte aber stark erhoht; konnte man beweisen,
dass die Struktur eine starke applikative Topologie wére, so konnte man die
Existenz eines Klassenmodells fiir CZF+EM in CZF zeigen [15]). Man kann
mithin nicht behaupten, dass es sich um eine starke applikative Struktur handle.

Die Struktur der applikativen Topologien soll in einem gewissen Sinne ei-
ne gemeinsame Verallgemeinerung der applikativen Strukturen und Heyting-
Algebren sein, da die damit konstruierten Modelle eine gemeinsame Verallgemei-
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nerung der Modelle aus applikativen Strukturen und Heyting-Algebren werden
sollen.

Proposition 44. Ist (A,o0,k,s) eine applikative Struktur, so erhdlt man mit
V=A4a<p<acpundr(a) ={{a}} eine starke applikative Topologie.

BEWEIS. Alle Axiome sind offensichtlich erfiillt. Q.E.D.

Dieses erste Beispiel war mit einer diskreten Topologie versehen (trivia-
le <-Relation) und ging von applikativen Strukturen aus. Das folgende Bei-
spiel verfiigt in dieser Beziehung iiber mehr Struktur und basiert auf Heyting-
Algebren:

Proposition 45. Sei (H,<,\/,A,g) eine mengenerzeugte Heyting-Algebra, so
dass

TegNVr,ycgx ANyEg

Sei V ein Heyting-Algebra Filter'®. Dann ist S(H) mitk =s=T, aob=aAb
und V =V Ng eine schwache applikative Topologie.

Die Bedingungen an ¢ sind hierbei nicht wirklich Einschrankungen, denn
wenn man von einer beliebigen Generatormenge g von H ausgeht, dann erfiillt
die vergroflerte Menge

g ={agA..Na,_1|n€w,Vien.a;egVa; =T}

die beiden Eigenschaften T € ¢’ und z,y€g’ — xz Ayeg’ offenbar. Und wie jede
Obermenge einer Generatormenge ist g’ wieder eine Generatormenge.
Zum Beweis der Proposition:

BeEwEIs. Es wurde in der Sektion iiber formale Topologien gezeigt, dass S(H)
eine formale Topologie ist. Nach der Wahl von g ist o wohldefiniert und sogar
total auf S(H) =g. Esist k=s= TegNV =V und fir z,yeV =V Ny gilt
TAYE vn g = V wegen der Abgeschlossenheit der beiden Mengen gegeniiber A.
Wegen der Abgeschlossenheit von V ist V auch abgeschlossen gegeniiber <! und
kein Element von V wird von der leeren Menge iiberdeckt. Fiir z,y,2€ S(H) = g
gilt

1. kzy =2 Ay <x=\{z} — kay<{z}
2. szyz = (x AyN)z < V{(z Ay)(x A 2)}

Damit ist alles gezeigt. Q.E.D.

Konstruktionen

Man kann aus alten applikativen Topologie neue machen. Es ist die Kategorie
der applikativen Topologien zum Beispiel abgeschlossen gegeniiber kartesischen
Produkten'3.

123150 V3 a<b— beV, TEV und a,beﬁ —aAbeEV

13Schwache applikative Topologien sind Klassen (wegen <) und so wire ihre Katego-
rie umstindlich zu definieren und sehr metatheoretisch, es wird darum auf eine genaue
Ausfithrung dieser Aussage verzichtet.
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Proposition 46. Seien S und T schwache applikative Topologien. Dann ist
S x T eine schwache applikative Topologie mit:

1. (a,b) < (c,d) gdw** a <cAb<d

a,b) o (c,d) = (e, f) gdwaoc=eAbod= f,

(a,b) <
2. (a,b) <p gdw a < p~HT] Ab < p[S]
3. (a,b) 0
4. (a,b) €V gdw a€eV ANbEV

Sind S und T sogar starke applikative Topologien, dann ist S x T starke appli-
kative Topologie mit

r(a,b) = {u x v|u€r(a),ver(d)}

BEWEIS. Es bleiben k,s € V. Da < komponentenweise definiert wurde, folgen
auch die anderen Axiome sofort, unter Beachtung, dass (a,b)(c,d) | < ac |
Abd]. Q.E.D.

Eine weitere natiirliche Konstruktion sind Quotienten:

Proposition 47. Sei S eine schwache applikative Topologie und R eine durch
eine Menge gegebene Aquivalenzrelation auf S, so dass gilt:

aRb—aob=c— aRc
aRb—cRd—a<c—b<c¢

aRb — a<{ce S|3deS. cRANdep} - b<p

Dann ist der Quotient
S/R :={alaeS}
mit
a:= {beS|bRa}
eine schwache applikative Topologie mit ausgezeichneten Elementen k und 5 und
1.a<b gdwa <b
2. a<pgdwa<tJp
3. aob=c¢gdwaob=c
4. e€eV gdw Jac€e aeV

Ist S sogar eine starke applikative Topologie, dann ist der Quotient dies auch
mat

e) = | J{{blb e u}luer(a)}

Mgenau dann, wenn
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BEWEIS. Bekanntermaflen sind Quotienten von Mengen durch durch Mengen
gegebene Aquivalenzrelationen wieder Mengen ([1]). Die Verkniipfung o und
die Relationen < und < sind wegen der Bedingung an die Aquivalenzrelation
wohldefiniert. Offenbar ist <1 immer noch separabel, da die Definition fiir < der
neuen Topologogie Ag-definierbar in der Relation < der alten Topologie ist.

Auch in der neuen Struktur impliziert e < f €p, dass e<ip. Falls e<ip<iq, so
ist wieder e <1q. Falls e<ip, ¢, also Va€ea<1Jp,J g, so ist Va€ea< =JpN = q.
Es ist aber

SUp: {zxeS|Fgepr <y} = U =

Also ist Ya€ea < |J(SpN =¢), also e < SpN Sg. Damit ist gezeigt, dass es sich
itberhaupt um eine formale Topologie handelt.

Es ist auch eine applikative Topologie. Offenbar sind 5,k € V und es ist V
abgeschlossen gegeniiber o. Die Axiome iiber s und k sind offenbar auch erfiillt,
und kein Element von V wird von der leeren Menge iiberdeckt.

Seien @ <1p,b<iq mit Ve €p, f €gef |. Dann gilt auch fiir alle o’ € Jp, b’ €J q,
dass a’t’ denotiert, da o’/ dies tut. Also ist wegen a <1 |Jp, b <1|J ¢ auch

ab < {xy\xGUp,yEUq} = U{fg\fep,ﬂefﬂ’

Also nach Voraussetzung ab <1 {efl|e € p, f € ¢}. Damit sind alle Eigenschaften
einer schwachen applikativen Topologie gezeigt. Fiir starkes S ist < gegeben
durch r, denn

edp

«— Jacea ﬂp

— Jace,ucrg(a)u C ﬂp = {E|b€ﬂp}

— Jace,ucrs(a){blbeu} C {l_)\beﬂp} =p
— Jucrg/p(e)u Cp

Q.E.D.

Weitere Beispiele werden spéter noch auf natiirliche Weise auftauchen.
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Kapitel 4

Modelle fiir CZF

4.1 Konstruktion eines Modells

Wir werden in diesem Abschnitt eine schwache applikative Topologie S festhal-
ten und von ihr ausgehend ein Modell fiir CZF konstruieren.

Ein Modell fiir eine logische Theorie wie CZF besteht iiblicherweise aus zwei
Teilen: Einem Universum V(S), iiber dessen Elemente die Quantoren laufen,
und einer Interpretation der Sétze in diesem. Es wird dabei jedem Satz W der
Sprache der Mengenlehre ein Satz U® zugewiesen, dessen Quantoren auf V(S)
(und manche auf S) beschrénkt sein werden'. Um zu zeigen, dass es sich um ein
Modell von CZF handelt, miissen drei Dinge gezeigt werden:

1. Es handelt sich um ein Modell der intuitionistischen Logik, das bedeutet,
die in ihm erfiillten Sétze bilden eine Theorie, sind also unter logischer
Folgerung abgeschlossen: I' - U und CZF - T'S (elementweise) impliziert
CZF + 0%,

2. In dem Modell gilt CZF: CZF F ¥ impliziert CZF - U5,

3. Das Modell ist nichttrivial: CZF + 19 impliziert CZF + L.

Dies sind natiirlich Aussagen, die in unserer Metatheorie (etwa PRA) ge-
troffen und bewiesen werden. I' in Forderung 1 kann auf endliche Satzmengen
beschrankt werden.

Allerdings ist die Konstruktion nicht nur in dieser Hinsicht interessant, die
zwar Konsistenzresultate ermoglicht, aber den Begriff ,,Modell“ nicht stark ge-
nug ausnutzt. Mit einer héheren Metatheorie als PRA, die iiber Mengenlehre
verfiigt, kann man ndmlich die unten angegebene Modellkonstruktion wirklich
als relative Modellkonstruktion verstehen, also als Verfahren, aus einem Modell
von CZF ein anderes Modell von CZF zu erstellen. Dies ist intuitiv leichter
fassbar als die Zuordnung der Sétze, so dass in der klassischen Mengenlehre bei-
spielsweise fast ausschliellich diese Sichtweise verwendet wird. In konstruktivem
oder intuitionistischem Kontext, wo Konsistenz und Modellexistenz durchaus
nicht ibereinstimmen [21], ist dies aber eine echt stirkere Aussage.

IDemnach wire ¥ nur eine Ag-Formel (also beschrinkt), falls V(S) eine Menge wiire -
dies wird aber nicht der Fall sein.

49



50 KAPITEL 4. MODELLE FUR CZF

4.1.1 Das Universum

Da CZF nicht seine eigene Konsistenz beweisen kann, der Satz
iMM = CZF

diese aber implizieren wiirde, kann ein Modell von CZF, das wir innerhalb von
CZF konstruieren wolle, nicht in CZF beweisbar eine Menge sein. Es spricht
aber nichts dagegen, eine Klasse V' (S) als Universum eines Modells zu finden.

Das einfachste Modell von CZF ist das Mengenuniversum V' = {z|z = 2} mit
der Interpretation ®" = ® selbst. Wie in der klassischen Mengenlehre ist dessen
Universum V mit der bekannten Konstruktion von von Neumann in ,,Schichten*
Va, a € On einteilbar, die rekursiv definiert werden:

Vo i= U@P(V@)

In ZF oder IZF sind die V,,, wie man induktiv zeigt, aufsteigende Mengen
und man kann V = U acon Vo als Vereinigung ordinalzahlvieler Mengen definie-
ren?. In CZF sind wegen der Abwesenheit des Potenzmengenaxioms die einzel-
nen Stufen des Mengenuniversums bereits schon Klassen. Um die Klassen V,
exakt zu definieren, verwendet man darum am besten das im Kapitel iiber CZF
eingefiihrte Instrumentarium der induktiven Definitionen.

Die hier passende induktive Definition ist die Klasse

® = {(z,a)la C x}

Dann gibt es wegen dem Theorem zur induktiven Definition von Klassen die
Klassen

Ve = u(Uﬁ@vﬁ) = P(UB@W)

Definiert man nun

Vi i= Uﬁ@vﬁ,

so ist V,, eine Hierarchie wie gewiinscht:

vo=U v =UPU_v)=U, 1)
Nun hat
V= UozEOnva - UozEOnVa

die Eigenschaft, dass Teilmengen von V wieder in V liegen (also P(V) C V).
Man kann induktiv zeigen, dass alle Mengen in V liegen, damit ist also V' wirklich
die Allklasse. Um dies mit €-Induktion beweisen zu kénnen, miissen wir zeigen,

2Wir hatten V eigentlich schon als die Allklasse eingefiihrt. Da wir beweisen kénnen, dass
dieses neue V auch die Allklasse definiert, werden wir den selben Buchstaben verwenden und
die alte Definition vorerst, zuriickstellen.
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dass Vb. YVa € b a € V — b € V gilt. Aber dies heifit ja nichts anderes als
V. b CV — beV,und es ist ja P(V) C V.

Dieses "Modell”von CZF ist natiirlich so einfach, dass es uninteressant ist,
da genau die selben Sétze gelten wie im Ursprungsmodell selbst und CZF genau
die Sétze zeigt, von denen es auch zeigt, dass sie im Modell gelten. Stellt man
sich die Modellkonstruktionen als Methode vor, mit einer mengentheoretischen
Metatheorie aus echten Klassenmodellen von CZF andere zu konstruieren, so
wire das so erhaltene Modell einfach das urspriingliche.

Folgend McCartys Konstruktion [20]verbreitern wir also das Modell. Eine
Menge in unserem Modell soll nicht nur Elemente enthalten, sondern zu jedem
Element auch einen Grund angeben kénnen, warum dieses Element darin liegt.
Eine intuitive Vorstellung wire, dass ein Grund, warum 5 in w liegt, etwa sein
konnte, dass ,,5 ist eine natiirliche Zahl“ gilt, oder ein Grund, warum a in
b N ¢ liegt die Kombination von Griinden, dass a in b liegt und dass a in ¢
liegt, ist. Was ein Grund sein kann, soll allgemein gelassen werden und wir
sagen einfach, dass die Elemente von S Kandidaten fiir solche Griinde sind. In
unserem konstruierten Modell besteht eine Menge also (dhnlich etwa zu Forcing-
Konstruktionen [10], [17]) aus Paaren, deren erste Komponente aus S ist und
deren zweite Komponente ein Element der Menge, also ein zuvor konstruiertes
Element des Modells, ist. Es ist zwar nicht unumgénglich, macht aber vieles
einfacher, wenn wir fordern, dass die Menge dieser Griinde unter <1 abgeschlossen
sein soll.

Um diese intuitive Erklédrung formal zu machen:

Theorem 48. Es gibt eindeutig bestimmte Klassen (V(S)a)acon, so dass

V(S)a = Uﬁea{m C S xV(9)sVacz[S]z ta= w'a}

FEs sei dann

vi$)=U_,, V(S
Die V(S), werden die Schichten des Universums genannt.

BEWEIS. Das Resultat entspricht [22] und auch der Beweis geht analog (nur die
induktive Definition ist abgeéindert):
Die Eindeutigkeit ist klar nach Induktion iiber a € On. Zur Existenz:
Betrachte die induktive Definition

O ={(z,a)la CSxxAVyczaly= Ta"ty}

Nach dem Theorem zur induktiven Definition von Klassen gibt es dann V(.5)?,
so dass

vs) =reJ, V(S

wobei 'y der Klassenoperator zu der induktiven Definition sei. Definiere

V(S =, V)"
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Dann gilt:

V(S)a =, V(5)"
=UrelJ v
=, Te(V(S))

~U, eSS xV(S)lvacals]ala= o)

Die Gerichtetheit der Vereinigungen ist iiberall klar. Q.E.D.

Es bildet in einer separierbaren formalen Topologie allgemein der Operator
X — <X Mengen auf Mengen ab. Darum ist insbesondere fiir =,y € V(9) die
Klasse {e€ S|le<iz™1(y)} eine Menge. Héitte man nicht die Separierbarkeit gefor-
dert, so konnte der Mengenreichtum des Modells aber stark eingeschrénkt sein.
Also hiitte man in einem von einer nicht separierbaren Topologie ausgehenden
Modell nur noch kleine Bruchstiicke von CZF realisieren kénnen.

Eine Alternative wire, auf die Forderung zu verzichten, dass z nur in V(S)
sein konne, wenn 2-'a = <(z~'a). Tatsichlich wiren die entstehenden Struk-
turen unter Separierbarkeitsannahme &quivalent, einige Beweise aber deutlich
umsténdlicher. Dennoch wollen wir bei der Definition von Mengen in V' (S) nur
ungern stets dazu schreiben, dass wir unter <1 abschlieen. Wir fithren deshalb
eine Kurzschreibweise fiir den Abschluss einer Menge unter < ein:

Definition 49. Zu einer Menge a sei S(a) die Menge {(e,b)|b€a[S]Ae<ta=1b}.

Dies ist eine Menge, obwohl {(e,b)|e <t a=!b} dies nicht sein muss, denn es
kann ja sein, dass die leere Menge manche Elemente der schwachen applikativen
Topologie iiberdeckt.

Das folgende Lemmas entspricht [22], 3.5:

Lemma 50. In CZF gilt:
Va C S xV(S).V(e,b)€aa b= “a"'b— acV(9)

BeEwEIs. Jedes Element der Menge a ist mit der Terminologie des letzten Be-
weises in einem V(S)*. Sei A nach Strong Collection eine Sammlung solcher «,
so dass fiir jedes Element in a ein a € A existiert, so dass das Element in V' (S5)*
liegt. pa A eine Menge von Ordinalzahlen ist, gibt es eine Ordinalzahl 5 2 A,
etwa (J,cq + 1. Damit ist

acl, S xV(s))

und also a €V (S)?, da es die Bedingung V(e,b)€a a='b = <a~'b erfiillt. Q.E.D.
Das Universum V(S) ist in einem intuitiven Sinne breiter als das Mengenu-
niversum V. Dies kann formal ausgedriickt werden als:

Lemma und Definition 51. Es gibt genau eine injektive Abbildung x — x*

von V nach V(S) mit
o = S({(k,y")lyex})
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Diese Abbildung hat die surjektive Abbildung x +— xV wvon V(S) nach V als
Linksinverses, wobei dies die eindeutig bestimmte Abbildung ist mit

27 = {yFa€V (a,y) €a}

BEWwEIS. Diese Abbildungen sind natiirlich echte Klassen. Die Existenzen sind
einfache Folgerungen der Theorie der induktiven Definitionen. Etwa erhélt man
die erste Abbildung als die kleinste Fixklasse der induktiven Operation ®y, die
definiert ist als die Klasse aller Paare (z,a), so dass es ¢ und d gibt mit

a= (c,S(d))A\Veecf((e, f)exN(k, f)ed)AVfedIecce, f (f = (k, f)N(e, f)€x)

Man zeigt durch €-Induktion, dass I'g ~eine funktionale Klasse von V' nach
V(S)« ist, die die geforderte Gleichung erfiillt. Analog hilt man es mit der
zweiten Abbildung. Die Eindeutigkeit ist ebenfalls klar durch Mengeninduktion.
Q.E.D.

Diese injektive Abbildung wird als Einbettung des Mengenuniversums V'
nach V'(S) auch spéter noch wiederholt vorkommen, da sie ein Monomorphismus
von Modellen der Mengenlehre ist, also die &Struktur erhélt. Die surjektive
,, Vergiss“-Abbildung unterschlégt die Griinde, aus denen ein Element in einer
Menge liegt.

Offenbar ist V(S) C V, aber die Inklusion wird (fiir nichttriviales S) kein
Monomorphismus sein. In diesem Sinne ist V'(S) als Mengenuniversum grofer,
auch wenn es dies als Klasse nicht ist.

Die injektive Abbildung ist eine gemeinsame Verallgemeinerung der in [22]
von Rathjen verwendeten Abbildung z — 2% und der von Gambino in [15]
verwendeten Abbildung x — Z.

4.1.2 Realisierbarkeit

Wir definieren eine Relation e IF ¢ zwischen Elementen von S und Sétzen
¢lai, ..., an] in der Sprache der Mengenlehre mit dem zusétzlichen Relationssym-
bol € mit Parametern® in V() iiber den Aufbau der Formel mit Nebeninduktion
iiber die Stufe der Parameter in V' (S) = O aconV (8)q fiir die atomaren Formeln.
Diese Definition geht von der Idee her auf McCarty zuriick, ist allerdings mit
einigen Feinheiten versehen, die durch die Verwendung der applikativen Topo-
logien einfliefen.

Es wird hier und im Folgenden die Konvention verwendet, dass der Bereich
von |F so lang wie moglich ist, ohne Elemente aus S oder die Symbole <1, < und
IF zu enthalten. Dadurch kann auf viele Klammern verzichtet werden.

Definition 52. Die Beziehung e I ¢, in Worten e realisiert ¢“, fiir Sditze ¢
mit Parametern in V (S) ist induktiv definiert:

3Falls man eine exorbitante Metatheorie verwenden will, kann man die ,,Sitze mit Para-
metern“ verstehen als Sétze in einer Sprache, die um Konstanten fiir jedes Element von V(S)
erweitert ist. Dies ist wohl auch die intuitive Vorstellung die man haben sollte, und McCarty
in [20] etwa verfihrt so. In PRA kann man allerdings eine so reiche Sprache natiirlich nicht
kodieren, dies ist aber auch gar nicht nétig. Um genau zu sein (s.u.), weist diese Definition nur
einer Formel ¢ mit freien Variablen vq, ..., v, eine Formel e I ¢ mit gleichen freien Variablen
zu, diese freien Variablen werden die Parameter in V(A) genannt und die Formeln werden
nur in Féllen betrachtet, in denen vorausgesetzt wird, dass sie in V(S) liegen (meist explizit,
manchmal implizit).
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~

el L, fallse<a(

elFz €y, fallse <ty 'x

elbxzey, fallse<{feS|Fz€Bi(y). If Fz€yArflkz =y}

e

elbz =y, fallsVzeBi(z)VflFz €z lef I z€y und
Vze€Bi(y)VflFz Eyref Ik zex

el ANy, fallslelF o Arel-

5
6. elF ¢V, falls e < {feS|(If SILATFIE )V (If SrArfIF )}
7. elb ¢ — 0, falls VfES. fIF¢— ef IF 1)
8. el Vag(z), falls VacV (S)e IF ¢[a]

9. el 3xg(z), falls e < {f€SFacV(S) f I dla]}

Dies sieht nach einer gewaltigen Erweiterung der Sprache aus, deren Konse-
quenzen nicht unbedingt klar sind. Deswegen werden wir dies nur als Schreibwei-
se verwenden - eigentlich weisen wir hier induktiv {iber ihren Aufbau nur jeder
Formel ¢(z1,...,2,) eine Formel q'ﬁ(e,xl, .oey Tp) zu (die nur betrachtet wird fiir
e€S und x1, ..., v, € V(S)). Hierbei ist die Nebeninduktion im Fall fir € und =
nicht ohne weiteres unproblematisch, da die Auflésung der Schreibweise e IF x €y
oder x = y wieder ein IF z €y oder I x = y erhilt.

Sauberer wire es, Klassen Rc und R— zu definieren, und dann zu bestimmen,
dass e lF z €y, falls (e,x,y) € R, und e IF x = y, falls (e, x,y) € R—. Dies werden
wir auch tun und dann zeigen, dass diese saubere Definition mit der anderen,
von der man nicht direkt sieht, dass es sich um eine giiltige Definition handelt,
iibereinstimmt.

Da wir simultane rekursive Definitionen nicht formal eingefithrt haben, wer-
den wir eine Klasse R, und anschliefiend Re(e, z,y) < R(0,e,z,y) und R_(e, x,y) <
R(1,e,z,y) definieren. Wir definieren R als kleinste Fixklasse der induktiven
Definition @, die als Vereinigung der zwei Klassen &y und $; gegeben ist.

Es sei @ die Klasse aller (a, (0,e,z,y)), so dass

e<{feS|3’ eBi(y). If <y 2’ AN(,rf,z,2")€a}

Es sei ®; die Klasse aller (a, (1,e,x,y)), so dass

Vf, z.(f<x  zAze Bi(z) — (0,lef, z,y) €a)AN(f <y tzAz € Bi(y) — (0,7ef, z,x) €a)

Man sieht sofort, dass eine Klasse, die Fixpunkt dieser induktiven Definition
ist, nach Definition von e I x € y falls (e,z,y) € Rc und e IF = = y, falls
(e,z,y) € R, eine Satzmenge liefert, die unter den Punkten 1 und 2 der obigen
Definition abgeschlossen ist. Ebenso sieht man, dass die Satzmenge der mit den
Punkten 1 und 2 der obigen Definition herleitbaren IF-Aussagen mit atomaren
Formeln auf der rechten Seite eine Teilklasse der Satzmenge ist, die man erhélt,
wenn man |- ¢ fiir atomare Formeln ¢ iiber R definiert hitte. Damit stimmt die
der kleinsten Fixpunktklasse entsprechende Satzmenge mit den Sétzen iiberein,
die man mit der obigen Definition herleiten kann.
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Mit anderen Worten: Man kann e I ¢(aq, ..., a,) fiir atomare (und damit
alle) ¢ wirklich als Abkiirzung fiir eine Formel é(e,xl, .oy Tp,) lesen, die man
sogar auf primitiv rekursive Weise aus ¢ erhilt?.

Man bemerke, dass sich die Realisierbarkeitsrelation fiir die atomaren For-
meln in der Sprache der Mengenlehre wie folgt vereinfachen lésst:

(elFzey) gdw e {feS|FzeV(9).(If,z2) ey ArllFx =z}

(e lF x = y) gdw fiir alle f€S,2€V(S) gilt: ((f,z) ex — lef F z€y) und
((f,z)ey = ref Ik zex)

Dies ist unmittelbar ersichtlich. Wére allerdings bei der Definition V' (S) auf
die Abgeschlossenheit der z =1y fiir y € Bi(x) gegeniiber <1 nicht bestanden
worden, wére es keineswegs klar. Jedoch wire die dadurch gegebene Definition
zu der eigentlichen immer noch insofern gleichwertig, als dass die selben Sétze
realisiert wiirden. Dies ist verwandt mit der Situation im spéteren Korollar 60.

Die e € S mit e IF ¢ kann man sich als Begriindungen vorstellen, warum ¢
gelten sollte. Bei der Konstruktion unseres Modells miissen wir aber sagen, was
wir darunter verstehen wollen, dass ein Satz in dem Modell gilt, ohne dass der
Grund noch kiimmert. Wir werden dies sagen, wenn es einen iiberzeugenden®
Grund gibt:

Definition 53. Wir sagen der Satz ¢ gilt in V(S) oder V(S) (manchmal auch
ungenau S) realisiert ¢, in Zeichen V(S) |= ¢ oder b ¢, falls

JeeVelk ¢

Klassen von Realisierern

Wir wollen natiirlich herausfinden, welche Sétze von einer applikativen Topolo-
gie S realisiert werden und werden dieser Frage viel Zeit widmen. Zuné#chst ist
jedoch die Beschéftigung mit dem umgekehrten Probkem weiterfithrend: Wir
interessieren uns fiir die Elemente von S, die ein festgehaltenes ¢ realisieren.

Definition 54. Sei ¢ ein Satz mit Parametern in V(S). Dann sei [¢] definiert
als die Klasse

[¢] = {eeSle - ¢}

Die Definition der Realisierbarkeit gibt uns keinen Grund zur Annahme,
wir kénnten zeigen, dass diese eine Menge bilden (in Spezialfillen wird dies
allerdings gelten). Aber auch wenn diese Elemente Klassen bilden, haben jene
Klassen doch eine einfache Form:

Theorem 55. Sei ¢ ein Satz der Mengenlehre mit Parametern in V(S). Dann
gilt

[l = [4]

4Man beachte, dass fiir den atomaren Fall die Formel ¢ einfach hinschreibbar ist als die
Zugehorigkeit eines Tupels zu einer Klasse, die ja einfach eine bestimmte Formel ist. Diese
Formel wurde nicht explizit angegeben und wére auch sehr unhandlich, aber das Theorem
iiber die induktive Definition von Klassen zeigt, dass man sie finden kann (und der Beweis
zeigt, wie).

5im Sinne der Definition 38




56 KAPITEL 4. MODELLE FUR CZF

BEWEIS. Dies wird durch Induktion iiber den Aufbau von ¢ bewiesen. Sei A :=

[4]

1. ¢ ist L: Die Realisierer dieser Formel sind gerade durch die Anwendung
der Abschlussoperation X +— <X definiert.

2. ¢ ist x€y: Ebenso.
3. ¢ ist x €y: Ebenso.
4. ¢ ist x = y: Sei
e<{fe€S|V2eV(S)Vge S.(z€Bi(x)Ag I+ 2&x — Ifg Ik z€y)A(z€Bi(y)Ag - &y — rfg k- z€x)}

Sei also z € V(S) und g € S, dann (weil Uberdecktheit von einer Menge
die Uberdecktheit von Obermengen impliziert):

e<1{feS|zeBi(zx)ANglF 2zéx — Ifg - z€y}

e<1{feS|zeBi(zx)ANglk 26y > rfgl- zex}

Sei g <1 &z, 2 € Bi(x). Dann gilt fiir B := {f€S|g - 2&x — Ifg - z€y},
dass Vfe€ B lfg Ik z €y, insbesondere Vf € B [fg |. Also gilt nach dem
ersten Axiom applikativer Topologien:

leg <{lfg|f € B} = {lfgllfgc A’}
mit A’ = [z €y]. Da nach Induktionsvoraussetzung A = <A gilt, ist:
leg <{lfglifge A’} = {lfglifg o A’} < A

Also folgt nach nochmaliger Anwendung der Induktionsvoraussetzung A =
<A nun lege€ A’, mithin

leglF zey

Durch Implikationseinfithrung (es wurde zuvor g <1 z€x angenommen) er-
halten wir fiir e allgemein:

g<dzx —legl-zcy

Damit ist e€ B.

Die analoge Beweisfithrung mit y und z vertauscht liefert auch
ec{feS|zeBi(z)Nglr zEy —> rfgl- zex}
Da dies alles unabhéngig von z und g war, gilt nach Alleinfiihrung;:
ee{feSNzeV(S)\VgeS.(z€Bi(x)g IF 2&x — Ifg - zey)AN(z€Bi(y)Ag IF 26y — rfgl- z€x)}

Und dies war zu zeigen.
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5. ¢ ist 1 A 0: Sei also
e<{feS|lfIFYArfl-6}

Fiir Elemente f der Menge auf der rechten Seite denotiert offenbar [ f und
rf, also

le a{if€S|fIF ¥ ArfIFO) C{fES|fIF )
re<{rfeS|fIFyArfi-0} C{feS|fI-0}

Da die Mengen auf der rechten Seite nach Induktionsvoraussetzung ge-
geniiber X — <X abgeschlossen sind, folgt

lelFyp Arel-0

Also e€ i) A 8], was zu zeigen war.

6. ¢ ist ¢ V 6: Die Realisierer dieser Formel sind gerade definiert durch die
Anwendung der Abschlussoperation X — <X.

7. ¢ ist ¥ — 6: Sei also
e<{feSNgeS.glF¢y — fgl-0}

Sei g€ .S mit g IF 1. Da e von einer Obermenge erst recht {iberdeckt wird,
gilt

e<1{feS|fgl- 0}
Da fiir all die f in der Menge auf der rechten Seite fg |, ist
eg <{fgeS|fg 0} C [6]
Also gilt fiir alle g€ S mit g I ¢ damit eg IF 6. Somit ist e€ [¢p — 6].
8. ¢ ist Vaep(z): Sei darum
e<{feSNzeV(S)f IFylz]}

Also ist fiir alle € V(S) auch e < [¢[x]], damit wegen der Induktionsvor-
aussetzung e IF [z]. Folglich e I Vo (x).

9. ¢ ist Jz1p(z): Dies ist ebenso wie die Fille € € und V trivial.

Q.E.D.

Dies hat zur Folge, dass man ohne Einschrénkung annehmen kann, dass
VYeeVVfeS.edf— feVv
Denn geht man von der applikativen Topologie mit V iiber zu der mit
V' ={f|3eeVedf},

so sind immer noch die selben Sitze realisiert. Diese Annahme werden wir im
Folgenden treffen, sie wird aber nur selten relevant.
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4.2 Der Konsistenzsatz fiir die Priadikatenlogik

Ziel dieses Abschnitts ist es, zu zeigen, dass die realisierten Sétze eine relativ
widerspruchsfreie Theorie bilden, also dass sie unter logischer Ableitung abge-
schlossen sind und der Widerspruch nur realisiert wird, wenn er aus den Axiomen
von CZF schon ableitbar wére. Dies ist nicht nur ein essentielles Giitekriterium,
sondern wird viele Nachweise der Realisiertheit von konkreten Sétzen deutlich
erleichtern.

4.2.1 Formulierung und Beweis

Satz 56. L ist nicht realisiertS.

BEwEISs. Kein Element von V wird von der leeren Menge iiberdeckt. Q.E.D.

Satz 57. Sei ¢ ein mit intuitionistischer Logik ableitbarer Satz der Pridikaten-
logik mit €, € und = sowie mit Parametern in V(S). Dann ist ¢ realisiert.

Wir verwenden wieder den intuitionistischen Kalkiil aus dem Kapitel iiber
CZF mit den folgenden Axiomen(schemata), die um das Zeichen € erweitert sind:

L ¢—(¥—0)
2. (0= (W —=0) = (¢ —¢) = (6 —10))

A~ w
Ay
1
<
1
s
>
£

@VY) = (p—0)— (¥ —0)—0
(¢ —Y) = (¢ — ) = ¢

10. ¢ = = =9

11. Va¢p(x) — ¢[z] fiir z frei fur = in ¢

© o ®° N e o
< o
!

12. ¢[z] — Jzd(x) fiir 2 frei fiir z in ¢
13. Vex =2

4. Vey. z=y—y==

5. Veyzoo=y—y=z—-ax==z

16. Vayz. x =y —y€z - x€2

17. Veyz. e =y —>y>z—x>z2

Der Kalkiil enthélt drei Inferenzregeln:

6Genauer: CZF H¥ L.
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L ¢, 0 —vE9y
2. ¢ = Y(y) F ¢ — Vau(x) fiir y frei in x und nicht frei in ¢ und ¥
3. ¢(y) — ¥ F Jxp(x) — o fiir y frei in x und nicht frei in ¢ und ¥

BEWEIS. Der Beweis verlduft induktiv iiber die Ableitung. Da viele Fakten zu
iiberpriifen sind, wird er etwas umfangreich sein, aber die einzelnen Félle sind
oft kurz, wenn auch manchmal deutlich ldnger als es entsprechende Beweise fiir
Realisierbarkeit mit applikativen Strukturen wéaren. Das den vorigen Abschnitt
abschlieende Theorem iiber die Abgeschlossenheit von Realisiererklassen unter
<1 wird vielfach verwendet werden.

Wir beginnen mit den drei Inferenzregeln und zeigen: Wenn CZF beweist,
dass die Voraussetzungen realisiert sind, beweist es auch, dass die Folgerung
realisiert ist.

1. Falls e IF ¢ und f IF ¢ — 1 mit e, f € V, so ist nach Definition der
Realisierbarkeit ef IF ¢ und da es also denotiert ist ef € V.

2. Falls e € V mit e IF ¢ — 9¥(y), so gilt fiir jedes g € S mit g I- ¢, dass
eg IF ¢(y), also lisst sich nach eben jener Inferenzregel in CZF schlieflen,
dass eg IF Vay(z). Folglich e IF ¢ — Vai(x).

3. FallseeVmit CZF F el ¢(y) — ¢,80 CZF,geSF glF ¢(y) — eg - 1,
darum (man beachte die Variablenbedingung!)

CZF,geSF JacV(S) ek ¢(a) — eg Ik o

also CZF FVgeS gk 3xd(x) — eg Ik . Somit e IF Jzp(x) — ¢

Nun die rein logischen Axiome, also diejenigen aufler den Gleichheitsregeln,
deren Nachweis mit anderen Methoden durchgefiihrt wird und die deshalb ge-
sondert gruppiert werden:

1. Dies wird realisiert durch k€ V. Denn fiir Realisierer f IF ¢ und e I 1) ist
kfe < [+ ¢.

2. Dies wird realisiert durch s € V. Denn fiir Realisierer e IF ¢ — (v — 6),
flF¢ — 1 und gl ¢ gilt: sefg Jeg(fg) und da fg -4 gilt eg(fg) IF 6.

3. Dies wird realisiert durch p € V. Denn fiir e IF ¢ und f IF ¢ gilt: Ipef <
elF ¢ und rpef < fIF 2.

4. Dies wird realisiert durch [€V. Denn fiir e IF ¢ A ¢ gilt le |- ¢.
5. Dies wird realisiert durch r € V. Denn fiir e I+ ¢ A4 gilt re I 1.

6. Dies wird realisiert durch Az.ple € V. Denn fiir e IF ¢ ist (Az.pla)e < ple IF
¢V 1), denn Iple Il Arple<e |- ¢, also plee{feS|(If<lArfIF )V (If
r Arf )}, ple wird also insbesondere von dieser Menge iiberdeckt.

7. Dies wird realisiert durch Az.prz € V. Denn fiir e IF ¢ ist (Az.prz)e <
prel- ¢ V4, denn lpre <r Arpre<el- 1, also pree {feS|(If <l ATf -
Q) V (f <rArfl- )}, pre wird also insbesondere von dieser Menge
iiberdeckt.
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8. Dies wiirde man gerne realisieren durch Azyz.D(lz)(y(rz))(z(rz)) € V.
Dies ist aber an manchen méglichen Eingabestellen (e, f,g) mit e IF ¢ V 9,
fIF¢ — 6 und g - — 0 eventuell gar nicht definiert, denn falls etwa le
nach links zeigt, kann durchaus die rechte Alternative, g(re), undefiniert
sein. D leistet sozusagen nur eager evaluation, wir brauchten aber lazy
evaluation”.

So miissen wir also unnétige Berechnungen selbst vermeiden, und man
wiahlt statt dem obigen problematischen lieber den Term

Aryz. (D(lz)yz)reeV

als Realisierer. Sei dann e IF ¢V 4, fIF ¢ — 0 und g IF ¢ — 6. Es ist
(Azyz.(D(lz)yz)ra)efg < (D(le)fg)(re)

Es gilt:
e a{heS|(IhalArhl- )V (Ih <7 ArhIF )} = A

Fiir Elemente h € A ist lh |, rh | sowie [h < [ oder [h < r. Also ist
D(lh)fg| und < f bzw g, je nachdem, ob [h <[ oder r.

Im ersten Fall ist (D(Ih)fg)(rh) IF 0, im zweiten ebenso (D(lh)fg)(rh) Ik
0, stets also gilt (D(lh)fg)(rh)|. Also folgt aus der obigen Gleichung mit
dem ersten Axiom applikativer Topologien:

(D(le) fg)(re)<{(D(Ih) fg)(rh) € S|(Ih<iArh IF $)V(Ih < rArh - )} C {h|h |- 0}

Also auch (D(le)fg)(re) Ik 0, dies war zu zeigen.

9. Dies wird realisiert durch Azyz.yz(zz) € V (man bedenke, dass -1 nur eine
Abkiirzung ist fiir v — L1). Dann ist fir e lF ¢ — o, fIF ¢ — (v — 1),

gk ¢:
(Azyz.yz(zz))efg < fg(eg)
Und eg IF 9 und fgh Ik L, falls h I 1. Also wire fg(eg) IF L.

10. Dies wird realisiert durch Azy.yx. Denn wenn e I+ ¢ und f IF ¢ — L, so
gilt

(Azy.yx)ef 4 fe < C [¢]

11. Die letzten beiden Axiomenschemata 11 und 12 sind durch A\z.x realisiert
wegen der Wahl der Realisiertheitsbeziehung fiir Quantoren.

Nun fehlen noch die Gleichheitsregeln.
Die in diesem Beweis angegebenen Realisierer werden auch im Folgenden
mit den ihnen hier gegebenen Namen bezeichnet.

"Dieses Problem scheint [20] zu iibersehen, wenn er im Kapitel 2.5.5. dieses Axiom der
Priadikatenlogik als eines von zwei Beispielen realisiert. Die hier vorgeschlagene Losung wiirde
auch diese kleine Unkorrektheit beheben.
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1. Vo o = z wird durch e, := 7/®[v; := Mv.p(Aw.pw(lv)) Aw.pw(lv))] € V
realisiert. Dies liegt in V, da es iiberzeugt und denotiert, letzteres wegen

e < pOw pu(le,)) Cw.pu(le,))

und dies denotiert.

Man zeigt Yoo € On Va eV (S)4 e IF a = a durch Induktion iiber die Stufe
a€0n. Sei dies also schon fiir 5 € a bewiesen. Nun soll also fiir a€ V(S),
gezeigt werden:

(a) VzeBi(a)Vf Ik z € ale . flFz€a
(b) Vz€Bi(a)VflIFz€ are . flFz€a

Sei also f IF z€a und z € Bi(a), also z € V(S)s fiir ein 3 € o. Also nach
Induktionsvoraussetzung e IF z = z. Anwenden kann man die Induktions-
voraussetzung, da nach Konstruktion von V(S) Elemente von Bi(a) aus
einer tieferen Schicht als a stammen. Nun gilt wegen der Definition von e:

ler f <

H{(Av.p(Aw.pw(lv)) Aw.pw(lv)))e,) f
(p(Aw.pu(le))(Aw.pw(ler))) f <
(Aw.pw(le,))f <

pf(ler)

Insbesondere [(le,f) < f und r(le,f) < e, IF z = z (man beachte, dass
alles denotiert). Also le,.f IF z € a. Analog re,.f |- z € a. Damit sind die
beiden obigen Formeln gezeigt.

2. Vayx =y — y = x wird etwa durch e, := Az.p(rz)(lx) €V realisiert (die-
ser Term stimmt mit dem in [20] fiir iibliche Realisierbarkeit angegebenen
iiberein). Denn sei a,beV(S), f IF a =b. Dann

(Vz€ Bi(a) Vg - 260 1fg IF z€b) A (Vz€ Bi(b) Vg IF b rfg Ik z€a)
Somit gilt fiir z € Bi(b), 2’ € Bi(a), g I 2D, ¢’ I+ 2'&a:
Wesf)g S Up(rf)Uf))g <rfgl-z€a

r(esf)g Sr(p(rf)(Lf))g' Qifgl-2"€b
AlsoesflFb=a

3. Vayzx =y — y =z — & = y wird etwa realisiert durch
ey := 71 [vy = Avzy.pe; e
mit
e1 = Az.p(U(ly(l(lx2)))) (v(r(lz2)) (r(ly(I(lzy)))))
e2 = Az.p(U(rz(U(ryz)))) (v(es (r(ry2))) (es(r(rz(l(ryy))))))
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[20] verwendet simultane Rekursion in der applikativen Struktur, um et-
was kiirzere Terme zu erhalten, obwohl er die Gleichheitsaxiome etwas
komplexer (wenn auch logisch dquivalent) formuliert. Dies ist jedoch nicht
nétig, wenn auch die Lesbarkeit dieses Terms zu wiinschen iibrig lisst®.
Der Term e; denotiert aus dem gleichen Grund wie e,..

Dass
VaeOnVa,y,z€V(A)p et lF(a=y—>y=2z—x=2)

gilt, wird durch Induktion iiber a bewiesen. Sei dies also schon fiir alle
B€a bekannt. Sei fIFx=yund glFy =z und z,y,2€V(5),.

Sei h Ik wér, w € Bi(z). Wir wollen zeigen, dass I(e;fg)h I+ w € z. Wir
wissen:

Ifh < {i|3w' € Bi(y).li - w'éy,rilFw=w'} =: A

Und fiir alle i € A, w’ € Bi(y) passend dazu so dass li IF w'éy Ari - w = w’
gilt:

lg(li) < {j|3w" € Bi(2)lj IF w"&,rj IF w' = w"

Die folgende Kette wird unten begriindet®:
leefg)h S p(ig(U(Lfh)))) (ec(r(LfR)) (r(lg(U(LfR)))))
<Ap(Ulg(li))) (e (ri)(r(lg(li))))|ie A}

C {p(l(Lg(l7)))(eem(r(lg(l3))))|Fw’ € Bi(y).li IF w'éy,ri - w = w',m IF w=w'}
)

<{p(l5)(esm(ry))|Fw’ € Bi(y), w” € Bi(2).
li Ik w'éy,ri - w=w1jIFw'é,rjlkw =w"mkFw=w'}
C {pab|Fw" € Bi(z).a I+ w"&,bIF w = w"

C{elelFwez}

Die erste Zeile folgt aus den Eigenschaften von 7/ und \. Es gilt die
Umformung zur zweiten Zeile wegen dem ersten Axiom applikativer To-
pologien, denn jeder Term in der Menge denotiert. Dies sieht man daraus,
dass jeder dieser Terme von den Termen in der Menge der vierten Zei-
le iiberdeckt wird, indem man das erste Axiom abermals, und zwar zur
Umformung zur vierten Zeile, anwendet, was man kann, da in der vierten
Zeile alle Terme denotieren. Dies folgt nun wiederum aus der Indukti-
onsvoraussetzung, die nochmals angewandt wird, um zur fiinften Zeile zu
gelangen.

Also ist I(er fg)h IF wE z gezeigt.

8Nach Ansicht des Autoren ist es iibrigens einfacher, sich zu iiberlegen, was fiir ein Term

die Aussage realisieren kénnte und dann auf den angegebenen zu kommen, als zu versuchen,
ihn nachzuvollziehen.

9Um die Formeln nicht iibermiBig lang zu gestalten, wurde hier die Konvention verwendet,

dass freie Variablen in einem Klassenterm existenzquantifiziert gedacht werden sollen.
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Sei nun umgekehrt h |- wez, w € Bi(z). Wir wollen zeigen, dass r(e; fg)h I-
wex. Wir wissen:

rgh < {i|Fw’ € Bi(y).li IF w'éy,ri - w' =w} =: A
Und fiir alle i€ A, w’ passend dazu so dass I IF w’ €y Ari - w' = w gilt:

rf(li) < {j|3w" € Bi(z).lj IF w"éx,rj I w" = w'}

Analog zu oben erhilt man:
r(ecfg)h L p(l(rf(l(rgh))))(er(es(r(rgh)))(es(r(rf(l(rgh))))))
Up(U(rf (1)) (er(es(ri))(es(r(rf(l)))))]ic A}
C {p(l(rf(li)))(esm(es(r(rf(li)))))|Fw’ € Bi(y).li Ik w'éy,ril-w=w",mFw=w'}
<{p(lj)(esm(es(rj)))|Fw’ € Bi(y),w” € Bi(z).li IF w'éy, ri - w = w',1j IF w"ér, es(rj) Ik w” = w' ,ml-w=w'}
C {pab|3w" € Bi(x).
C{elelFwex}

alkw'"é, bk w=w"}

Damit ist r(e; fg)h IF w € z gezeigt und insgesamt e; Fx =y -y =2 —
T =z

4. Vzyz. x =y — v €2z — y € z wird etwa realisiert durch ec := Azy.p(ly)(erx(ry)).
Denn fiir e IF x =y gilt f IF y€z, also

f <{i|3we Bi(2).li Ik w&(2). li IF wéz, i - z =y}
— ecef < {p(li)m|Fw e Bi(z). li Ik w&z,ri - x = y,m I+ x = w}
C {j|Fwe Bi(z). lj IF wéz,rj Ik 2 = w}

Man beachte wieder die Anwendbarkeit von Axiom 1 der applikativen
Topologien wegen der Denotiertheit aller Terme.

5. Vaxyz. x =y — z€x — z €y wird etwa realisiert durch das Denotat von
es = Axy.ec(ry)(lz(ly)), denn fiir e IF z = yn gilt f I z€x, also

f <{i|3we Bi(x).li IF wEx,ri - 2 = w}

also le(li) IF w ey fiir ein 4 aus dieser Menge und entsprechendes w eV (S).
Dann ist

\ayeclry) ((iy)ef < eclrf)(le(Lf)
<{ec(ri)(le(ld))|Fw e Bi(x).li IF wér, ri Ik 2z = w}
C{ecab|FweV(S).alt z=w,bl-Fwey}

C {elelF zey}

Wiederum rechtfertigt die Denotiertheit aller Terme die Anwendbarkeit
von Axiom 1.
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Damit ware alles gezeigt. Q.E.D.

Man beachte, dass damit das Schema z = y — ¢(x) — ¢(y) fiir Formeln
¢, die nicht das Zeichen € enthalten, realisiert wird, was uns berechtigen wird,
zu sagen, dass das Fragment der realisierten Formeln ohne € eine extensionale
Mengenlehre ist, sobald Voy.Vz(z € x « z € y) — = = y realisiert sein wird.
Denn eine alternative Formulierung der Axiome der Mengenlehre ist ja, = nicht
als logisches Zeichen (mit Gleichheitsaxiomen) zu verwenden, sondern mittels
der oben angegebenen Formel als definiertes Zeichen zu betrachten. Dann nennt
man das obige Schema Extensionalitéitsaxiom. Da es nicht beweisbar ist fiir
€ statt € (es gibt einfache Gegenbeispiele), wird dieses andere Fragment keine
extensionale Mengenlehre bilden, auch wenn dafiir einige typische Axiome der
Mengenlehre realisiert werden. Vor [20] realisierte man nur intensionale Men-
genlehre, und zwar per € statt € McCartys Errungenschaft war die Erweiterung
der Realisierbarkeitsmodelle fiir Mengenlehre auf die hdufiger genutzten exten-
sionalen Mengenlehren.

Im Gegensatz zu unserem Beweis benétigt [20] das folgende Lemma. Es nutzt
aber auch fiir applikative Topologien, die die Voraussetzung erfiillen, wenig zum
induktiven Beweis von Aussagen wie |- Vz z = z, da hier Implikationen gezeigt
werden miissen, bei denen Schliisse der Form (e I- y&r) — (f I+ y € ) vonndten
sind. Um die Induktionsvoraussetzung anwenden zu kénnen, also y in niedrigerer
Stufe als x annehmen zu kénnen, hilft das Lemma nur fiir e € V. Fiir applikative
Strukturen gibt es die Unterscheidung zwischen Realisierern in V und anderen
Realisierern nicht, so dass es dort ausreicht.

Lemma 58. Angenommen, S = V. Sei a€On.
1. VbeV(S)3Beave. lFceb— ceV(S9)g
2. Ya,beV(S).(aeV(S)aAlFa=b) = beV(S),
BEWEIS. Der Beweis kann weitgehend {ibernommen werden. Q.E.D.

Die Situation ist fiir V C .S aber nicht so einfach. Denn dann kann durchaus
realisiert sein, dass eine Menge einer hoheren Stufe Element einer Menge einer
echt niedrigeren Stufe ist, wenn die Griinde, aus denen Elemente hoherer Stufen
in der ersten Menge sind, von der leeren Menge iiberdeckt sind. Dies fiihrt
dazu, dass fiir die iibliche Realisierbarkeit einfache Tatsachen hier recht komplex
werden.

4.2.2 Korollare

Fiir weitere Resultate ist die Definition der Realisierbarkeit mitunter etwas
umsténdlich und man wiirde gerne die Realisierer fiir bestimmte Motive, wie
beschrinkte Quantoren, einfacher definieren. Rathjen [22] geht etwa so vor, dass
er beschriankte Quantoren als syntaktisch neue Objekte einfiihrt. Spéter muss er
natiirlich beweisen, dass die Realisierbarkeitsklauseln, die er fiir sie einfiihrt, mit
der Logik kompatibel sind, also etwa Realisierer von Vz € a ¢ umgeformt werden
konnen in solche von Va. x € a — ¢. Allerdings legt diese elegante Methode
den Erleichterungen, die man schaffen kann, eine Schranke auf. In vorliegen-
den Kontext scheint es darum leichter, zu beweisen, dass man statt bestimmten
komplexen Realisierern auch einfache verwenden kann.
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Die folgende metatheoretische Standarddefinition (vergleiche etwa [18]) ist
zur Formulierung notig:

Definition 59. Die Aussagenformen in X und ihre Substitution durch Formeln
¢ sind induktiv definiert:

1. X ist eine Aussagenform in X und X[¢| = ¢.
2. 1 ist eine Aussagenform in X fir 1» Formel und ¢[¢] = 1.

3. Ist U eine Aussagenform in X, so ist auch VaW eine Aussagenform in X

und (VeW)[g] = Va(¥[¢]).

4. Ist U eine Aussagenform in X, so ist auch xV eine Aussagenform in X

und (3xW)[¢] = Iz(V[g]).

5. Sind ¥ und ® Aussagenformen in X, so ist auch WA® eine Aussagenform
in X und (U A D)[¢p] = Ulp] A P[¢)].

6. Sind ¥ und ® Aussagenformen in X, so ist auch ¥V ® eine Aussagenform
in X und (U V ®)[¢p] = Ulg] vV O[]

7. Sind U und ® Aussagenformen in X, so ist auch ¥ — & eine Aussagen-
form in X und (¥ — ®)[¢] = U[d] — P[d].

Lemma 60. (Substitutionslemma) Sei ® eine Aussagenform in X, ¢ und v
Formeln. Die freien Variablen aller drei seien in vy, ..., v, enthalten. Seien a,bée
V, so dass fir alle e€ S und fiir a1, ...,a, €V (S) gilt:

elk glay,...,an] — aelk Ylay, ..., a,]

el Ylay,...,a,] — belk dlay, ..., an]
Dann gilt IF ®[p[aq, ..., a,]] <k ®[Ylay, ..., an]].

— —

BEWEIS. Sind die Voraussetzungen erfiillt, so gilt offenbar I+ VZ.(4(Z) — ¥(Z))A
(¢(Z) — ¥(Z)). Es gilt nach dem bekannten Substitutionslemma der Pridika-
tenlogik [12]:

- (VE.(6(8) — W(®) A ($(F) — (@) = (@[6[ar, . an]] = Pllar, . an])

Also auch nach obigem Theorem:

Ik (VE(6(&) — $(@) A (9(F) — 0())) = (B[d]ar, o an]] = B[far, . an]])

Und somit nochmal nach obigem Theorem:

- ®[play, ..., an)] < ®[Y[a1, ..., an]]

Dies ist (mit obigem Theorem) eine sogar etwas stiirkere Aussage als die zu
beweisende. Q.E.D.

Man beachte, dass dies auch gelten wiirde, wére die Sprache der Formeln, fiir
die die Realisierbarkeitsrelation definiert wird ebenso wie die Definition erwei-
tert, vorausgesetzt, die neuen Formeln erfiillten auch <[¢] = [¢]. Damit sieht
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man die angekiindigte Moglichkeit der Vereinfachung der Realisierbarkeitsdefi-
nition.

Bevor das schon angekiindigte Beispiel der beschrankten Quantoren gebracht
wird, bietet sich eine Vereinfachung der Realisierung der atomaren Formeln mit
€und = an. Da sonst unsere Beweise nicht einfach durchgegangen wéren, wurden
in ihren Definitionen stérkere Verédnderungen zu den Versionen der Realisier-
barkeit mit applikativen Strukturen getroffen, als der Ubergang zu applikativen
Topologien offensichtlicherweise erfordert. Dennoch sind alternative Definitionen
oftmals handlicher, und wir wiirden sie gerne auch verwenden kénnen:

Korollar 61. Man kann in der Definition der Realisierbarkeit die Klauseln fiir
€ und = dndern zu:

1. elrzey, fallse<{feS|FzIf IF zEy Arf -z =2z}
2. elbx =y, falls V2Vf Ik 2&x lef IF z€y und V2V f IF z€y ref IF z€x
Dann sind immer noch die selben Sdtze realisiert.

BEWEIS. Technisch korrekt beweist man dies, indem man die Sprache der rea-
lisierbaren Formeln erweitert um die Zeichen € und =, deren Realisierer nach
den obigen Formeln definiert sind. Dies formuliert man exakt wieder iiber eine
induktive Definition von Klassen, so dass man die Klasse

{(e,z,y,i)|[(i=0AelkzEy) vV (i=1Aelr2=y)}

als kleinsten Fixpunkt einer induktiven Definition, die den beiden obigen Glei-
chungen folgt (mit € durch € ersetzt und analog fiir =), erhilt. Man beachte,
dass diese induktive Definition nicht so einfach ist, wie die fiir € und = aus De-
finition 50, da man zur Bestimmung der Frage, ob x € y realisiert ist, eventuell
auf Realisierer von z € y mit z aus einer hoheren Stufe als z zuriickgreifen muss.

Man sieht mit nur leicht veréinderten Beweisen, dass immer noch 9[¢] = [¢]
fiir alle ¢ gilt. Nach dem Substitutionslemma muss man jeweils zwei Elemen-
te von V finden, die Realisierer von € auf die von € bringen und umgekehrt,
beziehungsweise analog fiir =.

Es wiirde ausreichen, hier induktiv vorzugehen, und jeweils als Induktionsan-
nahme vorauszusetzen, es gébe schon einen Realisierer in V, der das Geforderte
fiir die Elemente erfiillt, die den Schluss, es gelte x € y oder z€y etc., ermdglicht
haben. Allerdings gibt es auch einen Beweis, der ohne dies auskommt, da man
mit Rekursion tatséchlich einen Realisierer von

Vey.(z€y <« z€y) A (=Y < =Y)

finden kann (dass dies stimmt, muss man natiirlich auch induktiv nachweisen).
Da das eine etwas stéirkere Aussage zeigt und dennoch kaum komplizierter ist,
werden wir diesen Weg beschreiten.

Es wird behauptet, dass die obige Formel realisiert wird durch

e =7 [v1 := Mv.p(p(er)(e2))(p(es)(ea))]
mit

e1 = Ax.p(lz)((rv)(rz))
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es = Ax.p(lz)(r(rv)(rx))
ez = Ax.p(Ay.r(lv)(lzy))(Ay.r(lv)(ray))
e1 = Ay d(10) (lzy)) (gL (1) (ry))
Da nach Eigenschaften von 751 dies < einem offenbar denotierenden Term

ist (Paarbildung aus A-Termen), denotiert e und liegt (da iiberzeugend) in V.
Es gelten vier Aussagen:

I(le) Q dzp(lx)(i(re)(rz)) Ik xey — z€y
r(le) 2 Av.p(iz)(r(re)(ra)) IF &y — vey
l(re) < p(Ay.l(le)(lzy))(Ay.l(le)(rey)) F z=y — 2=y
r(re) < p(Ay.r(le)(lzy))(Ny.r(le)(ray)) b 2=y — z=y
Also sind vier iiber f € S allquantifizierte Implikationen zu zeigen, mit Préamissen

fIFz €y etc. Dies soll per Rekursion iiber die Stufe, in der die Pramisse her-
geleitet wurde, geschehen.

1. Sei fIFx €y, also
f<{heS3(h,z)eyrhlFz =y}
Dann nach Induktionsvoraussetzung

l(le)f <{h € S|3(lh,2) €y rhIF x=y} C [z€yY]

2. Sei
F<{heS|FzeV(S).IhIF 2y ArhIF 2=z} = A

Dann nach Induktionsvoraussetzung

r(le)f 4 (Az.p(lx)((r(re))(rz))) f
Hph)(r(re))(rf))|f € A}
<{pab|3zeV(S).alF{g|(g,z)€y},blF z =z}
<{pab|3z€V(S).(a,9) €y, bl z = z}

= {pab|3z€ Bi(y).(a,g) €y, blF z = x}
C{e|da,b.le<a,re<db,Iz€ Bi(y).(a,g) €y, b IF z = x}
C [zeyl

3. Sei f Ik =y. Sei gIF z€z. Dann ist nach Induktionsvoraussetzung

((Ure)) f)g < i(le)(Ufg)
<{l(le)(Lfh)|(h,z) € x}
C{i(le)ili Ik z € y}

C [=€y]

Die umgekehrte Richtung mit g I~ z€y geht analog.
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4. Sei f I z=y. Sei (g,2) € z, so Ifg IF z€y. Also nach Induktionsvorausset-
zung

I((r(re))flg dr(le)(lfg) - z €y

Die umgekehrte Richtung geht analog.

Q.E.D.

In Zukunft werden wir die alternativen Definitionen verwenden, wo es sinn-
voll erscheint, eventuell verschiedene im selben Beweis. Nur die selbe Formel
werden wir nie auf verschiedene Arten realisieren (dies wiire tatséichlich pro-
blematisch). Man bemerke, dass man auch Mischungen aus beiden Definitionen
verwenden kann, also etwa ¢ = b durch die unbeschriankte Allquantifikation,
aber auf x € a,b mit beschrankter Allquantifikation, realisieren. Dies alles wird
die Gesamtheit der realisierten Sitze sind dndern.

Nun zu der angekiindigten Behandlung der beschrinkten Quantoren:

Korollar 62. Man kann in der Definition der Realisierbarkeit folgende Klauseln
hinzufiigen:

o el-Vreap(z), falls V(f,z)€a. ef IF ¢(x)

e clFIxcad(x), falls e a{e|3(le/,z) €a. re’ IF ¢(x)}

Genauer ausgedriickt'®: Wenn man beschrinkte Quantoren als eigene syntakti-
sche Objekte einfiihrt, deren Realisierbarkeit mit obigen Klauseln definiert ist,

so lassen sich die folgenden gewiinschten Beziehungen realisieren:
Vrea ¢ «—Vr.x€a — ¢

dx€a ¢ Jx. x€ANQP

Die Ersetzung eines beschrinkten Quantors als Zusammensetzung aus einem
unbeschrdankten Quantor mit Beschrdinkung x € a durch einen beschrinkten
Quantor als eigenes syntaktisches Objekt oder umgekehrt dndert nichts an der
Realisierbarkeit eines Satzes.

BEwEIS. Die Abgeschlossenheit der Realisierer von Formeln gegeniiber < ist
immer noch klar. Es sind vier Realisierer zu finden.

1. Vxea ¢(z) — Vz. z €a — ¢(z) wird realisiert durch Avw.i(v(lw))(rw),
wobel i ein Realisierer fir Vzy. ¢(y) — « = y — ¢(x) ist, den man ja
angeben kann.

Denn sei e I+ Veap(z), fIF z€a. Dann ist (If,z)€a und rf IF z = z fiir
ein zeV(95). Also

(Avow.i(v(lw))(rw))ef = i(e(Lf))(rf) IF (x)

Denn es ist e(If) IF ¢(z) und rf IF 2z = z.

10Denn exakt genommen sind diese Klauseln ja nicht wahr, man kann sie nur ,alternativ®
verwenden.
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2. Ve(zr€a — ¢(z)) — Ve €a ¢(x) wird realisiert durch Avw.v(pwe,). Denn
sei e l-Voe.x €a — ¢(z) und sei (f,z) €a. Dann ist pfe, IF z €a und also

(Aw.v(pwe,))ef <e(pfer) Ik ¢(z).

3. Ixcagp(x) — Jr.x€a¢(zr) wird etwa realisiert durch Av.p(p(lv)e,)(rv).
Denn sei e IF Jz€a ¢(z), so

(Av.p(p(lv)e,)(rv))e < {(Av.p(p(lv)e,.) (rv)) fI3(Lf, x) €a. rf Ik ¢(x)}
<p(Lfe)(rHIA1Uf,z) €a.rf I ¢(z)}
C[Fx.xzecan ¢(z)]

Bei der Umformung zur letzten Zeile wurde ausgenutzt, dass [z € a]] und
[¢(x)] gegeniiber < abgeschlossen sind.

4. Jr€agp(x) «— Jz.x €and(x) wird etwa realisiert durch Av.p(I(lv))(i(rv)(r(lv)))
mit i I- ¢(z) = = 2z — ¢(2). Denn sei e IF Jz.x €a A ¢p(x). Dann

(Ao.p(I(1v))(i(rv)(r(lv))))e

<HAvp(l(lv)(rv) f13e, z.(L(1Lf), z2) €a Ar(lf) IFz =z ArfIF ¢(x)
ApUN) @ f)(rUN) P, 2.(1f), z) €a Ar(Lf) Ik x =z ArfIF ¢(z)
C {p(())bF=.0(1S), 2) €a nbIF ¢(2)

<{e|Fh,ile A h,re <i,3zeV(S).(h,z)ea nilF ¢(z)

C [Breap(x)

}
}
}
}
I

Q.E.D.

Es soll gleich eine interessante Anwendung dieser Charakterisierung der Rea-
lisierung gebundener Formeln gegeben werden:

Korollar 63. Sei ¢ beschrinkt. Dann ist [¢] eine Menge.

BEWEIS. Dieser Satz, analog zum Satz X in [22], wird induktiv iiber den Aufbau
der Formel ¢ bewiesen. Beachtet man, dass in einer schwachen applikativen
Topologie die Operation X — <X = {z € S|quer(z)Vy cuy e X} Mengen
X auf Mengen abbildet, ist jeder Fall unmittelbar klar nach der Definition; fiir
beschrinkte Quantoren verwendet man das vorige Korollar. Q.E.D.

4.3 Der Konsistenzsatz fiir CZF

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden Theorems:

Theorem 64. Ist S eine schwache applikative Topologie, so sind alle Aziome
von CZF ohne Subset Collection realisiert. Ist S sogar eine applikative Topologie,
so ist auch Subset Collection realisiert.
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4.3.1 Der Konsistenzsatz fiir CZF_ _

Es werden nun fiir jedes Axiom (beziehungsweise fiir dquivalente Umformungen)
Realisierer angegeben. Mit den alternativen Definitionen des letzten Abschnitts
ist das Extensionalitdtsaxiom unmittelbar realisiert. Dies ist nicht besonders
verwunderlich, denn die Realisierungsdefinition fiir = wurde gerade so gewéhlt,
dass dem so ist.

Lemma 65. \v.v realisiert Vey.Vzex z€y AVzeyz€x — z = x, was zum
FEaxtensionalititsariom dquivalent ist.

BEWEIS. Seien z,y€V(S) und e lFVzexzeyAVzeyzex. AlsolelFVzex z€
y, also V(f,z)€x lef Ik z€y. Analog V(f,z)€aref IF z€x. Q.E.D.

Lemma 66. 1. p(pke,)(pke,) realisiert Vay3z. x € z ANy € z, was zum Paar-
mengenaziom dquivalent ist (mit Ag-Collection).

2. k(k(pke,)) realisiert Va3yVz € x Vw € z w €y, was zum Vereinigungsmen-
genaziom dquivalent ist (mit Ag-Collection,).

BEWEIS.

1. Sei x,y € V(S). Sei z = S({(k, ), (k,y)}). Dann offenbar pke, IF z € z,
pke, IFy€z, also

p(pke,)(pke,)e{e|3zelF zez Ayez}
Insbesondere wird das Element also von dieser Menge iiberdeckt.
2. Sei zeV(S). Sei y = S({(k,w)|3(f,v) €y, (e,w) € v}). Dann gilt offenbar
k(k(pke.)) IFVzexVwezwey

denn fiir (e,v) €z, (f,w)€wv ist k(k(pke,))ef < pke, IF wey, denn dann
ist ja (k,w)€y. Also ist

k(k(pke,))€{e|Ty.elF VzexVwezwey}
Insbesondere wird das Element also von dieser Menge iiberdeckt.

Q.E.D.

Lemma 67. Sei ¢ eine Formel.

e == p(Azy.p(p(zy))e,) Az.p(p(iz)e, ) (rz))
realisiert

Vedy. Vzex (¢(z) — z€y) AVzey (z€x A ¢(z2)),

also Ag-Kollektion.
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BEWEIS. Sei z€V/(S5). Es ist zu zeigen, dass
e<1{e|Fy.e' IFVz€xp(z) = z€y AVz€y.2€x A ¢(2)}

Es soll aber sogar gezeigt werden, dass e in dieser Menge selbst liegt, ndmlich
mit y definiert als:

y:=S{(pfol(f,2)ex, gk ¢(2)})

Dies ist eine Menge, da [¢(z)] ja fiir jedes z € z[S] eine Menge ist, was wieder
eine Menge ist.
Gelte nun f IF 2&r und g I+ ¢(z). Dann erhilt man:

lefg < p(p(fg)er)

e{h|lh Ik &y, rh - 2 = 2}
C{h|3ZIhIF &y, rh Ik 2 = 2}
C [zey]

Sei umgekehrt f IF 2€y, also z = pgh mit g I 2&r und h IF ¢(2). Dann gilt
(4.1) I(rif) < p(lz)e, IApgey Ik zexr(rif) <rz < h - ¢(z)
Q.E.D.

Man beachte, dass die Beschrinktheit von ¢ nur eingegangen ist, indem
man [¢] C S als Menge erkannt hat. Falls also volle Separation im Hintergrund
vorldage, konnte man auch volle Separation realisieren, weil die Realisiererklasse
dann stets eine Menge wire, da Teilklasse der Menge S.

Lemma 68. ¢ := 7/%[v; := \vx.x(k(vr))] € V realisiert Vo (Vy € zé(y) —
o(x)) — Vao(x), also Mengeninduktion.

BEWEIS. Es gilt e!, aber dass e auch denotiert, folgt erst aus
e 4 \x.x(k(ex)) |

Sei f IFVa.Vyex ¢(y) — ¢(x). Dass fir alle x € V(S) dann ef IF ¢(x) gilt, wird
durch Mengeninduktion bewiesen. Sei dies also fiir alle z € V(S)g mit 8 € o
gezeigt und sei €V (S),. Es ist

ef < (Ax.a(k(ex)))f
< f(k(ef))
Ik o(x)

Denn nach Induktionsvoraussetzung gilt k(ef) IF Vy € x ¢(y), da ef I- ¢(y) fiir
alle y€ Bi(z). Q.E.D.

Um das Unendlichkeitsaxiom zu realisieren, wird ein Kandidat zur Représen-
tation der natiirlichen Zahlen benétigt.
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Definition 69. Sei fiir nc€w induktiv definiert:
i = S({(0,7)ien}) €V(S)

Dann sei definiert:

w=J_n=S{mmhew})
Der folgende Hilfssatz wird die Realisierer und den Beweis etwas abkiirzen:

Hilfssatz 70. Sei
et = Av.p(Aw.ple<vw)(D(e<vw)e,(pwe,))) (p(pre,) (Aw.pwe,))

Fir n=mU {m} mit n,mew realisiert exm die Aussage i = m U {m}, also
Veen(zr=mVzem)AN(menAVremzen)

BEWEIS. Die Realisierung des rechten Konjunktes verlduft auf die offensichtliche
Weise, nur das linke Konkunkt ist nicht trivial. Sei also (g,!) €n, folglich g <1
und [ € n. Da die natiirlichen Zahlen diskret sind, ist entweder [ = m oder [ € m.
Im ersten Fall ist

l(eym)g <pr(ple,) Ik (I =mViem)

Denn es ist ja tatsdchlich (I,7) € m. Im zweiten Fall ist
l(exm)g <apl(le,) IF (z =mVIEm)

Denn es ist ja tatsichlich sogar [ = m, also wird es sicherlich durch e, realisiert.
Q.E.D.

Nun kann man zum Unendlichkeitsaxiom schreiten:
Lemma 71. e := p(p0e,)(Av.p(snyv)(e4v)) realisiert
PewAVnewidmewm =nU{n}
Und f = Aze.p(lx)(D(lx)k(p(pnz) (e (pnx)))) realisiert:
Vnew.n =0V Imewn =mU{m}
Die Behauptung, es gebe ein x, so dass
fexAVnexzImerm=nU{n}AVnex.n=0VImezn=mU{m}

ist dquivalent zum Unendlichkeitsaziom (unter Annahme von Mengenindukti-
on).

BEWEIS. Es ist le <0€w™ 10 und fiir (g,7) €w ist g I n, also reg < n + 1 und
n+1ew™(nU{(n,n)}). Damit ist wegen des obigen Hilfssatzes die Aussage
betreffend e gezeigt.

Auflerdem ist n entweder 0 oder nicht. Im ersten Fall gilt I(fg) < I(f0) <1
und (man beachte die Denotiertheit sémtlicher Subterme, auf Grund derer man
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die Fallunterscheidungseigenschaft von d anwenden kann) r(fg) < kI n = 0,
denn der Allquantor in der Definition der Realisierung der Gleichheit lduft leer.
Sei jedoch n # 0, also n = m + 1 fiir ein m € w. Dann ist [(r(fg)) I m
und daher (I(r(fg)),m) € @ und n = m U {m}, also wegen des Hilfssatzes
r(fg) Ik Imewn =mU{m} und die Aussage betreffend f ist gezeigt.
Nun noch zur Aquivalenz zum Unendlichkeitsaxiom. Gelte die Aussage (die
fiir a := @ realisiert wurde)

feanVYneadImeam=nU{n} AVn€a.n=0VImean=mU{m}
und sei b so, dass
PebAVnebdmebm =nU{n}

Dann zeigt man Vz. x €a — x €b durch Mengeninduktion. Denn sei dies fiir die
Elemente von z schon gezeigt. Ist z €a, so hat « die Form y U {y} fiir ein y€a
und y €z, also y€b. Also x = y U {y} €b. Oder x = 0, und dann ist = sowieso
in b.

Die Riickrichtung ist natiirlich fiir unsere Zwecke unbedeutend, aber den-
noch: Sei a so, dass

feanVYneadmeam =nU{n} AVd .(0€a ANVn€a'nu{n}ed) —aCd
Sei dann etwa
o ={z€alr=0Vv3Iycaz=yU{y}}

Dies erfiillt sicherlich die Voraussetzung, denn ist x € a/, so auch z U {z}. Also
ist a Cd,alsoa=ad. QE.D.

Wir werden in Zukunft ohne die Gesamtheit der realisierten Formeln zu
verandern in ihnen stets w, was ja ein Term ist, der nach Auflésung zu sehr
langen Formeln fithren wiirde, durch w, was einfach eine Konstante ist, ersetzen,
da realisiert ist @ = w, wobei dies wieder als Abkiirzung fiir eine recht komplexe
Formel zu lesen ist. Auch wenn dies selten erwihnt wird, ist das eine iibliche
Verfahrensweise, ohne die die Lesbarkeit von Termen, die Formeln realisieren,
die iiber die natiirlichen Zahlen sprechen, kaum mehr gegeben wére.

4.3.2 Paare

Als Anwendung kann man das folgende, hochst niitzliche Lemma zeigen.

Definition und Lemma 72. Sei fiir a, b€V (S) definiert:

(a,b) := S({(l,a), (r,S{(l,a), (r,0)}))})

Dann kann in der Definition der Realisierbarkeit (a,b) durch {(a,b) ersetzt wer-
den.

BEWEIS. (a,b) ist ja formal gar nicht in der Syntax von CZF enthalten, sondern
statt dessen nur die drei Abkiirzungen:

1. (a,b) =z firVy.ycx - (y=aVVzzey > z=aVz=»>)
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2. (a,b)ex fir yczy = (a,b)
3. (a,b) >z fir y.x €y Ay = (a,b)
Mit Extensionalitdt kann man das umformen zu den handlicheren
1. z€(a,b) firz =aV (Vycxy=aVy=>b) Nacx ANbex)
2. (a,b) =z fir Vy. yex < y€(a,d)
3. (a,b)€x fir Iyexy = (a,b)

Es ist klar, dass es ausreicht, zu zeigen, dass die erste Formel nach der Ersetzung
realisiert ist:

Vee(a,b).z=aV (Myecxy=aVy=>0A(acxzANbET))
und
a€{a,b) A\Vz.(Vyex(y=aVy=>b) A(a€xANbex)) — xE{a,b)

Der Rest folgt mit reiner Logik, realisierten Axiomen und dem Lemma 58 nach
dem Konsistenzsatz der Pradikatenlogik.
Die erste Formel ist realisiert durch

e = Az.pr(dzes (p(y.pyes) (p(pler) (pres))
Denn sei (f, z) €(a,b), dann
(e=anf2V(z=S{a) b AL L)
Im ersten Fall gilt natiirlich
llef) Qlnr(ef)delFz=a
Im zweiten Fall gilt fiir alle (g,y) €a:
(y=angdl)V(y=bnrgdr)
Also
lr(ef)) <Apfe,Fy=aVy=5b
AuBlerdem gilt
I(r(r(ef))) < ple, lFacx
und
r(r(r(ef))) <pre.lFbex

Insgesamt realisiert e also die Formel wie gewiinscht.
Das erste Konjunkt der zweiten Formel ist offenbar realisiert durch ple,.. Das
zweite ist realisiert durch

¢ := M.pr(pOw.lvw) Aw.Dw(l(rv)) (r(rv))))
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Denn sei z €V (S) und sei
(IfIEVyexy=aVy=bA((rf)IFacx)A(r(rf)I-bex)
Wir behaupten, dass dann

(U 1), S{(L,a), (r,b)})) € (a, b) Ar(e' f) Ik x = S{(I,a), (r,)})

Der erste Teil ist dabei trivial, da (e f) < r. Der zweite besteht wiederum aus
zwei Aussagen:
Sei (g, z) €x. Dann gilt

1(r(e'f))g
difg
<h|(Ih<IAThIFz=a)V(Ih<rArhlFz=0)} C[zeS{(,a),(r,b)})]

Sei umgekehrt (g, 2) € S({(l, a), (r,b)}), also tritt einer der folgenden Fille auf:

1. ¢ <1, z = a. In diesem Fall
r(r(e'f))g <Urf)lFacx

2. g dr, z=>. In diesem Fall
r(r(e' f))g <r(rf)IFbex

Damit ist alles gezeigt. Q.E.D.

4.3.3 Der Konsistenzsatz fiir CZFyy

Bisher wurden fiir dieses Modell und die Aussagen dariiber noch nicht die
hoheren Axiome verwendet — alles Wesentliche, was bisher bewiesen wurde,
benétigte nur CZF_ _. Dies adndert sich nun, wenn wir die Kollektionsaxiome
realisieren wollen. Allgemein bendtigt man in etwa diejenigen héheren Axiome
von CZFx y, die man gerade realisieren will. Gerade die Realisierung der Kol-
lektionsaxiome ist fiir applikative Topologien allerdings deutlich schwerer als fiir
applikative Strukturen.

Variationen von Strong Collection

Die Realisierbarkeit soll zunéchst fiir Variationen des Strong-Collection Schemas
von CZF gezeigt werden.

Lemma 73. Sei ¢ eine Formel. Unter Annahme von Collection gilt:
e := Az.(Ay.py(zy))

realisiert
VaVre€adygp(z,y) — Ve caycbo(z,y)

also eine beliebige Instanz von Collection.
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BEWEIS. Sei a€V(S) und f IF Vz€adyd(x,y), also

V(g,z)€a fg < {h[Fyh - é(z,y)}

Die iiberdeckende Klasse muss keine Menge sein. Es wurde vereinbart, die Uber-
deckung durch eine Klasse dquivalent als die Existenz einer iiberdeckenden Teil-
menge festzulegen, mithin

Y(g,z)€adc. fg<tcAVhecTy h Ik ¢(z,y)

Mit Collection kann man nun diese y in einer Menge sammeln — man kann aber
auch die Paare (g,y) in eine Menge sammeln:

V(g,z)€adc.fg<cAIYVhecI(g,y) EYhIF ¢(x,y)

Da man das ,,fg < cA“ unter den Existenzquantor iiber Y ziehen kann und
dann die Existenzquantoren von ¢ und Y vertauschen kann, erhilt man nach
nochmaliger Anwendung von Collection:

IBY(g,x)€a3e.fg e ATY € BYhecI(g,y) €Y hIF ¢(x,y)
Setzt man nun b := S({(g,y) €[\ BlyeV(S)}), so ist dies in V(S) und es gilt
V(g,z)€ade.fg<tcAVhecT(g,y) € Bh I ¢(x,y)
Das bedeutet aber wiederum
V(g,x)€a fg<{h|3(g,y)€BhI- ¢(z,y)}
und also
(g, z) €apy(fg) <{h|3(lh,y) € B rh - ¢(x,y)}
Darum ist, nimlich fiir jenes konstruierte B,
ef€{i|3BV(g,y) €aig{h|3(lh,y) € B rh - ¢(z,y)}}

Insbesondere wird ef also von dieser Menge iiberdeckt, was zu zeigen war.
Q.E.D.

Lemma 74. Sei ¢ eine Formel. Unter der Annahme von Strong Collection gilt:
e := Ax.p(Ay.py(zy))(A\y.y) realisiert

VaVze€adyp(x,y) — Ib.Vrcadyebd(x,y) AVyebIz€ap(x,y),
also eine beliebige Instanz von Strong Collection.

BeEwEIs. Die Beweisidee ist verwandt mit der des letzten Beweises, allerdings
sind die Einzelheiten etwas umsténdlicher. Dennoch kann der Beweis knapp
préasentiert werden, da einige Schritte iibereinstimmen.

Sei acV(S) und f IF Vax€adyp(z,y). Wie im obigen Beweis folgt

V(g,z)€ade.fg<tcAVheECTy hIF ¢(x,y)
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Ahnlich wie zu zuvor sammelt man die (pg(fg),y) per Strong Collection in einer
einzigen Menge:

Y(g,z)€ade. fg<en3Y VhecI(pg(fg),y) €Y (hIF ¢(xz,y))AV(g',y).9 = pg(fg)AShech - ¢(z,y)

Wieder vertauscht man die Existenzquantoren und geht von der Menge, deren
Existenz man gezeigt hat, zu deren Vereinigungsmenge iiber. Alternativ ver-
wendet man die in der Sektion iiber Strong Collection bewiesene Aussage. So
erreicht man schlieflich die Existenz eines b, so dass die beiden Aussagen gelten:

V(g,z)€ade.fg<te ANVhecI(pg(fg),y) €bhIF ¢(z,y)

Vy' €bIy3(g,z) €a.y’ = (pg(fg),y) A3e.fg<cAVhech Ik ¢(z,y)

Dies impliziert, dass S(b) € V(S) und es impliziert jede der beiden Gleichungen
eine der folgenden Aussagen:

V(g,z)€a fg <{h3(pg(fg),y) €SO I ¢(x,y)}
V(g y)€S(b) ¢’ < {h|Fw.lh |- aga A rhIF ¢(z)}

Das wiederum zeigt, dass
ef€{h|FeV(S).hIFVreadyeSb)p(z,y) AVyeS(b)Ixcap(z,y)}

Insbesondere wird ef also von der Klasse aller solchen h iiberdeckt. Dies war zu
zeigen. Q.E.D.

Gilt im Hintergrund nur Replacement, so scheint es sehr schwer, Replace-
ment zu realisieren, da die Realisierung der Funktionalitit einer Formel nicht die
Funktionalitit einer Formel in der ,,wirklichen Welt* impliziert, sondern nur die
Eigenschaft, dass zwei Bilder des selben Urbilds auf bestimmt realisierte Weise
gleich seien — und das ist nicht ausreichend, um Replacement anwenden zu
konnen. Dem Autor ist darum kein Beweis der Realisiertheit von Replacement
aus CZFg _ bekannt.

Abschwichungen des Potenzmengenaxioms

Im folgenden Lemma stammt der gewéhlte Realisierer aus McCarty, wenn auch
der Beweis vollig anders sein muss. Dennoch ist dies erwéhnenswert, da hier nach
Wissen des Autors zum ersten Mal der Realisierungsterm eines mengentheore-
tischen Axioms mit einem in der Literatur vorgeschlagenen {ibereinstimmt, was
mitunter darauf zuriickzufiihren ist, dass applikative Topologien komplexer sind,
vielfach aber auch einfach darauf, dass hier viele Anstrengungen und Vereinfa-
chungen unternommen wurden, um moglichst kurze Realisierer und einfache
Beweise zu erhalten (etwa Realisierung dquivalenter Aussagen, Ausnutzen der
Korollare zum Konsistenzsatz der Pradikatenlogik etc). In der Regel differieren
niamlich die hier definierte Realisierbarkeitsdefinition und die klassische weni-
ger darin, andere Terme zu bendtigen, sondern mehr darin, dass es wesentlich
aufwindiger ist, von den Termen zu beweisen, dass sie die gewiinschte Eigen-
schaft erfiillen. So auch in diesem Fall:

Lemma 75. Sei ¢ eine Formel. Unter der Annahme des Potenzmengenaxioms
gilt: - Va3bVe.(Vd € ¢ d € a) — ¢ € b, also eine zum Potenzmengenaziom
dquivalente Aussage (mit Ag — Collection) ist realisiert.
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Dies ist fiir gewohnliche Realisierbarkeitstheorie leicht zu zeigen (mit Lemma
58), aber trickreich fiir Realisierung durch applikative Topologien (wo dieses
Lemma im allgemeinen nicht anwendbar ist). Der Grund ist, dass man eine
Menge, die realisierterweise gleich der Potenzklasse sein soll, angeben will, indem
man alle Mengen, die realisierterweise Teilmengen sind, zusammenfasst. Dies ist
allerdings auch nicht mit Potenzmengenaxiom im Hintergrund moglich, da eine
Menge ¢, die realiserterweise Teilmenge von a ist, in beliebig hoheren Stufen
V(9)q liegen kann, da sie Elemente aus hohen Stufen enthélt — wenn auch nur
mit so schlechten Griinden, dass sie immer noch Teilmenge von a ist.

Vor dem Beweis benotigen wir eine Definition. Sie macht es moglich, im
konstruierten Modell dariiber zu sprechen, dass ein Element des Modells ,,im
Wesentlichen in einer bestimmten Stufe liegt. Dazu wird der Teil einer Menge
definiert, der in dieser Stufenmenge liegt:

Definition 76. Es sei V(S) x On 3 (a,a) — a® € V(S), die Abbildung, die
induktiv definiert ist durch

a® ={(e.U,, #")l(e, ) €a}

BEWEIS. Existenz, Totalitdt und Funktionalitéit folgt durch einfache Induktion
iiber . Q.E.D.

Fiir a € V(S), gilt a® = a, wie man durch Induktion {iber a sofort sieht.
Liegt a aber in einer hoheren Stufenmenge V() 3, so wird beim Ubergang zu a®
gewissermaBen der Uberhang abgeschnitten. Wenn realisiert wird, dass a = a2,
dann kann das also als eine Zugehorigkeit von a zu V' (S), ,bis auf wenig iiber-
zeugende Griinde“ interpretiert werden — diese Griinde miissen jedoch nicht
direkt Griinde sein, warum ein Element in a liegt, sondern kénnen durchaus
tiefer in der transitiven Hiille von a verborgen sein. Die zentrale Eigenschaft ist
das folgende Lemma:

Lemma 77. Sei a€V(S),,beV(S). Dann realisiert
e := 11" vy == Mva.p(y.p(Ilzy)) (v(r (lzy)))) (Ay.p(U(rey)) (esv(es(r(rzy)))))]
die Formel a = b — a = b*. Auflerdem realisiert
e’ = Ar.p(Ay.p(l(zy))(e(r(xy))))
die FormelVrxeaxreb — Vreaxeb®

BEWEIS. Induktion iiber a, sei die Tatsache also schon fiir alle 5 € « bewiesen.
Es ist

l(ef)g < p(U(Lfg))(e(r(ifg)))

Sei f IF a =b. Fiir (g,x) €a gibt es ein §' € a mit z €V (S)g. Also gilt nach
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Induktionsvoraussetzung (denn V(S)g 3 z = 27 ):

Ifg<a{n|3(h,y)ebrhlF z =y}
C {h|3(lh,y)€bVYa > B > [ e(rh) IF z = y°}

C (hB(hy)ebety ko=, v’}
= {h|3(lh,y) €be(rh) IF z = Ug@yﬁ}

C {h|3(lh,y) €6 e(rh) IF = = y}

Von der zweiten zur dritten Zeile wurde verwendet, dass stets gilt:

VieEilkc=d—ilkc=|JE
Also gilt insgesamt:
l(ef)g < [r€b°]
AuBlerdem analog
fg<{n|3(h,y)ebrhlFx =y}

C (AR ebetr) Fa =] o)

C {n|3(h,y)eb* e(rh) IF z =y}
Also
efl-Vreareb®

D.h. f ist wie gewiinscht.

79

Umgekehrt sei (g, Uﬁeayﬂ) €b%, mit (g,y) €b. Da U@anﬁ e V(S)g fiir ein

3 € a, gilt nach Induktionsvoraussetzung
rfg<{h|3(h,z)€arhlFy =2z}
C {(h3(Ih,z) €aVa' 5 B € ey(e(es(rh))) IF 2 = Uﬁ@yﬁ}
C () cacyfelerm) F U, = = o)
— (h3(Ih, ) €a ey (e(es(rh))) I 2 = Uﬂ@yﬂ}

= {h|3(lh,z) €a Ve, (e(es(rh))) Ik z = Uﬁ@yﬁ}

Also

reng <, v <al
Also gilt

eflFa=>5b"
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Q.E.D.

Damit kann man nun das Lemma iiber das Potenzmengenaxiom zeigen:
BEWEIS. Es wird behauptet, dass ein gesuchter Realisierer Az.pk(e’x) wére,
wobei ¢ wie im letzten Lemma ist.

Sei némlich a € V(S),. Man definiere

b:=S{(k,c)lceV(S)a})

Dies ist eine Menge, denn mit dem Potenzmengenaxiom kann man induktiv
zeigen, dass alle V(S)3 Mengen sind. Sei nun c€V(S) und f IF Vdecd€a. Wir
werden zeigen, dass ef < pk(e'f) Ik ceb. Es gilt

pk(e' f) <{h|(lh,c*)€bAThIFc=c*} C {h|Fd(lh,d)€bThIF c = d}

Damit ist das Potenzmengenaxiom realisiert. Q.E.D.

Diese Maschinerie ist fiir Subset Collection nicht erforderlich. Allerdings
benétigt man fiir Subset Collection, im Gegensatz zu dem stérkeren Potenzmen-
genaxiom, tatséchlich applikative Topologien und nicht nur schwache applikative
Topologien.

Lemma 78. Sei S eine (starke) applikative Topologie mit R : S — P(P(S))
als die Funktion, die die Mengenartigkeit der zu Grunde liegenden formalen
Topologie bezeugt. Sei ¢ eine Formel. Unter Annahme von Subset Collection
qgilt:

i = Av.pk(pO\ap(pa(va))(r(ve))) Aa-p(ly) (r(ry)))
realisiert Subset Collection, also
Ya,bIdcVu.Vr € ady ebg(x,y,u) — Id€cVreayedp(x, y,u)A\Vy €dIx €agd(x, y, u)
BEWEIS. Seien a,beV(S). Sei
b :={(g,d)|(U(rg),d) b} eV (S)
Dies ist in V/(S), da fiir d€b*[S] gilt:
e<1b*'d — I(re) <i(rb*)"'d C b~ 'd — (e,d) b

Es gibt nach Subset Collection eine Menge B von Teilmengen von b*, so dass
fiir alle (f,z)€a, alle ueV(S), alle e€.S und alle S D ver[S]

Viev3(h,y)eb . =hA(Ih,x)ean((rh),y)ebAr(rh) Ik ¢[z,y, u]
impliziert, dass es ein v €B gibt, so dass

VjevI(h,y)eb* j=hA (Ih,z)ca A (I(rh),y)€bAr(rh) IF ¢lz,y,u]
und

V(h,y) eb’'Ijevj=hA (th,z)ea A (I(rh),y)€bAr(rh) IF ¢[z,y,u]

Die Konjunktion dieser beiden Formeln soll mit ( f,x,u,v,e,b*') bezeichnet
werden.
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Nochmalige Anwendung von Subset Collection liefert fiir jedes e € S eine
Menge C. von Teilmengen von B, so das fiir alle ue€ V(.S)

Y(f,x) €a3b* eBIver[S].pf(ef) <vAd(f,x,u,v,e,b")
impliziert, dass es ein B’ € C gibt, so dass
V(f,z)€a* € B'Iver[S]pflef) v A d(f,z,u,v,e b )
und
vb* €B'I(f,x)eadver[S].pflef) <vAo(f,z,u,v,e, b*/)
Man setze nun letztendlich

c=S({(k, S{(L,y)|3" € B".(I,y)€b” })|B' €[ Ce})
ecS

Dieses c€ V/(S) ist nun wie von Subset Collection gefordert.
Denn sei ueV(S), elr Vreadyebo(x,y,u). Also gilt fiir (f,z)€a:

Fver[Slef <vAVjevI(lh,y)€b.j =hA (lh,y)€bArhlF dlx,y,u

Also

Fver[S).pflef)vavjevI(h,y) €b*.j = hA(Lh,x) €an(l(rh),y) EbAr(rh) IF @[z, y, u]

Wegen unserer ersten Anwendung von Subset Collection folgt:

Jver[S]pflef) <v A € Bap(f, = u,v,e,b*)

Und damit nach Allquantor-Einfiihrung:

Y(f, x)eaﬂb*/ eBIver|S].pflef) v A qb(f,x,u,v,e,b*,)

Es gibt also ein B’ € C, so dass die folgenden beiden Aussagen gelten:

Y(f,x) €a3b* eB'Jver[S].pflef) <vAY(f,z,u,v,e, b*/)

wb* eB'3(f,x)eadver[S].pflef) v A w(f,x,u,v,e,b*/)

Setze nun b’ = S({(I,y)|3b* € B'.(I,y) € b*'}). Offenbar gilt (I(ef),b’) €
¢, denn I(ef) < k. Der Nachweis der folgenden Behauptung wird den Beweis
fertigstellen.

r(ie) - Ve eadyeb ¢(z,y,u) ANVyeb' Iz €adz,y, u
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Sei also (f, z) €a. Dann gibt es nach der ersten der beiden Aussagen iiber B’
ein v er[S] mit pf(ef) v und Y(f,z,u,v,e,b* ) fiir ein b* € B’, inshesondere
gibt es fiir jedes j€wv ein (h,y) €b* mit

j=hA(h,z)ean ((rh),y)€bAr(rh) - ¢z, y,u]
Also pf(ef) < {7130, y) €t Ar(r(4)) IF ¢[z,y,u]}. Damit gilt
r(r(ie))f S p(pf(ef))(r(ef)) Iy et/ ¢z, y,u]

Sei umgekehrt (¢/,y) €b’. Also gibt es ein b* mit (g,y)e€b* und ¢’ <b* ~1y.
Es reicht zu zeigen, dass fiir alle g mit (g,y) € b*" folgt, dass I(r(ie))g IF z €
ag[z,y,u] gilt, denn da Realisiererklassen unter < abgeschlossen sind, trifft das
dann erst recht fiir ¢’ zu. Sei also (g,y) € b*', dann gibt es nach der zweiten
Gleichung iiber B’ ein (f, z) €a mit

JverS].pf(ef)<wAV(h,y') €b* Fjcv.j = hA(lh, z) € an(l(rh’),y) €bAr(rh) I+ ¢z, y, ul,

wobei nur das zweite Konjunkt von v verwendet wurde. Insbesondere also
fiir (h,y') := (9, 9):

(lg,x)ea Ar(rg) Ik ¢z, y,u]

Dies impliziert

I(r(ie))g < p(lg)(r(rg)) IF Iz €ad[z,y, u]
Q.E.D.

Insbesondere ist das Theorem hiermit bewiesen, ebenso wie ein analoges
Theorem fiir IZF statt CZF.

4.4 Absolutheitsresultate

Definition 79. Ein Satz ¢ heifit absolut, falls CZF + (¢ —IF ¢).

Ist insbesondere ein Kandidat fiir ein CZF verstidrkendes Axiom absolut,
so ist die angegebene Modellkonstruktion auch fiir die um dieses Axiom erwei-
terte Theorie geeignet. Ergebnisse des letzten Abschnitts kann man auch als
Absolutheit einiger Axiome von CZFx y iiber CZF_ _ schen.

4.4.1 REA

Das Axiom der reguldren Erweiterungen (regular extension axiom, REA) pos-
tuliert die Existenz beliebig grofler so genannter reguldren Mengen: Mengen, die
in einer klassischen Umgebung den V,, mit « reguldr entsprechen. Das Axiom
ist im Zusammenhang mit induktiven Definitionen hilfreich, da es ermoglicht,
induktiv definierte Klassen, deren einzelnen Stufen uniform durch eine Menge
beschrinkt sind, als Menge zu erkennen [2].

Definition 80. Eine Menge A heifit reguldr, falls
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1. A bewohnt ist, also Ax€ AT
2. A transitiv ist, also Vxe AVyexyc A

3. A ist ein Modell fiir zweitstufige Strong Collection, also

Vac AVRCaxA. R:a = A — FcAR:a==D

Man beachte, dass R in der dritten Bedingung eine Menge sein muss, auch
wenn das Axiom Strong Collection eine Schema ist, das iiber Klassen Aussagen
trifft. A modelliert zweitstufige Strong Collection also in dem Sinne, dass die
zweitstufigen Quantoren iiber die Teilmengen von A, nicht die Teilklassen laufen
sollten — was allerdings wohl sowieso die natiirlichere Wahl ist.

Es werden mitunter auch Varianten betrachtet, in denen A nicht zweitstufige
Strong Collection, sondern nur zweitstufige Ersetzung oder zweitstufige Collec-
tion modellieren soll [1], diese sind jedoch weniger iiblich, wenn auch kaum
schwécher.

Beispielsweise heifit eine Menge A schwach regulér, wenn sie bewohnt und
transitiv ist und zweitstufige Collection modelliert, also wenn gilt:

Vac AVRCaxA. R:a=A—3JbecAR:a=b
Man kann nun die folgenden Aussage betrachten:
wREA Va3A > a. A schwach regulér
REA Va3dA 5 a. A regulér

Das folgende Lemma ist eine leichte Verallgemeinerung des Resultats in [22],
aber bis auf unwesentliche Anderungen, die auf unsere abweichende Definition
von V(S) zuriickzufiihren sind, verlduft der Beweis genauso. Das Lemma sagt
aus, dass der Schnitt einer (schwach) reguldren Menge mit unserem Modell
wieder eine Menge bildet; dies ist nicht trivial, da z € V(S) ja keine beschréinkte
Aussage ist.

Lemma 81. Ist B schwach regulire Menge, so ist BNV (S) eine Menge.

BEWEIS. Sei k = rk(B) € On. Betrachte die induktive Definition
® = {(z,a)la C S x 2 AVy€Bi(a)a 'y = “a 'y}

mit den zugehorigen

V(s)* =Te(lJ, V(97
wobei
I'e(X) ={a|3z C X.(z,a) e D}
Man betrachte nun die leicht verdnderte induktive Definition

"= {(z,y)|(z,y) €e® ANy B}
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mit zugehorigen J* = F@(UIB@Jﬁ), wobei
I'e/(X) ={aeB|3z C X.(x,a) e P}

Man beachte, dass die J* Mengen sind (wie man durch Induktion sofort sieht,
hierbei geht die Separiertheit der formalen Topologie ein).
Es geniigt zu zeigen, dass

YaeOnV(S)*NBC UVE JV

Denn dann gilt Gleichheit und die linke Seite ist also eine Menge.
Dies soll durch Induktion iiber o geschehen. Sei die Aussage fiir § € « also
schon gezeigt. Sei c€ V(S)* und c€ B. Insbesondere

cC S x Uﬂea(V(S)ﬂ N B)

Denn wegen der Transitivitdt von B sind die Elemente der Rechtsprojektion
von ¢ wieder in B. Nach Induktionsvoraussetzung ist aber

V(S)’nBC UVEHJ"

Also existiert fiir jedes x €c ein e€ S und ein v €k mit x = (e, ) fiir be J* C B.
Da k = rk(B) = e rk(V'), gilt sogar

Vzecdee ST, be B.be J ™) Az = (e,b)

Da B schwach regulér ist, kann man die b’ in einer Menge in B sammeln (denn
{(z,0')€cx B|3ec SFbe B.be JFU) Az = (e,b)} ist eine Menge, da die J¢
Mengen sind), man erhélt also ein d € B mit

VzecdeeS,beB, b ed.be JF) Az = (e,b)

Also folgt

cC S x Uﬂk(d)f*

Und da ¢ die Bedingung iiber die Abgeschlossenheit beziiglich < erfiillt folgt

CeJrk(d) C Nid
K

Q.E.D.

Damit konnen wir die Absolutheit von REA zeigen. Der Beweisaufbau hat
leichte Ahnlichkeiten mit [22], wo der zweite Teil des Theorems fiir Realisier-
barkeit mit applikativen Strukturen nachgewiesen wird. Nach Kenntnisstand des
Autoren ist die Absolutheit von REA fiir Heyting-Algebra-bewertete Modelle
mit mengenartiger formaler Topologie neu. Der erste Teil des Theorems ist nach
dem Wissen des Autoren zwar auch selbst fiir Realisierbarkeit mit applikativen
Strukturen neu, jedoch ist seine Aussage nach den Ergebnissen von [22] keines-
falls erstaunlich und die dortigen Beweise konnten sehr leicht adaptiert werden,
um die Aussage fiir wREA zu erhalten.
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Theorem 82. Sei S eine starke applikative Topologie.
1. CZF+ (wREA — I+ wREA)
2. CZF+ (REA —IF REA)
BEWEIS.
1. Angenommen wREA. Man setze
e := p(p(pke,)(Azy.pke,))(Aaxyz.yz)

Wir zeigen, dass e realisiert, dass es fiir alle a ein C gibt so dass a € C
und

VeeCVyexye CAVrVae CVrcadyeCo(x,y,r) — FIbeCVrcadycbo(x,y, )
Hierbei setzt man
¢(x7yv7a) = ((l‘yy)ET/\’l“ o= C)

Rathjen verwendet in seinem Beweis beliebiges ¢, allerdings bilden die
Realisierer von einer solchen Formel nicht unbedingt eine Menge, so dass
REA in diesem Fall nicht anwendbar ist. Allerdings ist dies nicht schlimm,
da die oben getroffene spezielle Wahl von ¢ die einzige ist, die fiir den
Beweis des Theorems tatséchlich benotigt wird.

Sei also a €V (S). Sei B eine regulidre Menge, die a, S, r[S] und 2 enthilt.
Letzteres impliziert wegen der Regularitéit, dass B abgeschlossen unter
Paaren ist.

Sei
C:=S{(k,z)lxe BNV (S)})eV(S)

nach dem letzten Lemma. Es wird gezeigt, dass dann e die folgende Aus-
sage realisiert:

a€CNVzeCVyexye CAVa e CNrVxcadye Ch(x,y,r) — FIbeCVr€aTycbd(z,y, )

Wir zeigen die drei Konjunkte einzeln:
(a) Dies gilt trivialerweise wegen (k,a)€C:
lle < pke, IFaeC

(b) Sei (f,z)€C, (g,y) €x. Dann ist x € BN V(S). Wegen Transitivitéit
von B und Definition von V(S) also auch y € BN V(S) und somit
(k,y)€C. Daher gilt

r(le)fg < pke, FyeC
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(c) Sei reV(S), (f,a)eC. Sei
glFVeeadye Cod(z,y,u)
Das bedeutet
V(h,z)€aduer[Sl.gh<<uAVjeud(i,y)€Ci=jANjlF ¢(z,y,u)

Die schwache Reguléritidt erlaubt uns, die (,y) in einem b zu sam-
meln, denn fiir die u aus der Formel gilt u€ Bund i = jAj IF ¢(x,y, u)
ist dquivalent zur Zugehorigkeit zu einer bestimmten Menge, da ¢ be-
schrinkt ist und somit [¢] eine Menge ist. Also

V(h,z)€aduer[S].gh<tunI' € BYjeul(i,y) €l i = jAJIF ¢(z,y,u)

Unter Beachtung der Tatsache, dass man b’ € V(.S) wihlen kann, lisst
sich dies umformen zu

V(h,z) €adb’ € CIuer[S|Vjeul(i,y) et .gh<uni = jAj Ik ¢(z,y, u) AV €V (S)

Worauf man nochmals die schwache Regularitéit anwenden kann. Man
erhilt die Existenz eines b'x € C, so dass

V(h,z) €a' €b' xFuer[S|Vjeul(i,y) €b .gh<uni = jAj IF ¢(z,y, u)Ab' €V (S)
Ohne Einschrankung sei b’ C V(.5). Man definiere nun
b:={(i,y)|3' €t = (i,y) b’} eV (S)
Wir wollen zeigen, dass
refg < Az.gx |k VreaIyebp(x,y,r)
Sei also (h,z) €a. Dann gibt es ein b’ €'+ mit
Juer[S|\Vjeud(i,y) €b .gh<tuni=jAj Ik ¢(z,y,u) ANV €V(S)
Insbesondere
Juer[S|Vjeul(i,y) €b.gh<<uni=jAjlk ¢(z,y,u) Nb' €V (S)
Also
gh Ik Jyebo(z,y,u)
2. Angenommen REA. Es wird behauptet, dass mit
e := p(p(pker)(Azy.pke,))(Azy.p(Az.yz)(Az.72))
gilt, dass e realisiert, dass es fiir jedes a ein C' gibt mit:
(aeCAVzelCVyeaxyeC) AVrYaeCVreadyeCo(z,y,r) —

FbeCVreadyebp(z,y,r) ANVyebIzcap(x,y,r))
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Die ersten beiden Konjunkte gelten ganz analog zum vorigen Fall wREA.
Das dritte ist allerdings komplexer, dennoch wird versucht, die Parallelen
zum ersten Teil des Theorems zu Tage treten zu lassen:

Sei reV(S), (f,a)eC. Sei
glFVrealdye Cod(x,y,u)
Das bedeutet
V(h,z)€aduer[S).gh <uAVjeud(i,y)€C.i=jNjlF ¢(x,y,u)

Die Reguliritit erlaubt uns dhnlich wie zuvor, die (¢,y) in einem b zu
sammeln. Also

V(h,z)€aduer[S].gh <u AW € BVjeui(i,y) b’

(i A phj A jlk@(z,y,u)) AV(i,y)eb Tjeu(@ I phj Aj - oz, y,u))

Unter Beachtung der Tatsache, dass man b’ € V(S) wihlen kann, lésst sich
dies umformen zu

V(h,z)€a' € BIuer|S].
Vjeud(i,y) b (gh<tuni < phjnj Ik ¢(z,y,u) Ab' €V (S))AV(i,y)€b'Tj€u
(gh<tuNi < phjAjlké(x,y,u)) AV eV(S)

Worauthin man nochmals die schwache Regularitdt ausnutzen kann. Man
erhilt die Existenz eines '+ € C, so dass

V(h,z)€ad' €b’ * Juer[S].

Vieud(i,y) b (gh<tuni QA phjnj Ik ¢(x,y,u) Ab' €V (S))AV(i,y)€b'Ijeu
(gh<auNi<phjAjlké(z,y,u)) ANV eV (S)

und
Vo' €t x I(h,z) €aduer]S].

Vieud(i,y) €b (gh<tuni < phjAj Ik ¢(z,y, u) ANb' €V (S))AV(i,y) €' Ij €.
(gh<tuNi < phjAjlkd(x,y,u)) AV eV(S)
Ohne Einschrinkung sei b+« C V(.5). Man definiere nun

b:={(i,y)|3 €’ = (i,y) b’} eV (S)
Wie oben zeigt man, dass

l(refg) < Ax.gx - Veeadyebd(x,y,r)
Wir mo6chten noch zeigen, dass

l(refg) QA erx - VyebIzcap(x,y,r)
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Sei dazu (4, y) €D, also
3 el « (i,y) €l
Fiir dieses b’ gibt es dann ein (h,z) €a und ein uer[S] so dass
Vieud(,y') et .gh<xuni Iphj A (5 IF d(x,y',u)) ANV €V(S)
V(' y)eb'Jjeu.gh <uNi’ Iphj A (5 IF d(x,y',u)) AN €V(S)
Insbesondere fiir eben jenes (i,y) €
Juer[S|Fjeu(gh <uni=phjAjlk d(z,y,u)) ANV €V(S)
Daher gibt es ein j mit j Ik ¢(z,y,u) und ¢ < phj. Also

ri 4 1F ¢z, y, u)

Q.E.D.

4.4.2 Absolutheit fiir natiirliche Zahlen

Bekanntermaflen ([26]) koénnen schon viel schwichere Theorien als CZF iiber
primitiv rekursive Relationen natiirlicher Zahlen sprechen und diese sind in CZF
représentiert, d.h. zu jeder solchen Relation gibt es eine Formel ¢(z,y), so dass

genau dann, wenn n und m in der Relation stehen. Dabei ist i der die meta-
theoretische natiirliche Zahl n bezeichnende Term von CZF, also

0=0,n+1=nu{n}

Wir wollen Aussagen iiber die Absolutheit dieser Formeln machen und einen
kanonischen Realisierer dafiir finden. Dies skizziert auch McCarty ([20]), der al-
lerdings eine starke Metatheorie verwenden zu scheint (insbesondere wendet er
nicht viel Aufmerksamkeit auf die Unterschiede zwischen metatheoretisch defi-
nierten Termen m und natiirlichen Zahlen, {iber die man in CZF quantifizieren
konnte auf, so dass die Aussage, die er eigentlich beweist, viel zu schwach ist,
um daraus die Folgerungen zu ziehen, der er ziehen will, etwa die Realisiertheit
der Church’schen These in V(KI)). Deshalb werden die hier wiedergegebenen
Argumente vollig neu sein.

Die folgenden Formeln sind Représentanten der primitiv rekursiver Funktio-
nen:

Definition 83. Die primitiv rekursiven Formeln ¢(it, m)'! sind rekursiv defi-
niert'?:

HFir primitiv rekursive Formeln oder Kandidaten fiir solche sollen die angegebenen Va-
riablen die einzigen freien sein. Die Reihenfolge ist nicht unerheblich, das heifit, eigentlich ist
eine primitiv rekursive Formel als syntaktisches Objekt nicht nur eine Formel, sondern eine
Formel mit einer totalen Ordnung ihrer Variablen.

12Wie stets ist gebundene Umbenennung durchzufiihren, um unbeabsichtigte doppelte
Quantifizierung iiber eine Variable zu vermeiden.
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1. ¢(ii,m) =m = n; N Ew ist eine primitiv rekursive Formel fir i €lh(f).
2. ¢(il,m) =m =0ATREw ist eine primitiv rekursive Formel.
3. d(n,m)=m=n+1AREw ist eine primitiv rekursive Formel.
4. Sind ¢(ng, ...,nn, M), 1/%-(7{’, m)) primitiv rekursive Formeln firi =0...N,
50 ist auch
¢’ (n',m) = Jvg...vy. /\ Wi (0, v;) A (v, ..., vn, M)

i=0...N

eine primitiv rekursive Formel. Dabei ist die Linge von n unabhdngig von
N.

5. Sind ¢(1i,m),¥(n,n’, 7, m) primitiv rekursive Formeln, so auch

AFYu(p(i,v) — (0,v) € F)AVi, v, w((i,v) €F — ¢ (v,1, 7, w) < (i+1,w) € F)A(n,

wobei die Reihenfolge der freien Variablen (n,7i,m) sein soll.
Lemma 84. Sei ¢(7i,m) primitiv rekursiv. Dann sind in CZF herleitbar:

ViewImew ¢(it, m)

Vi, m. ¢(it,m) V =i, m)

BeEweEis. Klar nach Induktion iiber die Eigenschaft, primitiv rekursiv zu sein
unter Beachtung der Diskretheit der natiirlichen Zahlen fiir die Entscheidbarkeit
der primitiv rekursiven Formeln. Q.E.D.

Wire die Klausel fiir die primitive Rekursion auf F© C w X w beschrinkt
worden, hétte man auch ableiten kénnen

Vi, m. (i, m) — i,mew

Dies hiitte aber die folgenden Beweise etwas umstédndlicher (wenn auch nicht
konzeptuell schwieriger) gemacht.

Wir werden im Folgenden verwenden, dass dies eine Représentation der pri-
mitiv rekursiven Funktionen darstellt, wie man leicht sieht.

Eine Erweiterung der primitiv rekursiven Formeln sind die fast negativen
arithmetischen Formeln. Die folgende Definition entspricht der aus [22] (bis auf
logische Aquivalenz):

Definition 85. der ana-Formeln (almost negative arithmetic).

1. Sei ¢(7i, m) primitiv rekursiv, so ist dies eine ana-Formel, und auch

In; Ewep(i, m)
ist eine ana-Formel.

2. Sind ¢ und b ana, so sind auch
¢
PNY
b=
Vnewep

ana-Formeln.

m)EF
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Formeln, die von natiirlichen Zahlen handeln, erlauben einen stiarkeren Abso-
lutheitsbegriff, ndmlich Absolutheit mit einem kanonischen Realisierer, die nun
definiert werden soll.

Definition 86. Sei ¢ eine Formel mit freien Variablen ng,...,nx. Dann heif$t
¢ natiirlich absolut, falls sich in CZF herleiten lisst: 3e €V, so dass fiir alle
ng...nN Ew dquivalent sind:

1. ¢(n0,...,nN)
2. eng...ny IF N, ..., ]

3. I+ ¢[ng, ..., N ]

Die folgende Aussage ist verwandt mit Theorem 8.7 in [22], das allerdings nur
von Realisierbarkeit iiber V(K1) handelt. Am wichtigsten ist wohl die Aussage
iiber primitiv-rekursive Formeln.

Theorem 87. Jede Formel aus der Gesamtheit an Formeln, die folgende FEi-
genschaften erfillt, ist natirlich absolut:

o Alle primitiv rekursiven Formeln gehdren zu der Gesamtheit.

e Falls MP,, gilt'"® oder falls jede Menge, die ein Element von V iiber-
deckt, bewohnt ist, gehoren alle existenzquantifizierten primitiv-rekursive
Formeln zu der Gesamtheit.

e Die Gesamtheit ist beziiglich Konjunktion und Allquantifikation abgeschlos-
sen.

o Fulls jedes Element von S entweder in V liegt oder von der leeren Menge
tberdeckt wird, ist die Gesamtheit beziiglich Implikation und Verneinung
abgeschlossen.

Fulls die Bedingungen aus 2 und 4 beide erfillt sind, sind dies genau die ana-
Formeln.

Der erste Punkt, dass primitiv rekursive Formeln natiirlich absolut sind, ist
dabei wohl der wichtigste.
BEWEIS. Induktion iiber die Eigenschaft von ¢, ana-Formel zu sein.

1. Fiir den Induktionsanfang, dass ¢(#, m) primitiv rekursiv ist, konstruieren
wir durch Induktion iiber die Definition der primitive Rekursivitit ein
solches e:

(a) Fiir die Projektionsfunktion m = n; A i €w ist dies
e := Mw.p(p(Ax.pre,)(Ax.px.))e’

wobei €’ eine einfach zu konstruierende Zusammensetzung aus pv;e,
ist. Falls tatséchlich m = n; ist, so wird die Aussage fiir die Interna-
lisierungen offenbar von p(Az.pze,)(Ax.pz,) realisiert, und wenn es

13Dies ist das Schema
-z € wp — Iz € WP

fir primitiv rekursive Formeln ¢. Es handelt sich hierbei um ein sowohl klassisch als auch
rekursiv giiltiges Prinzip.
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davon realisiert ist, ist es natiirlich auch irgendwie realisiert. Ist es
aber realisiert, so gilt es auch in V:

Dass (F n = m) — n = m gilt, sieht man beispielsweise durch
Induktion iiber min(n,m). Der Induktionsanfang wird im néchsten
Punkt gezeigt. Der Induktionsschritt ergibt sich daraus, dass (IF 7 =
m) impliziert, dass

vn'endm’ em Ik n/ =m/ A¥m' em3In’enl-n’ =m’
(b) Fiir die Nullfunktion m = 0 A i €w setze man'*
e = Mw.p(Azx.k)e
mit gleichem e’ wie oben. Falls ndmlich mm = 0 = (), so gilt offenbar
Mr.kIFVze0l

da der Quantor leer lduft. Falls dies aber gilt, so gibt es {iberhaupt
einen Realisierer in V fiir die Formel Vo € m L. Existiert aber so einer,
dann gibt es ein Element aus V, das angewandt auf jeden Grund,
warum etwas in m liegt, von der leeren Menge iiberdeckt wiirde.
Dann kann dieser Grund also nicht in V gelegen haben, daher muss
m =0 =0 gelten.

(¢) Nun zur Nachfolgerfunktion m = n; + 1 A i €w. Hier sei
e = \w.p(erv;)e

wobei ¢’ wieder wie zuvor und e wie im Hilfssatz 70 fiir den Beweis
der Realisiertheit des Unendlichkeitsaxioms ist. Der Hilfssatz sagt,
dass falls m = n + 1, dann folgt

m=n+1—enlFm=n+1

Dann gibt es natiirlich auch irgendeinen Realisierer in V. Nun ist
noch zu zeigen, dass gilt

dfevVflFn=m+1—-n=m+1

Aber es gibt ja einen Realisierer aus V fiir m + 1 = m+1, nimlich e,
also gibt es in dieser Situation einen Realisierer aus V fiir m + 1 = 7.
Nach dem ersten Induktionsanfang folgt n = m + 1

(d) Nun zur primitiv rekursiven Formel
¢(n,m) = Jvg...on. [\i = 0..Nv(n,v;) A @' (vo, ..., vy, m)
Wobei e’ zu ¢’ und e; zu v; fiir alle passenden ¢ nach Induktionsvor-

aussetzung wie im Theorem gefordert sind. Nach dem Lemma iiber
primitiv rekursive Formeln kann man in CZF herleiten, dass es zu

14Die Formel x=0, die ja formal nicht der Sprache von CZF zugehdrig ist, sei als Vy € z L
ausgeschrieben.
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7 Ew genau ein m gibt mit ¢, (7, m). Sei also deswegen nach Konsis-
tenzsatz und Voraussetzung f; so, dass

Vi, mew.;(f,m) — f;ii <m
Dann kann man e wéhlen als
e .= \iw.p(eo foT) (p(erZ f1E)(...plen T fnT) (€ fRw)...))

Sei nun ¢>(ﬁ" ,m), das heifit (mit dem Lemma iiber primitiv rekursive
Funktionen)

Jug...vN Ew. /\1 = 0...NY;(n', v;) A ¢ (vo, ..., vn, m)

Fiir solche vy, ..., vy realisiert nach Induktionsvoraussetzung und den
Annahmen tiiber f

pleon’ for?)(plern! find)(..p(enn fyn!) (€ fFw)))
die Formel

N\i= 0...N¢i(rf’,@-) A @ (0o, ..., Un, 110
Insbesondere gilt dann

en'm IF $(n', )

Ist dies der Fall, so ist diese Formel natiirlich {iberhaupt durch ein
Element von V realisiert. Dann folgt mit Konsistenzsatz und dem
Lemma zu primitiv rekursiven Funktionen auch

Jug...vN. /\Z = ON?ﬁl(n;?, 7)2‘) A\ qb/(’l)o, ...,UN,m)

Der Realisierer ist iiberdeckt von denjenigen Realisierern, zu denen

es v, ... €w gibt, so dass etwas bestimmtes gilt. Aber V ist nicht von

der leeren Menge iiberdeckt, also gilt insbesondere:

Es gibt nicht nicht (g;, v;) €w mit V 3 g; < v; so dass realisiert ist
/\7’ = ON%(TL;", U’L) A ¢/(U0, ceey vN)ﬂ)

Dies soll abgekiirzt werden mit ——A. Angenommen, es gilte A. Nach
Induktionsvoraussetzung wire dann

/\i = 0..N¢;(n',v;) A @' (vo, ..., N, m)
Also wire

o(n’,m)
Darum gilt

——¢(n’, m)

Denn allgemein folgt aus =—A und A — B auch ——B (denn: Ange-
nommen es sei 7 B. Dann ~A. Widerspruch!). Aber nach dem Lemma
zu primitiv rekursiven Funktionen folgt

¢(n',m)
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(e) Der letzte Fall ist die primitive Rekursion. Sei also die Formel ¢(n, 77, m)
gleich

AFENY(¢ (71, v) — (0,v) € F)AVi, v, w((i,v) €F — (v,i,7,w) < (i+1,w) € F)A(n,m)eF

Wihle nach Induktionsvoraussetzung e,, und nach Induktionsvoraus-
setzung und dem Lemma {iber primitiv rekursive Funktionen und e,
es, € und e’ so, dass die Allabschliisse der folgenden Formeln gelten'®

¢'(it,m) — €'t Am

Y(ii,m) — " Am

(hIF ¢'(n,a)) — ¢'(7,m) — e hitl-a=m
7,

(hIF (R, a)) — o(

Sei auflerdem

m) — eshiilFa=m

e IF Va,b,b'.b =b" — (a,b) = (a, V)
Eine mogliche Wahl fiir e wire dann der etwas lidngliche Realisierer
e := Awtw.pig(p(Axz.piris)is)
mit
i := Az.p(p0(e'D))(e() (e127))
i = Ay.p(p(sn (U(1x))) (" (r(12)) (1(12))7)) (e () (e2y1))
ig 1= Ay.ey (I(12)) (r(l2)) 0(r(I(y))
is i= p(pw)e,
Gelte ¢(n, 7, m) und sei F’ so, dass
Vo(¢' (n,v) — (0,v) € F)AVi, v, w((i,v) € F' — (¢(v,i, 7, w) < (i+1,w) € F'))A(n,m)eF
Definiere
F = {(piv, (i,0))|(i,v) e F'}
Es ist zu zeigen
el Yo(¢' (7,v) — (0,v) € F)AVi, v, w({i,v) €F — 1 (v,i,n,w) « (i+1,w) € F)A(n,m)€F

Zum ersten Konjunkt: Sei m' die Zahl, so dass ¢'(7i,m’) gilt (also
auch €'t <4 m'), dann ist fiir

veV(S),glF ¢ (7, v)
wegen der Wahl von e

p(pO(e’))(e() (e19?)) I- (0,v) € F

15Die Benennung der (gebundenen) Variablen ist fiir die folgenden vier Formeln anders als
im Folgenden, um ihre Bedeutung besser zu Tage treten zu lassen
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Nun zum zweiten Konjunkt (Hinrichtung): Seien ¢, v, w €V (S). Man
kann ohne Einschriankung annehmen, dass i, v, w € w, denn dquivalent
zu der obigen Aussage ist ja die Aussage, in der i,v und w auf w
beschrinkt werden'®. Seien also

1 =1

,o=v w=uw

Sei m’ die Zahl, so dass (v’ 4,7, m’) gilt. Sei auBerdem

(g IF (i,v)€F),(¢" IF ¥(v,i,n,w)

Dann ist

p(U(lg)(r(lg)) < pi't
Es gilt wegen der Wahl von es

p(p(sn (U(19)))(e" (r(lg)) (U(19))D))(e() (e29'D))
< p(pi (" (V'i'D))) (e() (e29'7))
(i +1,w)eF

Nun zur Riickrichtung des zweiten Konjunkts: Seien i/,v',w’ wie
oben. Sei

(gl (i,v)eF), (¢ IF i+ 1,w)eEF)
Es ist
p(Ulg)(r(lg") S pi+ 1w’
Nach dem schon mehrmals verwendetem Schluss gilt
9 <{gl(i',v") e F}
g <{g|(i + 1,w'")eF}
Also reicht es, die Aussage
ey (1(19)) (r(19))T(r(U(g") 1= Y (v, i, 71, w)
unter der Bedingung zu zeigen, dass (¢/,v") € F und (i’ + 1),w’ € F.
Dann aber ist ¢(v', ', 7, w") im Grundmodell erfiillt, und die Aussa-

ge folgt direkt aus der Eigenschaft von 1 und den oben gegebenen
Gleichungen iiber die Denotation der Terme I(lg)) etc.

16Genauer: Fiir die Frage, ob es ein konstruierbares e € V gibt, das die Formel realisiert,
geniigt es, ein angebbares e € V zu finden, das die Formel mit dieser leichten Verinderung
der Realisierbarkeitsdefinition realisiert. Denn damit zeigt man, dass der Realisierer, den man
aus dem fiir die urspriingliche Formel mit Verinderung der Definition gefunden hat, verindert
werden kann (indem im Term an geeigneter Stelle ¢ durch Azyz.t mit x,y,z ¢ FV (t) ersetzt
wird), um die Formel, in der 4, v, w auf @ beschrédnkt ist, zu realisieren. Daraus erhélt man aber
einen Realisierer der dquivalenten Formel. Tatséchlich ist die gemachte Annahme nicht nur
fiir die Frage nach der Existenz eines angebbaren e € V ohne Einschrédnkung, sondern sogar
das konkrete e wird davon nicht beriihrt. Dies ist aber weder wichtig noch leicht einzusehen.
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2. Es gibt noch einen zweiten Induktionsanfang, ndmlich dass die Formel die
Gestalt

Ing(n, 1, m)

hat, wobei ¢ eine primitiv rekursive Formel ist und es ohne Einschrénkung
ist, anzunehmen, dass die erste Variable existenzquantifiziert wurde!”. Fiir
eine solche Formel gilt: Es gibt nicht nur ein ey wie im Theorem, sondern
auch ein 6;5 €V, so dass die folgenden beiden Tatsachen gelten:

Vi, m.¢(it,m) — eyng...n, 1
und
Vi, m.—(i, m) — e;@...h <r

wobei eine der beiden Voraussetzungen ja stets erfiillt ist. Dies sieht man
direkt aus der soeben gezeigten Absolutheit von ¢ und der Ableitbarkeit
von ¢ V ¢ in CZF.

Die Idee dieses Beweises ist es, den Zeugen der Existenz durch Anwendung
eines u-Operators zu finden: Die kleinste Zahl, so dass e’¢ anzeigt, dass ¢
gilt. Setze

= 4wy == Mondim.D(egnitm)n(v(syn)iim))]
Man wahle dann

e := A0fim.p(pniim) (e (pniim)iim)

Gelte dann ¢(n, i, m) und sei n € w minimal mit dieser Eigenschaft 8.
Dann gilt

—

D(egn'@im)n’ (v(syn)n/m) < (v(n' + 1n'm)

fiir n’ €n und

—

D(eon'Tm)n’ (v(syn)i'm) < o

fiir n’ = n. Nach n Iterationen ergibt sich:

pOim < n

Also gilt

eiim IF Inc€we(n,n,m)

1"Man kann durch Induktion iiber die Eigenschaft, eine primitiv-rekursive Formel zu sein,
zeigen: Ist ¢(7i, m) eine primitiv-rekursive Formel, so auch ¢(n’, m)) fiir alle n’ Permutationen
von 7.

18dies ist forderbar, da die Menge der n, die diese Eigenschaft erfiillen, eine abtrennbare
Teilmenge der natiirlichen Zahlen ist und jede bewohnte abtrennbare Teilmenge von w ein
kleinstes Element besitzt, wie man durch Induktion iiber den Zeugen fiir die Bewohntheit
direkt sieht.
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Dann ist dies also auch realisiert. Sei die Aussage umgekehrt realisiert
durch ein f€V, so gilt

f <{r|3(Ih,n) €wrh IF ¢(n, 7, m)}
Insbesondere

f<{glg < fA3Ihg <hAI(h,n)cwrhl- ¢(n,n,m)}
Also

f<{fIBf.n)earf - ¢(n, 7, m)}

Falls jede ein Element von V {iberdeckende Menge bewohnt wére, so wéren
wir fertig, denn r f iiberzeugt. Sonst wissen wir aber zumindest, dass diese
Menge nichtleer ist, also gilt

——3dn €wphi(n,n, m)

Falls Markovs Prinzip fiir primitiv-rekursive Relationen gilt, folgt daraus
das Gewdiinschte.

. Falls die Formel die Gestalt —¢ hat, so ist dies ein Sonderfall des {ibernéchs-

ten Falles.

. Falls die Formel die Gestalt ¢(7, m) A ¥ (7, m) hat, so wihlt man als e

einfach
e := A\Tw.p(egtw) (eyTw)

Wobei ey und ey, wie nach Induktionsvoraussetzung sind. Die Behauptung
ergibt sich direkt aus der Induktionsvoraussetzung.

. Angenommen es sei S = V U {e € S|e <1 }. Falls die Formel die Gestalt

o(1, m) — (i, m) hat, so wihlt man als e etwa
e := Atw. Azl (p(eyTw)x)

Wobei e, wie nach Induktionsvoraussetzung ist. Falls dann

und

g Ik ¢(7, m)

gelten und g €V, so ist dies realisiert und nach Induktionsvoraussetzung
gilt

eitm < eyfim IF (7, )
Im anderen Fall, wenn g <1 (), gilt auch

6@ < (Z) g [['(/)(57 m)]]
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6. Falls die Formel die Gestalt Vn € we(n, 7, m) hat'®, so wihlt man als e
etwa

e = AVW.AT.xey Uw

Wobei ey, wie nach Induktionsvoraussetzung ist.

Gilt dann fiir alle n € w die Formel ¢(n, 7, m), so also auch fiir alle (f, ) €@
mit f < n nach Induktionsvoraussetzung

eypnitm |- ¢(n, 7, m)

Also ist e wie gewiinscht. Ist umgekehrt die Formel realisiert, so ist fiir
alle ncew

I ¢(n, 7,1m)
und somit gilt die Formel nach Induktionsvoraussetzung auch in V.

Q.E.D.

Bemerkung 88. 1. Ein sofortiges Korollar ist: Falls jeder Realisierer aus
V stammt oder von der leeren Menge tiberdeckt wird, so ist M Py, absolut.

2. Applikative Topologien, die von applikativen Strukturen herrihren, haben
die geforderten Figenschaften, so dass bei ihnen jede ana-Formel absolut
ist. Dies verwenden McCarty und Rathjen [20], [22] um die Church’sche
These beziehungsweise eine Erweiterung davon in V(KI) zu realisieren.
Die FEigenschaft, dass ein Element aus V iberdeckende Mengen bewohnt
sind, haben zum Beispiel alle applikativen Topologien, die die Eigenschaft
aufweisen, die spiter als unzerlegbar definiert wird.

4.5 Mengenuniversen

Definition 89. FEin (Proto-)Mengenuniversum sei eine Klasse W zusam-
men mit einer zweistelligen Relation ¢ CW x W. Abbildungen zwischen Men-
genuniversen, die € erhalten, werden wie blich als Homomorphismen von Men-
genuniversen bezeichnet und Monomorphismus beziehungsweise Epimorphismus
genannt, wenn sie injektiv beziehungsweise surjektiv sind.

Mengenuniversen sind Strukturen, die Modelle von CZF sein kénnten. Ty-
pische Beispiele sind V und V(S) wobei Va,y €V (S).zey :—lF x€y.

Die Abbildung x — zV ist im allgemeinen kein Homomorphismus, da durch-
aus ein Element realisierterweise in z sein kann, ohne dass es gleich mit einem
Grund aus V darin liegt.

Proposition 90. F : x — ¥ ist Monomorphismus von V nach V(S).
BEWEIS. Sei z €y. Dann gilt
V > pke, IF 2 eyk
Damit ist F* Homomorphismus, und offensichtlicherweise Monomorphismus. Q.E.D.

Die Abbildung F' erhilt aber noch mehr Struktur:

19Wieder ist die Positionierung der Variablen ohne Einschrinkung.
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Theorem 91. FEs gilt fir x,ycV

x:y—>|}—xk:yk

rey — Ik akeyr

Und fallsVeeV.e<ip — 3fep NV gilt, so auch

r=y—IFzF=y*

rey «— I+ xkeyk

Sonst zumindest:

vAy— ok ak £yt

xé¢y— ﬁﬁll—xkgéyk

BEWEIS.

1. Die Aussage iiber € ist bereits gezeigt, und die iiber die Gleichheit ist

trivial nach Reflexivitat der Gleichheit.

. Zunichst soll dies fiir die Gleichheit induktiv gezeigt werden. Sei also
elF 2 C y*. Dann gilt

V(k,a*)ea® ek < {h|3(1h, 0%) € y* rh I a* = b*}
Nach Voraussetzung gibt es fiir alle a ein f €V, so dass fiir alle diese b
Vorflrad ="

Nach Induktionsvoraussetznung folgt daraus aber Gleichheit und es ist also
x C y. Damit ist die Aussage iiber = gezeigt, denn die andere Richtung O
verlduft analog.

Nun folgt schnell der &Fall, denn I zF € y* impliziert

3(k, 2Ky ea® IF 28 = 2F

. Durch Induktion iiber rk(x Uy) zeigt man: Die Aussagen
zF = yk — 1

werden fiir z # y nicht nicht realisiert von dem wegen dem {iiblichen Ar-
gument denotierenden

e := 1% = ow.p(v(r(wk))) (v(r(rwk)))]

Dann werden sie insbesondere iiberhaupt nicht nicht realisiert.

Dies zeigt man induktiv iiber rk(z Uy). Sei ¢ # y. Angenommen, f |-
2% = y* dann

V(k,a®) ez Ifk < {h|3(Ih,bF) €y® rh Ik a® = bF}
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Also

Vacxzlfk <{h|Fbcyrh - a® =b"}
Analog

Vbeyrfk < {h|3acxrhl- bk = a*}

Somit

ef D ple(r(ifk)))(e(r(rfk)))
Ap(ei)(ei')Vacx,bey.i < {hFd cxhlka® =b*} Ad' < {W |3 ey W IFb* = a'*}}
<fp(eh)(eh)Vacz, beyIa' €x, b/ €y.(hIF a® = b*) A (B IFb* = a’®)}

Jedes Element dieser Menge wird nicht nicht von ) iiberdeckt. Denn falls
-z C y, so sind nach Induktionsvoraussetzung diese h nicht nicht von der
leeren Menge iiberdeckt, da

VaczI' cya="0

= ——JacaV' cya #V

= ~—Jacaz VW eya#£b AW cyhl-a® =b*
= ——Jacz.——h <0

= -h <0

Analog wire fiir —y C x wieder h nicht nicht von der leeren Menge iiber-
deckt. Es gilt aber wegen x # y und also —(z C y Ay C ) Man wendet
nun folgendes herleitbares logisches Schema an

(mpo — =) — (2d1 — =) — =(do A ¢1) — ¢

um das Ergebnis zu erhalten.

Dieses Schema auch giiltig, denn man nehme die Aussagen auf der linken
Seite an und angenommen es wire —1p. Wire =g, so wire auch ——), das
kann also nicht sein. Somit ist = —¢y und analog ——¢1. Wire ¢g, so wiirde
wegen —(¢g A ¢1) folgen, dass ¢y, woraus ein Widerspruch folgen wiirde.
Also ist —¢g, was aber auch einen Widerspruch bedeutet. Damit ist das
Schema gezeigt.

Es fehlt noch die Aussage iiber € Sei dazu z ¢ y. Dann realisiert f :=
Az.e(rz) nicht nicht die Aussage z¥ €y* — 1. Denn wire

gl zFey®
also
g <{hllh 9k AP eyPralk 28 =47}

Dann werden fiir die e(rh) nach dem oben gezeigten nicht nicht von der
leeren Menge iiberdeckt, also auch g und alles ist gezeigt.
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Q.E.D.

Diese starke Absolutheitseigenschaft wird auch spéter noch grofle Bedeutung
erlangen. Unmittelbar folgt durch reine Logik:

Korollar 92. Fir x,yeV gilt
(k£ yh) - Ay
(et gyt - a iy

insbesondere
(Fat =) = o £y
(Fatey®) — e dy

und
x#y—lkat £y

xgéy—ﬁl—:ck%yk

BeweEIs. Fiir den dritten Fall muss man sich vergegenwértigen, dass e I+ L
negativ, das heifit dquivalent zu einer verneinten Formel ist, ndmlich

—-Ip C S —-edp

Damit ist auch e I 2 # y* negativ und die Aussage folgt direkt aus dem
Theorem. Ebenso fiir €. Q.E.D.



Kapitel 5

Verallgemeinerungen
bekannter
Modellkonstruktionen

5.1 Heyting-Algebra-bewertete Modelle

In [15] ist beschrieben, wie man in CZF mit einer formalen Topologie Modelle
erstellt!. In [14] sind Heyting-Algebra bewertete Modelle fiir IZF ausgefiihrt; in
diesem Kontext ist es nicht notig, formale Topologien zu verwenden, da in IZF
mit dem Potenzmengenaxiom und, in geringerem Mafle, mit voller Separation
die Mittel zur Verfligung stehen, mit Heyting-Algebren gut umgehen zu kénnen
(zum Beispiel sind mengenerzeugte Heyting-Algebren Mengen). Vorrangig an
CZF interessiert, folgen wir [15], dessen Definitionen wir in einer dquivalenten
Formulierung, die die hier angegebenen Modelle leichter als Verallgemeinerung
erkennbar machen, wiedergeben.

Im Gegensatz zu der hier vorgestellten Konstruktion geht Gambino von einer
allgemeinen (und nicht einer separierbaren) formalen Topologie aus. Er behaup-
tet und verwendet, dass die Klasse H(S) = {a C S|la = <k} dann eine Heyting-
Algebra darstellt, wobei insbesondere die Heyting-Operationen den folgenden
Gleichungen geniigen:

aVb= YaUb)

Vr==<Ur

Dass dies nicht der Fall (genauer: nicht herleitbar) ist, sieht man recht schnell.
Diese Behauptung wire ndamlich sogar dquivalent zu voller Separation.
BEWEIS. Es soll gezeigt werden, dass

{reAld(a)}

IDer enge Zusammenhang zwischen Heyting-Algebren und formalen Topologien rechtfertigt
die Bezeichnung Heyting-Algebra-bewertete Modelle, die historisch ist: die Heyting-Algebra
Modelle sind Verallgemeinerungen von Forcing mit Booleschen Algebren [8]. Im prédikativen
Zusammenhang ist die Verwendung von Heyting-Algebren wohl auch natiirlicher.

101
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eine Menge ist, wobei A und 1 beliebig. Betrachte die formale Topologie mit
S=AU{A},a<b—a=ba<p—acpVi(a)

Dies ist eine formale Topologie, zu bedenken ist nur das vierte Axiom, die an-
deren sind unmittelbar einzusehen (auch, dass es iiberhaupt eine Pomenge ist).
Sei also

a<p,q
Mithin
Y(a) Vaep,q

Im letzten Fall ist offenbar auch a € Sp N <¢, insbesondere wird a also davon
iiberdeckt. Im ersten Fall ist sowieso a <1 SpN <q.

Nach Gambinos Behauptung miisste also (\V{{4}}) \ {4} = ({A}) \ {4}
eine Menge sein. Dies ist aber ja gerade die zu Beginn betrachtete Klasse. Q.E.D.

Die Eigenschaft, dass H(S) eine Heyting-Algebra ist, ist fundamental wichtig
fiir alle folgenden Sétze, von der Proposition 3.2, die aussagt, dass der Wahr-
heitswert beschrankter Formeln eine Menge ist, bis zum Beweis des auch in
diesem Artikel zentralen Konsistenzsatzes. Dieser Beweis geht ohne diese Ei-
genschaft sogar fiir die grundlegendsten Axiome wie beschrinkte Aussonderung
oder sogar das Vereinigungsmengenaxiom (sogar binire Vereinigung) schief, von
den Kollektionsaxiomen ganz zu schweigen. Dies liegt zum guten Teil daran,
dass die Bewohner von V'(S) ja Mengen sein miissen, aber dennoch die Griinde,
warum ein Element in einer Menge liegt, unter < abgeschlossen sein miissen.

Beispiel 93. Man betrachte etwa die Topologie S = {+,—, T} mit x < y <
r=yVy =T undz<p < v€pV(x = TA+EpA—EDPAY) fiir irgendeine nicht
separierbare (also insbesondere nicht entscheidbare) Formel 1. Dies ist offenbar
eine formale Topologie.

Die Mengen (+,0) und (—,0) haben keine Vereinigungsmenge, denn da keine
Menge aufler der leeren realisierterweise leer ist, miisste diese

SH(+0), (= 0)})

sein — dies ist aber keine Menge, beziehungsweise umgekehrt: Wire dies stets
eine Menge, so wiirde volle Aussonderung gelten.

Die Eigenschaft, dass H(S) eine Heyting-Algebra ist, ist also sehr wichtig
und Topologien ohne sie haben fiir Modelle der Mengenlehre keinen momentan
erkennbaren Wert. Insofern ist die in dieser Arbeit getroffene Forderung, die To-
pologie miisse separabel sein, keine Einschriankung einer allgemeineren Theorie
von Gambino, sondern nur eine notwendige technische Korrektur.

Es werde also im Folgenden angenommen, dass Gambino in [15] die gleiche
Einschrankung getroffen habe, damit seine Konstruktion, die nun beschrieben
wird, sinnvoll ist.

Es sei V¥ induktiv definiert als die kleinste Klasse, die abgeschlossen ist
unter der Operation

Vf.3a C VS (f:a— H(S)) — feV®
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Dann werden rekursiv die Wahrheitswerte [¢]s von Formeln? auf eine dquiva-
lente Weise? wie in der folgenden Definition festgelegt.

Definition 94.

[a = b]s = Na@) = \/{b(y) A e = ylslyed™ [VIHzea  V]IA
A=) = \Ha) A e = ylslyea V]}eeb™ [V]}

[a€b]s := \/{b(z) A [a = 2] 5|z b [V]}
[L]s:=1

[¢ — ¥1s = [¢] - [¥]

[¢ A 9ls = [9 A [¥]

[¢v4ls = o]V [¥]

[Bz¢ls == \/{[¢]s|z€V ()}

Vz¢ls = N\{[elslzeV(S)}

Dabei seien die Heyting-Operationen fiir <t-abgeschlossene Teilklassen von
S auf die natiirliche Weise wie fiir Teilmengen definiert. Es war

L=\/0="9

Eine Formel gilt im Heyting-Algebra-bewerteten Modell, falls ihr Wahrheits-
wert gleich S ist?.

Nun soll gezeigt, werden, dass in einem solchen Modell genau die Sétze
gelten, die auch in V' (S) gelten.

Zuniichst sieht man, dass das Universum V' und V(S) auf natiirliche Weise
isomorph sind, ndmlich durch die induktiv definierte Abbildung

F(x) = {(e, F(y))le € z(y)}

von V¥ nach V(S). Man beachte, dass die Definition von V* impliziert, dass
Bilder unter F' tatséchlich in V' (S) liegen, denn erstens handelt es sich offen-
bar um Mengen, und zweitens sind die Griinde, warum ein Element in einer
Bildmenge liegen sollte, abgeschlossen unter <1, da die z(y) dies sind.

Damit ist nur noch zu zeigen:

Proposition 95. Fir alle Formeln ¢ gilt

(IF¢) < (I¢ls = 5)

2Im vorliegenden Artikel wird die Annahme, die Sprache enthalte Konstanten fiir jedes x €
V'S getroffen, was zwar wie frither ausgefiihrt unnétig, aber bei hinreichend groBer Metatheorie
(hier CZFg,_) nicht unnatiirlich ist.

3Gambino erleichtert seine spiteren Beweise, indem er beschriankte Quantoren als syntak-
tisch neue Objekte sieht und dafiir € nicht als logisches Zeichen verwendet, da x €y <« Iz €
yz=uzx.

4Gambino schreibt dafiir T.
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BEWEIS. Allgemein wird fiir e€ .S gezeigt, dass gilt

elF¢ —ecld]s

Dies geschieht durch Induktion iiber den Aufbau von ¢. Bedenkt man, dass stets
If =rf=f=pff gilt, sind die Schritte fiir die Junktoren und die Quantoren
allesamt trivial und benétigen meist nur die charakterisierende Eigenschaft der
jeweiligen Heyting-Operation (so wie: A gibt das Minimum zuriick), wobei man
beachte, dass a Vb := J(aUb) und \/ p := <Jp definiert sind. Nun also zu den
Induktionsanfingen:

1. elF L gilt genau dann, wenn e < @, also e € <.

2. elF a = b gilt genau dann, wenn
V(f,x)€alef<{h|A(h,y)€brhlkx =y}IAV(f,x)eblef<{h|I(lh,y)Earh -z =1y}

Dies ist aber unter Auflésung der Definitionen direkt dquivalent zu

e (Mo @) \V{b7' () — [e =yllyeb " [V} zealST}
und
A @) o™ (y) = 2 = ylyealS]}Hzeb™ [V]})
Dies zeigt (mit Nebeninduktion iiber z und y) das Gewiinschte.
3. elF aeb gilt genau dann, wenn
e < {h|3(lh,ad")eblrh - a=ad'}
Also nach Definitionen wenn
e < \/{b_l(x’) Az = 2']|2" €b][S]}
Dies ergibt mit Punkt 2 das Gewiinschte.

Q.E.D.

5.2 Realisierbarkeitsmodelle

Im Kapitel iber applikative Topologien wurde gezeigt, dass applikative Struktu-
ren auf natiirliche Weise zu einer starken applikativen Topologie fiithren, die fiir
ein Realisierbarkeitsmodell genutzt werden kann. Hier soll gezeigt werden, dass
dieses mit dem konstruierten Modell ausgehend von der applikativen Topologie
iibereinstimmt. Zuné#chst skizzieren wir die Methode der Realisierbarkeitsmo-
delle, wir orientieren uns dabei an [22], dessen Zugang fiir CZF eleganter als
McCartys Artikel [20], der fiir IZF entwickelt wurde, ist, behalten uns jedoch
kleine und offensichtlich dquivalente Anderungen vor, um den Zusammenhang
mit applikativen Topologien stédrker zu Tage treten zu lassen.

In dieser Arbeit wurde bei der Definition der applikativen Strukturen auf
eine geringe Anzahl an Axiomen Wert gelegt und es wurden Fallunterscheidun-
gen, Paare etc. definiert statt vorausgesetzt. Rathjen begeht den umgekehrten
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Weg, indem er in applikativen Strukturen Konstanten 0, sy, o'y, &, s,d’, o, po, p1
fiir die 0, eine Einbettung der natiirlichen Zahlen, die Nachfolgerfunktion, die
Vorgingerfunktion, &, s, Fallunterscheidung (nach 0 und 1 statt r und 1), Paa-
rung und die erste beziehungsweise zweite zugehorige Projektion mit den ent-
sprechenden natiirlichen Axiomen fordert. Statt p;a schreibt man oft a;. Sollte
eine Unterscheidung nétig sein, so werden diese Strukturen starke applikative
Strukturen genannt®.

Wir halten nun eine starke applikative Struktur A mit zugehoriger applika-
tiver Topologie S fest. Wieder wird zunéchst die Grundmenge des Modells und
danach eine Interpretation der Sétze geliefert.

Definition 96. Es sei fiir « € On induktiv definiert

V(A)g = Uﬁ@P(A x V(A)g)

Dann sei V(A) := OOEOnV(A)a'

Natiirlich ist dieses Universum iibereinstimmend mit V(.S), wenn man be-
denkt, dass die unter <1 abgeschlossen Teilmengen von S mit den beliebigen
Teilmengen von A {ibereinstimmen.

Induktiv definiert Rathjen die Realisierbarkeitsrelation IF, wobei er beschriank-
te Quantoren als syntaktisch unterschiedene Objekte ansieht:

Definition 97. 1. el L gdw L
2. elF acb gdw 3e.(eo,c)EbMer IF a=c
3. el a=0bgdwVf,d(f,d€a—eof IHdebA(f,d)Eb— erfIH d€a
4oelH AD gdweg H dAer IH o
5. elF ¢V gdw (eo =0 Aer IF )V (eo = 1 Aey IF )
6. el ¢ — b gdwVifIH ¢ — ef IF o
7. el- Ve cap(z) gdw ¥(f,c)€aef IH ¢(c)
8. el Fxeap(z) gdw Iep,c)€aer IH ¢(c)
9. elF Vag(z) gdw Ve € V(A) e IF ¢(c)

10. eV Jxg(x) gdw Ic € V(A) el ¢(c)
Wieder schreibt man I ¢ fir dec A el ¢.

Die Vorarbeit zur folgenden Proposition wurde bereits geleistet:

Proposition 98. (IF ¢) < (IF ¢)

5obwohl jede applikative Struktur auf angebbare Weise auch eine starke applikative Struk-
tur ist. Die Umkehrung, dass jede starke applikative Struktur eine applikative Struktur ist,
ist allerdings noch direkter.
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BeEwEIs. Es wird gezeigt, dass jede Formel ¢ nach beiden Definitionen von den
selben Elementen von A = S realisiert werden.

Man beachte, dass hier V. = A und < < € . Insbesondere, wenn e <
{h|3cH(h)}, so Ich(e) und es impliziert a < b, dass a = b gilt. Formt man
damit die geeigneten alternativen Definitionen der Realisierbarkeit der Zeichen
um, so erhilt man genau die Definitionen von Rathjen (fiir manche Versionen
war dies die Hauptmotivation) bis auf die leichten Unterschiede von 0,1 bzw.
Do, p1 statt 7, L.

Allerdings lassen sich diese in jeder Klausel ersetzen (fiir z € y und z = y
bendtigt man natiirlich noch eine Induktion iiber x und y):

1. Fiir =: Sei
Vi d.(f,d)€a—eof IF debA (f,d)eb—eifIFH dea
Dann gilt fiir ¢’ := (Av.p(pov)(p1v))e, dass le’ = eg und re’ = e, also
Vi, d.(f,dyea —le'fIF debA (f,d)eb—re fIF dea

Ist umgekehrt die obige Gleichung erfiillt, so gilt fiir e := (Av.p/(le)(re))e
aus analogen Griinden:

Vf,d.(f,d)€a— ey fIF debn (f,d)eb— el fIF dea
Damit ist Lemma 59 anwendbar.
2. Fire A und Jz€ap gilt:
eo IpAer g — 1(Av.p(pov)(p1v))e < p Ar(Av.p(pov)(piv))e < q

le<pAre<aq— (M.p'(le)(re))e)o < p A (Mv.p'(le)(re))e)r < g

Also kann man die Realisierer dieser Formeln mittels Elementen von V
aufeinander abbilden und das Lemma 59 liefert die gewiinschte Aussage.

Hierbei wurde natiirlich verwendet, dass die Realisierer einer Formel unter <
abgeschlossen sind. Q.E.D.

5.3 Unzerlegbare und unterscheidende applika-
tive Topologien

Es wurde gezeigt, dass Realisierbarkeitsmodelle Spezialfille der hier priasentier-
ten Modellkonstruktion sind. Eine applikative Topologie, die von einer applika-
tiven Struktur herriihrt, hat bestimmte Eigenschaften, und es ist interessant zu
erfahren, welche fiir Realisierbarkeitsmodelle bekannte Ergebnisse bereits aus
solchen Eigenschaften, die eben nicht nur applikative Topologien, die von appli-
kativen Strukturen abstammen, haben, folgen.
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5.3.1 Definition und Tatsachen
Definition 99. Fine schwache applikative Topologie S heifit unzerlegbar, wenn
gilt

VBYb.b<1B — dceBb<dc

Stiinde statt dem < ein =, so wiren unzerlegbare applikative Topologien
nicht viel anderes als applikative Strukturen, bei denen s und k zusammenfal-
len diirften. Es gibt aber dennoch unzerlegbare applikative Topologien, die in
keinem Sinne applikative Strukturen sind. Interessante Beispiele werden spéter
geliefert.

Proposition 100. Jede applikative Topologie, die von einer applikativen Struk-
tur herrihrt, ist unzerlegbar.

BEWEIS. Dies gilt stets, wenn € und < iibereinstimmen. Q.E.D.

Unzerlegbarkeit impliziert eine wichtige Eigenschaft:

Proposition 101. Jede unzerlegbare schwache applikative Topologie ist eine
starke applikative Topologie.

BEWEIS. Definiere

r(e) :={{fHfeSned f} ={{fHfeSnee “{f}}

Dies ist nach Replacement und beschriankter Kollektion eine Menge. Dann folgt
e<dp< Jger(e)gCp

Q.E.D.

Eine andere Eigenschaft, die von applikativen Strukturen herrithrende ap-
plikative Topologien aufweisen, ist die folgende:

Definition 102. Man sagt, eine applikative Topologie S unterscheide, wenn
gilt

Vee<t{l,r} - e<Ilvedr
Gilt sogar fiir alle abtrennbaren® N C w
Ve.e <{nlneN} — Incwen

so sagt man, sie unterscheide stark. Hierbei bedeutet V ezklusives oder, also
“oder, aber nicht beides*.

Dies ist eine Verstirkung der Forderung, dass s # k gelten miisse, wie
man sie bei applikativen Strukturen findet. Underscheidung ist eine partielle
Verstarkung von Unzerlegbarkeit in einem der wesentlichsten Félle: Falls ein
Element von {l,7} iiberdeckt wird, wird nicht nur gefordert, dass es auch von
einem der beiden, sondern dass es von genau einem der beiden iiberdeckt wird.
Niitzlich sind die folgenden Zusammenhénge:

balso Vn€wneNVn ¢ N
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Lemma 103. Fir eine applikative Topologie S gilt:
1. Fualls gilt
Ve.e <1{s,k} - e<sVe<k
so unterscheidet S.
2. Falls S unterscheidet und MP" gilt, so unterscheidet S stark.
3. Falls S stark unterscheidet, so unterscheidet S.
BEWEIS.

1. Angenommen, dies gilt und e <t {I,r}. Dann
desk < {k, s}
Also
desk < sV desk <k
Im ersten Fall folgt
e <1{h|(h <1V h <Qr)Adhsk < s}

Bei Elementen h dieser Menge tritt das zweite Disjunkt h <0 r aber nicht
ein, denn sonst wire dhsk < k, s. Also gilt

e<1{hlh i} - el

Und —e <9 r, sonst wire wieder desk < k, s. Analog folgt im zweiten Fall,
dass

edr,—e ]

2. S unterscheide. Sei fiir N C w abtrennbar und
e<d{nneN}
Es wird behauptet, dass gilt:
——IncwmeN Ae <n)

Denn angenommen dies wiirde fiir alle n € w nicht gelten. Seien dann die
Terme d—,, so, dass

depn < 1L,Ym#n depym < r

"Markovs Prinzip ist das Schema,
Ynewp(n) V —(é(n)) — -—In€wd(n) — Incwed(n)

Es hat eine berechenbarkeitstheoretische Rechtfertigung und wird in der rekursiven Mathe-
matik oft angenommen: Wenn man eine entscheidbare Eigenschaft von natiirlichen Zahlen
betrachtet und weif}; dass es klassisch gesehen einen Tréger gibt, so kann man ihn berech-
nen, indem man alle Zahlen durchtestet, was funktioniert, da die Eigenschaft entscheidbar ist.
Wegen der klassischen Information weifl man, dass das Programm abbrechen wird.
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Einen solchen Term erhélt man etwa durch geschickte Zusammensetzung
aus d<. Sei m € N. Wire nun d_,,e <[, so wére

e <{n|n € w}, {h|d=mnh <1}
Demnach hétte man
e< S{nln € w}n S{hldeph <1} = S{m}
Dem ist aber nicht so. Mithin ergibt sich
e<{n|n € w},{h|Vm e N d=,,h <r}

Demnach wird e auch von dem Schnitt der <-Abschliisse dieser beiden
Mengen iiberdeckt, der aber seinerseits von der leeren Menge iiberdeckt
wird. Dies ist aber mit der Unterscheidung unvereinbar. Also ist

——IncwmeN Ae In)

gezeigt und mit Markovs Prinzip folgt die gewiinschte Existenz. Denn fiir
alle necw gilt

(neNANe<n)V-(neNAe<dn)

Denn die Konjunktion von entscheidbaren Aussagen ist entscheidbar. Fiir
n € w ist n € N offenbar entscheidbar, und e < n ist auch entscheidbar,
denn dies gilt genau dann, wenn

d—pe <1

Dabei ist ,dann“ klar. ,, Wenn“ sieht man aber auch leicht, denn es folgte
{d=pm|m € N} <1

Also folgt N C {n} und damit e < n.

AuBlerdem kann man entscheiden, ob d—,e <1 gilt, denn
depe < {d=pm|m € N} < {r,1}

Da die Topologie unterscheidet, tritt genau einer der Fille < [ und < r
ein, insbesondere ist der Eintritt eines der Fille entscheidbar.

Die Eindeutigkeit ist klar, denn wére e < n,m, so wire d—e <[, r.
3. Dies zeigt man genauso wie Fall 1, nur mit de01 statt desk.

Q.E.D.

Unterscheidende oder unzerlegbare applikative Topologien haben einige in-
teressante FEigenschaften. Zum Beispiel zeigen sie ein Verhalten, dass von Reali-
sieren mit applikativen Strukturen her bekannt ist: Ndmlich den vollkommenen
Verlust der Information iiber Realisierer (dies entspricht dem konstruktiven In-
halt) bei der Verneinung.

Lemma 104. Ist S unzerlegbar oder unterscheidet S, so gilt f IF ~® genau
dann, wenn es kein e € S gibt, das ® realisiert.
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BewEIs. ,,Dann“ ist klar. Zu ,nur dann“ bemerkt man, dass in beiden Féllen
kein Element der applikativen Topologie von der leeren Menge iiberdeckt wird.
Wenn f also =® realisiert, ist fiir jeden Realisierer e I & das denotierende ef
ein Realisierer von | — davon gibt es jedoch keinen. Q.E.D.

Eine weitere interessante Eigenschaft dieser besonderen applikativen Topo-
logien findet man bei der Realisierung der Schemata der Unzerlegbarkeit und
dem stérkeren Schema der w-Unzerlegbarkeit:

UZ Va(op(z) V p(x)) — Vep(x) V Va(x) fiir alle Formeln ¢ und ¢
w-UZ VzIncwd(x,n) — In€wVrd(x,n) fir alle Formeln ¢

Die folgende Proposition ist nach Kenntnisstand des Autors auch fiir den
Spezialfall der Realisierbarkeitsmodelle eine Verallgemeinerung bisher getroffe-
ner Aussagen zu Realisierbarkeitstheorie:

Theorem 105. 1. Sei S unzerlegbar. Dann ist Unzerlegbarkeit und w-Unzer-
legbarkeit absolut. Auferdem ist das folgende Schema der Unabhdngigkeit
der Voraussetzung (Independance of Premises, IP) absolut:

(m¢ — Jz¢p) — (¢ — )
fiir geschlossene ¢.

2. S unterscheide. Dann realisiert S Unzerlegbarkeit und w-Unzerlegbarkeit
und sogar allgemein Unzerlegbarkeit in diskrete Mengen:

Va.(Vy,y' €ay =y Vy #y) — Vedycad(z,y) — Iy caVzd(z,y)
BEWEIS.

1. UZ Der Realisierer sei skk. Denn angenommen, fiir jedes z € V(.S) gelte

FIF ¢(z) V 1(z), also

VeeV(S)f < {h|(Ih SIAThIF ¢(z)) V (Ih Qv ArhIF ¥(z))}
Dann ist

VzeV(S).(If QLA I ¢(x) v (If <r Arf ik o(z))

Dies erfiillt nicht die formalen Anforderungen fiir die Anwendung von
UZ. Es gibt aber eine surjektive Abbildung F': V — V/(S5), definiert
durch

F(z) == S{(e,y)l(e;y) €x AyeV(S)})
Damit erhilt man
Vo.(lf <IArfIF¢(F(x) vV (If <rArfIFp(F(z)))
Nun wendet man UZ im Hintergrund an und erhélt dass
Va(lf SLATE I (F(2) vVa(lf <rArf ik o(F(z)))

Da F surjektiv ist, folgt daraus die Aussage fiir alle z €V (S).
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w-UZ Der Realisierer sei skk. Denn angenommen fiir alle €V (S) gelte

Alf,n)ew rf - ¢(z,n)

Dann gilt wegen w — UZ im Hintergrund, dass dieses [f < n stets
auf das selbe n deuten muss (wieder wird der selbe Trick mit der
Klassenfunktion F' angewandt).

IP Ein moglicher Realisierer wire wieder Azy.xk. Gelte namlich
elr —¢ — Jxp(x)

so bedeutet das, dass falls es keinen Realisierer von ¢ gibt, ef fiir alle
f ein Realisierer von Jx1)(z) ist, es also ein a gibt, so dass ¥(a) von
ef realisiert wird. Also Vf3aef I+ ¢(a). Wir haben

=(3f fIF ¢) — Ja (Azy.xk)e Ik Y(a)

IP im Hintergrund impliziert nun die Behauptung. Hier wurde das
vorige Lemma, dass Realisierer einer verneinten Aussage keinerlei
Information mehr enthalten, voll ausgenutzt.

2. Es muss nur die Aussage gezeigt werden, die offenbar die stérkste ist. Sei
also a€V(S) und

elbVy,y'cay=yVy#y

Sei auflerdem
fIFVz3y € ap(z,y)

Wir zeigen
(Azy.p(ly)(ey (ry) (x(ly)(ly))))ef

< p(Lf)(ep(rf)(e(lf)(Lf)))
IF JyeavVap(z,y)

Wobei ey |- ¢p(2) — z = 2" — ¢(2').
Der Grund, weswegen fir x € V(S) das y €a mit ¢ in a liegt, kann nicht
von x abhédngen. Es geniigt also zu zeigen:

(h,y)€a — (W ,y')ea—iIhh —ehh IFy=1y
In dieser Situation gilt unter Anwendung der Unterscheidung:
(I(ehh’) SUAT(ehh) IFy=4y")V (I(ehh') <r Ar(ehh) IFy # 1)

Wir zeigen, dass das zweite Disjunkt unméglich ist. Nach Unterscheidbar-
keit wire unter der Annahme, dass es zutriife, namlich auch —(I(eii) < 1),
also

r(eil) Dy #y

Damit wire nach Konsistenzsatz
r(eii) <0 < {r}, {l}

Also Widerspruch.

Q.E.D.
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5.3.2 Auswahlprinzipien

Das Auswahlaxiom der klassischen Mengenlehre impliziert das ausgeschlossene
Dritte (fiir beschrinkte Formeln) und ist allein schon deshalb fiir konstrukti-
ve Mengenlehren ungeeignet, ganz abgesehen davon, dass auch philosophische
Bedenken bestehen. Fiir viele Anwendungen geniigen jedoch schwichere Prin-
zipien, von denen hier drei bedeutende vorgestellt werden sollen.

AC“¥ ist ein auch in ZF (ohne AC) giiltiges Schema, das besagt, dass jede
totale Relation auf natiirlichen Zahlen eine Funktion enthélt. Dies geniigt etwa,
um zu zeigen, dass die Cauchy-reellen Zahlen und die Dedekind-reellen Zahlen
iibereinstimmen [1].

ACYY Vexewycwd(z,y) — If :w—w Vicwo(i, f(i))

Viel hiufiger, vor allem in der konstruktiven Analysis, verwendet man aller-
dings das stérkere Schema Dependant Choice, das erlaubt, w-viele Auswahlen
zu treffen, die auch von den vorhergehenden abhingen diirfen.

DC VaVzgcaVrcadycap(z,y) — If :w—z.f(0)=zAVnEwP(f(n), f(n+1))

Eine leichte Verallgemeinerung ist das relativierte DC, bei der die Zugehorig-
keit von x zu der Menge a durch die Zugehorigkeit zu einer beliebigen Klasse

{y|lv(y)} ersetzt wird:

RDC Vaoe{y[y(y)}.Vee{yl(y) 3y €{ylv(y) oz, y) — If:w—{yld(y)}
f(0) =z AVnewd(f(n), f(n+1))

Noch stérker (Beweise hiervon finden sich in [1]) ist Aczels Prisentationsaxi-
om [3], das seine Motivation aus der Interpretation der konstruktiven Mengen-
lehre in Martin-Lofscher Typentheorie bezieht. Dieses Axiom sagt aus, dass jede
Menge surjektives Bild einer Menge ist, auf der das Auswahlaxiom gilt (solche
Mengen nennt man Basen):

PA VaidB.3f :B—»aAVYr:B=C3f:B—-CfCr

Dieses letzte und stéirkste Axiom bleibt beim Ubergang von V nach V(S)
oft erhalten:

Theorem 106. Gelte PA und sei S unzerlegbar. Dann gilt |- PA.

Der folgende Beweis verallgemeinert den Absolutheitsbeweis aus [22] fiir Rea-
lisierbarkeit mit Kleenes erstem Modell. Dort geht ndmlich ganz wesentlich die
Voraussetzung ein, dass S = w, die hier nicht benétigt wird. Auch in [20] wird
diese Voraussetzung an wesentlicher Stelle verwendet, auflerdem wird dort sogar
AC im Hintergrund vorausgesetzt. Insofern ist dieses Resultat also selbst ein-
geschrankt auf von applikativen Strukturen herriihrende applikative Topologien
eine echte Verallgemeinerung der vorhandenen Ergebnisse.

BEweEIs. Mit Strong Collection ist die Eigenschaft von einem B, eine Basis zu
sein, dquivalent zu

Ve B3yp(x,y) — 3f : B— V VreB ¢(x, f(x))
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fiir beliebige Formeln ¢, denn mit Kollektion iiber

"/)(a’ b) =dyb= (CL, y) A (25(&, y)

kann man die y in der Rechtsprojektion der Kollektionsmenge sammeln und
o(x,y) ist dquivalent dazu, dass (x,y) in dieser Kollektionsmenge liegt.

Man zeigt also fiir ein beliebiges ¢: Fiir alle a € V(.S) gibt es ein B€ V(S) und
ein f € V(S) unabhiingig von ¢ (dies wére nicht unbedingt nétig), so dass die
folgenden Aussagen mit Realisierern unabhéngig von a (aber eventuell abhingig
von ¢) realisiert sind:

1. VbeB3cea (b,c) e f
2. Veeadbe B (b,c)e f
3. Vb, e,d. (be)ef AN, )ef—c=C

4. Vb € B3cp(b,c¢) — FfVbe BIc(p(b,c) A (b,c) € f) AVb e BVe,d((b,c) €
fAbd)ef—ec=C)

Die vierte Aussage impliziert das Gewiinschte.
Sei also a € V(S) gegeben. Sei nach PA f’ : B’ — a die Surjektion einer
Basis auf a. Sei nun

B* = {(e, (", a")|z € B, 3y f'(x) = (e,9)}

Dies ist nach dem vorgegangenen Abschnitt bijektives Bild von B’ und also
wieder Basis. Man definiere

B:=S(B*)eV(S)
f=5(e, (" u*), 2)lue B', f'(u) = (e,2)})
Nun sind die vier Aussagen zu zeigen.

1. Hierfiir ist Az.pze, ein Realisierer. Sei (e, (¢/, 2*)) € B, so gilt nach Unzer-
legbarkeit e < e’ und f'(x) = (¢/,y) mit (¢’,y) €a. Also

(e’, <<elk7 ‘rk>7y>) ef

2. Hierfiir ist Az.pxe, ein Realisierer. Sei (e,y) € a, dann ist dies Bild von
einem x € B’ unter f’. Es ist dann (e, (e*, 2*)) € B und (e, {{e*, 2*),y)) € f.

3. Hierfiir ist ein Realisierer Azy.e.(rz)(es(ry)). Seien b, ¢, € V(S). Sei

el (b,e)efne Ik (b,d)ef

Da ganz allgemein gilt
(hlk2eS8(2)) — h<{j|3(j,2")eZrjlk z = 2"}

folgt:
e<{jl3(5,2Yefrilk(be)=2}=:Q
e < {j|3(lj,2") e frilk(bd)=2"}=qQ

Insbesondere gilt

Azy.ei(rz)(es(ry))ef < ei(re)(rese’) I (b,c) = (b,c)



114KAPITEL 5. VERALLGEMEINERUNGEN BEKANNTER MODELLKONSTRUKTIONEN

4. Dies ist der aufwindigste der vier Teile. Sei
el VYbe B3cg(b, c)
Dies impliziert (und ist sogar dquivalent zu):
V(f, (f*,2") e B*Iuvjeudy e V(S).ef Sunjl- ¢((f*, a"),y)
Wegen Unzerlegbarkeit der schwachen applikativen Topologie folgt
V(£ (fF ") e B*Iy eV (S)ef IF ¢((f*,2"),y)

Da B* eine Basis ist, erhiilt man daraus eine Funktion F’ : B* — V(5)
mit

V(. () e Bref I o((f*,a%), F'(f,(f*,2")))

Man internalisiere diese Funktion zu
F* = {(fv (:r,y))|F’(f,:r) =Y (fvx)EB*}

F = S{(f (x,y)|F'(f,x) =y, (f,x)€B*})

Nun existiert offenbar fiir jedes (f’, (f*,2%)) € B ein (f, (f*,2*)) € B* mit
f' <9 f (wegen Unzerlegbarkeit), und fiir dieses gibt es ein y € V(S), so
dass

pfe, |- <<fk7xk>?y> er

und

ef IF o((f*, 2"),y)

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Funktionalitidt von F realisiert ist. Sei
dazu

fFIF(zy) € 1 (2,4 ) €F

Nach der vorherigen allgemeinen Aussage iiber die Realisierer der Zu-
gehorigkeit eines Elements zu einer Menge, die durch die z — S(x)-
Operation erhalten wurde, werden die f und f’ iiberdeckt von Elementen
— seien also o.E. solche Elemente — so dass es Elemente gibt, die das
folgende erfiillen:

(g, {{g",2"), F' (g, (g", ")) e F*Ar fIF (", a), F' (g, (g",2"))) = (z,y(Alf S g

(9" (g™ a™), F'(g' (g™ 2 ) e F*ArfIF {{g"), &, F'(g {g"",2"))) = (2,9/)ALf S g

Daraus kann man, unter Beachtung, dass in CZF zwei Paare beweisba-
rerweise nur dann gleich sein konnen, wenn auch die Komponenten gleich
sind, folgern, dass z* = 2/ und ¢* = ¢’*— nach den Eigenschaften der
*_Einbettung folgt also = 2’ und g = ¢’. Darum ist auch

F/(g7 <gkvxk>) = F/(g/’ <glk’x/k>)
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Q.E.D.

Gleiches gilt fiir DC und RDC:
Theorem 107. Sei S unzerlegbar.

1. Gilt DC, so gilt IF DC.

2. Gilt sogar RDC, so gilt IF RDC.

BEWEIS. Dieser Beweis orientiert sich eng an [22] und unterscheidet sich nur in
einigen leichten Vereinfachungen sowie dem Wechsel zu applikative Topologien
geschuldete Anderungen. Dort ist die Behauptung zwar nur fiir K1 formuliert,
der Beweis ldsst sich allerdings hier problemlos verallgemeinern.

1. Angenommen

el-Veeadycap(x,y)

dann folgt unter Beriicksichtigung der Unzerlegbarkeit
V(f,z)€ad(g, y)€allef) Sgnr(ef)IF é(z,y)

Dann gilt fiir alle (f/,2’) €a wegen DC im Hintergrund: Es gibt
Fy:w— S F:w—alS]

mit
vnewl(e(Fy(n)) < Fy(n +1) A r(e(Fo(n) IF 6(F1(n), Fy(n + 1))

und
Fo(0) = f', F1(0) = 2

Nun internalisiert man
F = S({(pnFo(n), [, Fy ()] In € w})

Man muss zeigen, dass es einen Realisierer gibt, den man erhélt, indem
man einen in V denotierenden Wert, der nur von ¢ abhingig sein darf,
auf e anwendet, und der realisiert:

F:w—aAVnewVz,ycan,z]eFAn+1y]leF — ¢(x,y)

Dies folgt wie in [22]. Da hier nicht mit Kl realisiert wird, ist nur nicht
ganz klar, ob es einen Term e€ 'V gibt, so dass gilt

VYnewVf,geSenf < fig

wobei f"g die n-fache Anwendung von f auf g sein soll. So einen Term
gibt es aber, ndmlich zum Beispiel

rfie [vo := Mzyz.d(lx)g(y(v(re)yz))]
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2. Den zweiten Teil erhélt man wie in [22] aus dem ersten, indem man RDC
auflost als DC plus das Schema

Va(o(x) — 3y-¢(y) Np(,y)) — 32.b € 2AVx € 2 3y € 2.9(y) Ap(z,y)

Dass dieses absolut ist, kann leicht gezeigt werden.

Q.E.D.

Das dritte betrachtete Auswahlprinzip zu realisieren benétigt nicht Unzer-
legbarkeit, sondern Unterscheidung. Dann wird es aber auch unabhéngig von
der Hintergrundtheorie realisiert. Fiir Realisierbarkeit mit applikativen Struk-
turen hat dies schon [20] gezeigt, dessen Beweis kann allerdings nicht einfach
iibernommen werden, da unterscheidende applikative Topologien dazu eine zu
deutliche Verallgemeinerung von applikativen Strukturen darstellen.

Theorem 108. S unterscheide. Dann ist AC** realisiert.

BEWEIS. Sei

el-Veewdycwd(z,y)
Dann gilt insbesondere

Vnew en < {h|3(lh,m)cwrh Ik ¢(f,m)}
Also

Vnewen < {h|Imecw.lh = m Arhl- ¢(n,m)}

Es folgt, da m aus [h wegen der Unterscheidung eindeutig bestimmt ist, dass
fir alle new gilt:

llen) < {h|F3mew.h =m Ar(en) - ¢(n,m)},
also gibt es stets ein m €w mit
llen) <m Ar(en) - ¢(n,m)

Man betrachte die Mengen

F:=S5(F")
Dann gilt

Az.p(l(ex))(p(pxe,)(r(ex))) IF Ynewamew(n,m) e F A ¢p(n,m)
Analog zu den vorhergehenden Beweisen von Funktionalitit gilt
I-Vn,m,m’'.(n,m)EF A (n,m')EF —m=m'

Q.E.D.



Kapitel 6

Konkrete Modelle

Die in dieser Arbeit vorgestellte Maschinerie ist sehr reichhaltig und erlaubt,
eine fast uniiberschaubare Vielfalt von Modellen zu konstruieren, insbesondere
Realisierbarkeitsmodelle und Heyting-Algebra-bewertete Modelle. Es gibt aber
auch Aussagen, deren Konsistenz man mit applikativen Topologien zeigen kann,
bei denen es sich um keines von beidem handelt, und bei denen es auch schwer
vorstellbar wire, dass man sie mit einer der beiden Spezialfillle zeigen konnte,
oder zumindest unklar, wie. Dies zeigt, dass die Verallgemeinerung mehr als nur
den #sthetischen Reiz hat, zwei bisher unvereinte Konzepte als Spezialfille des
Gleichen zu erkennen und daraus eine erhdhte Okonomie der Beweise moglich
zu machen, da man vieles nun nicht mehr doppelt beweisen muss. Hier werden
nur einige Beispiele gegeben, obwohl der Autor von der Existenz vieler weiterer
iiberzeugt ist.

Alle in diesem Kapitel getroffenen Aussagen iiber CZF lassen sich leicht auf
andere konstruktive Theorien wie IZF {ibertragen.

6.1 Das Halteproblem

Die Losbarkeit des Halteproblems sei die Aussage
Vecw.In,gewT (e,n,q) V ~3In,qgcwT (e, n,q),

wobei T' die primitiv-rekursive Formel ist, die genau dann gilt, wenn das Pro-
gramm mit Nummer e nach n Schritten das Ergebnis p liefert. Die Formel sagt
also aus: Jedes Programm hilt an oder nicht. Turing [28] bewies (im Wesentli-
chen) die Unlosbarkeit des Halteproblems in der rekursiven Mathematik. Sein
Beweis zeigt, dass sie der Chruchschen These (die dort wahr ist) widerspricht,
nach der es insbesondere zu jeder Aussage der Form Ve €we¢ V 9 eine rekursive
Funktion geben miisste, die zu jedem e ein Disjunktionsglied anzeigt, das fiir e
erfiillt ist.

In V(K1I), das in vielerlei Hinsicht als geeignetes Modell fiir rekursive Ma-
thematik oder die Mathematik der Schule der russischen Konstruktivisten um
Markov erscheint, gilt die Church’sche These [22], entsprechend ist dort das
Halteproblem unlosbar. In Modellen mit klassischer Logik ist die Losbarkeit des
Halteproblems natiirlich eine Trivialitdt. Unser Ziel ist es, ausgehend von Mo-
dellen, in denen das Halteproblem losbar ist, Zwischenstufen zu konstruieren,

117
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also Modelle, in denen das Halteproblem zwar nicht 16sbar ist, die Unlésbarkeit
des Halteproblems jedoch auch kein Satz ist und in denen gilt: Das Halteproblem
ist nicht unlésbar. Damit wére zum Beispiel gezeigt, dass die Nichtunltsbarkeit
des Halteproblems nicht seine Losbarkeit impliziert.

Man nehme also die Losbarkeit des Halteproblems im Hintergrund an. Sei
t:w—{0,1} x w X w so, dass

t(e) = (Lna Q) - T(evn; Q)at(e) = (Oa n,q) - —|E|7l/, quT(e, n/a Q)

Sei Kl[t] (lies: Kl adjungiert ¢) die applikative Struktur der Indizes der partiell
rekursiven Funktionen in ¢. Falls also S’ die kleinste Klasse partieller Funktionen
von endlichen Potenzen von w auf w ist, die ¢, die Nachfolgerfunktion, die Pro-
jektionen, die Nullfunktion und die Pseudovorgéngerfunktion « — maz (0,2 —1)
enthilt und abgeschlossen gegeniiber Komposition und Minimumsbildung? ist,
so enthélt KI[t] Indizes fiir alle Funktionen von S’, deren Definitionsbereiche
Teilmengen von w sind. Es handelt sich bekanntlich um aufzidhlbare Mengen,
seien also K[t] und w wie auf iibliche Weise identifiziert, so dass die Bezeichnung
e o f sinnvoll ist.
Sei S disjunkte Vereinigung von KI{[t] und K1 also etwa

S = {0} x KI[U{1} x KI

Die Verkniipfung o sei innerhalb von KI[t] bzw. K definiert wie in diesen bei-
den Strukturen. K1 ist offenbar auf natiirliche Weise eine Substruktur von KI[¢],
wird also mit o ein Element von K mit einem von K{[t] (in beliebiger Reihen-
folge) verkniipft, so soll dies gleich dem Ergebnis der Verkniipfung in K[¢] sein,
nachdem das Element von K! via einer (fest gewihlten) Einbettung von Kl
nach KI[t] geschickt wurde. Formal ausgedriickt: Sei F' : K — KI[t] Monomor-
phismus applikativer Strukturen fest gewahlt, so sei

) =Aetf

< co F(f)
,€e « F(e)o f

,e)o(l,f)=eof

Dabei bedeutet « wie iiblich: Ist eine Seite definiert, sind sie es beide und der
Wert stimmt tiberein.

Wiirde man jetzt s und k als s und k aus Kl[t]wédhlen, so wiirde man eine
applikative Struktur erhalten, mit der man wohl die Losbarkeit des Haltepro-
blems realisieren kénnte (und auch AC**, und DC oder sogar PA, falls diese
im Hintergrund gelten), aber nicht ein Modell konstruieren kénnte, das die dop-
pelte Verneinung, aber nicht die Losbarkeit des Halteproblems selbst realisiert.
Darum wihlt man s und k als die s und k von K, so dass die entstehende

Struktur sicherlich keine applikative mehr ist.
Man setzt e < f < e = fV F(f) = e. Man wihlt < minimal als

(0,€) (0
(1,e) 0 (0, f
(0,e)o (1, f
(1

edp dfepe< f

Als V wihlt man K1, also genauer {1} x KI.

Talso dem p-Operator: px.f(x) =y < f(y) =0AVY <y f(y') >0
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Man sieht schnell, dass dies eine (starke) applikative Topologie ergibt: Jedes
einzelne Axiom ist recht offensichtlich erfiillt. Auflerdem ist S unzerlegbar und
unterscheidet.

Proposition 109. Fir das durch S bestimmte Modell gilt
1. ¥Vecw.In,qgewT(e,n,q) vV -3In,gewT(e,n,q)
2. ¥ Veew.3In,qewT(e,n,q) vV -In,qew T(e,n,q)
3. IF -—Vecw.In,gew T(e,n,q) V -In,qgew T(e, n,q)
BEWEIS.

1. Angenommen, diese Formel wiirde durch f € V = KI realisiert. Nach
Anwendung der Unzerlegbarkeit und Unterscheidung erhélt man

Ve.(I(fe) <IN IF 3n,qewT(e,n,q))V(I(fe) S rAlk ~In,pewT(e,n,q))

Auf Grund der Absolutheitsresultate aus dem Abschnitt ,, Absolutheit in
den natiirlichen Zahlen“ (4.4.2) folgt: (Az.l(fx))e ist I, falls die partiell
rekursive Funktion mit Nummer e abbricht, und falls sie nicht abbricht,
so ist es r (denn dann ist das erste Disjunkt falsch). Da e € K liegen
wiirde, ist dies ein Widerspruch.

2. Dies folgt aus Punkt 3 und Konsistenz.

3. Dies wird etwa von k realisiert. Da es kein Element von S gibt, das von ()
iiberdeckt wird und kzxy |, ist die zu zeigende Aussage dquivalent zu

——JzeS.al-Vecw. In,gewT(e,n,q) V -3In,gcwT (e, n,q)

Es soll sogar gezeigt werden, dass es ein solches z € S gibt, es wird aller-
dings natiirlich nicht in K1 liegen kénnen, sondern Element von Kl[t] sein.
Sei ndmlich f so, dass

Ve.3n,qew T'(e,n, q) — fe < pl(pn(pg(ereng)))

Ve.—~In,qew T(e,n,q) — fe I prk

Dabei sei er ein Zeuge fiir die natiirliche Absolutheit von 7', die Existenz
eines solchen f ist klar nach Wahl von KI[t]2.

Sei nun (¢, €) € @, ohne Einschrinkung ¢’ = (0,¢), denn die einzige an-
dere Moglichkeit wire (1, ¢e), fiir die das Folgende erst recht zutrifft. Falls
T(e,n’,q') fiir passende n’ und ¢’ gilt, so folgt nach Obigem

felrIn,pewT(e,n,p)

Falls das Programm mit Nummer e aber nicht anhélt, so gibt es gar kein
gk 3n,pewT (e, n,p), nach Absolutheit. Also ist dann auch

felk =3n,pewT(e,n,p)

Wegen unserer Voraussetzung gibt es nur die beiden Félle, die Aussage ist
also bewiesen.

2Es ist zwar t ¢ KI[t], aber es sind natiirlich Funktionen in KI[t], die den einzelnen Kom-
ponenten von t entsprechen.
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Q.E.D.

Es wurde hier also ein Modell prisentiert, in dem weder gilt, dass das Halte-
problem l6sbar, noch, dass es unlosbar ist. Es gilt allerdings, dass es immerhin
nicht unl6sbar ist.

6.2 Doppelte Verneinungen

Die Moglichkeit, in Modellen aus applikativen Topologien die doppelte Vernei-
nung von Formeln zu realisieren, ohne die Formel selbst zu realisieren, indem
man nur Realisierer aus S\ V zulésst, ist natiirlich auch auf viele andere For-
meln auBler dem Halteproblem anwendbar. Mit Realisierbarkeitsmodellen aus
applikativen Strukturen ist dies aber nicht so einfach:

Bemerkung 110. Sei ZF konsistent. Stammt S von einer applikativen Struktur
und ist ¢ eine Formel mit

CZF HF ==,
so ist

CZF FK ¢

BEwEIs. Gilt die Voraussetzung, so ldsst sich die Behauptung erst recht aus
klassischer Mengenlehre ZF ableiten, dies ist aber dquivalent dazu, dass es nicht
keinen Realisierer von ¢ gibt, also ldsst sich dann in ZF ableiten, dass ¢ realisiert
ist. Also lasst sich aus CZF nicht das Gegenteil herleiten. Q.E.D.

In V(K1) ist das ausgeschlossene Dritte bekanntlich falsch, im Sinne, dass
es Formeln ¢(z) gibt mit I —~(Vz.¢(x) V =¢(z)). Denn es sind einige Sachen
realisiert, die dem ausgeschlossenen Dritten widersprechen, wie beispielsweise
die Existenz von

wo = {(k,n)|n€w},

realisierterweise einer Obermenge der natiirlichen Zahlen, so dass jede Funktion
von ihr nach w konstant ist [20]. Insofern ist also nicht nur das ausgeschlossene
Dritte nicht realisiert, sondern auch seine doppelte Verneinung nicht. In klassi-
schen Modellen gilt andererseits natiirlich sowohl das ausgeschlossene Dritte als
auch seine doppelte Verneinung. Unser Ziel ist es nun, ein Modell zu konstruie-
ren, in dem die doppelte Verneinung des ausgeschlossenen Dritten gilt, also fiir
alle Formeln

IFVz—=(d(x) V —¢(z))
aber nicht das ausgeschlossene Dritte selbst, also fiir mindestens eine Formel
WV (g(z) v —o(x))

Dazu gehen wir davon aus, dass in unserer Hintergrundtheorie die doppelte
Verneinung des ausgeschlossenen Dritten gilt. Wir wihlen S := KIU{w} mit
V = K. Es sei o auf Kl definiert wie iiblich, und

a=wVb=w—aob=w
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Auf Kl sei < als Gleichheit definiert, und w sei kleiner als alle Elemente von S.
Es sei definiert

r<dpe JyeEpr <y

Damit ist S unzerlegbar, unterscheidet aber nicht. Offensichtlich ist es eine
applikative Topologie. b IF —¢ ist dquivalent zu Ya€ S a ¥ ¢ bzw —-Ja € S a - ¢,
denn kein Element von S wird von der leeren Menge iiberdeckt.

S realisiert das ausgeschlossene Dritte nicht. Zum Beispiel realisiert es, dass
wo Obermenge der natiirlichen Zahlen ist, aber nicht, dass wy = @ gilt. Dennoch
ist auch

¥ Inewen ¢ w

Denn fiir jedes (e,7) € wg gibt es ja einen Realisierer, der zeigt, dass dieses
eine natiirliche Zahl ist (ndmlich n — diese Realisierer sind nur nicht aus den e
effektiv zu erhalten).

Allerdings realisiert S die doppelte Verneinung des ausgeschlossenen Dritten,
denn es gilt ja

——(wlk ¢ Vwk o)
Also
——w k(¢ V —¢)
Da w alles realisiert, was nur irgendwie realisiert wird, ist dies dquivalent zu
——JacSalk(¢V-9)
Nach dem Obigen ist dies aber dquivalent zu
~w I =(6V =),
also zu
—JaeSalk—(¢dV —¢)
und somit wieder zu

wlF==(¢ vV —¢)
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Kapitel 7

Konklusion

In dieser Arbeit wurde fiir eine Vielzahl konstruktiver oder intuitionistischer
Mengenlehren, insbesondere fiir die Standardsysteme CZF und IZF, eine Moglich-
keit vorgestellt, wie man die bekannten Modellkonstruktionen Realisierbarkeits-
modelle und Heyting-Algebra bewertete Modelle zu einer gemeinsamen Verall-
gemeinerung fithren kann. Beides sind wichtige Methoden, die schon vielfach die
Feststellung von beweistheoretischen und logischen Eigenschaften dieser Theori-
en ermdoglicht haben und verwendet wurden, um Konsistenzresultate zu erzielen
oder durch die Erforschung von natiirlichen Modellen (wie V(K1)) Inspiration
betreffend mathematischer Prinzipien zu erlangen.

Es wurde eine algebraische Struktur, von der dieses Modell der Mengenlehre
abhéingt, definiert und gezeigt, wie sie als Verallgemeinerung der zu den den
bereits vorhandenen Modellkonstruktionen zugeordneten Strukturen (Heyting-
Algebren beziehungsweise separierbaren formalen Topologien und applikativen
Strukturen) gesehen werden kann. Von ihr ausgehend konnte man ein Modell
der Mengenlehre definieren, so dass sich sowohl die Heyting-Algebra-bewertete
Konstruktion als auch die Realisierbarkeitsmodelle ergaben, wenn man die ent-
sprechende Struktur als zu Grunde liegende hernimmt.

Es ist stets befriedigend, zwei unterschiedliche mathematische Konzepte wie
diese beiden Modellkonstruktionen als Spezialfille einer einzigen zu Grunde lie-
genden Struktur zu erkennen, einerseits aus dsthetischem, andererseits aber auch
aus pragmatischem Anliegen. So wird etwa die Darstellung der Theorie der Mo-
delle konstruktiver Mengenlehre stark vereinfacht, da man viele Beweise nicht
mehr doppelt fiihren muss und oft treten tiefe Eigenschaften erst nach einer der-
artigen Abstraktion und Generalisierung wirklich an die sichtbare Oberfléche,
so dass man hoffen kann, auch iiber die Spezialfille fundamentalere Einsichten
ZUu gewinnen.

Es wurden die wesentlichen Eigenschaften der beiden Modellkonstruktio-
nen, wie der Konsistenzsatz oder die Eigenschaft, dass die Realisierer einer be-
schrinkten Formel eine Menge bilden, so mit einem einzigen Beweis, der fiir die
Verallgemeinerung gilt, nachgewiesen und dabei auch einige Resultate gezeigt,
die bisher nur fiir einen der beiden Spezialfiille bekannt waren, oder in manchen
Fillen nach Wissensstand des Autoren fiir keinen der beiden.

Héufig kann man nach einer solchen Generalisierung aber auch darauf hof-
fen, dass nicht nur die bereits bekannten Spezialfélle interessante Erkenntnisse
liefern, sondern auch die durch die Verallgemeinerung neu eréffneten Wege, die
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mit keinem der urspriinglich bekannten iibereinstimmen, es wert sind, began-
gen zu werden. Das letzte Kapitel sollte illustrieren, dass eine derartige Hoffnung
auch in diesem Fall nicht ganz unbegriindet ist. Auch dafiir lohnt es sich, Eigen-
schaften fiir alle Modelle aus applikativen Topologien und nicht nur fiir beide
Spezialfille herzuleiten.

Wie zu erwarten ist, wurden manche Eigenschaften eines der Spezialfille
nicht von allen Modellen aus applikativen Topologien geteilt, aber es wurde fiir
einige Eigenschaften gezeigt, dass sie doch fiir deutlich mehr als nur die bekann-
ten Spezialfiille gelten, so dass man sich ihrer fiir eine Reihe neuer Modelle auch
bedienen kann.

Eine weitere Beschéftigung mit dieser Modellkonstruktion bestiinde einer-
seits darin, weitere allgemeine Aussagen iiber die gebildeten Modelle zu finden,
und andererseits in der Suche nach weiteren konkreten Anwendungen, die im
letzten Kapitel nur angedeutet wurden. Aber es ist auch eine weitere Verallge-
meinerung denkbar, ndmlich dass man auf die Bedingung, dass der Tréger von
S eine Menge ist, verzichten konnte. So konnte man hoffen, die Verallgemeine-
rung etwa auf die in [23] verwendete Modellkonstruktion ausdehnen zu kénnen.
Die Ausdehnung der Methode auf Klassen S macht es iiberhaupt denkbar, eine
nichtgenerische Interpretation der Quantoren anzudenken. Dies wiirde allerdings
eine stirkere Struktur erfordern, so dass ein derartiges Vorgehen innerhalb des
Umfangs dieser Arbeit nur angedacht, nicht aber ausgefiihrt werden konnte.
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