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Inleiding

De recursietheorie houdt zich bezig met de studie van functies en relaties op de verzameling N der
natuurlijke getallen (d.w.z. f:NF — N en A C N¥) vanuit het standpunt van berekenbaarheid:
gegeven f : NF — N, of A C N*, is er een algoritme waarmee ik voor elke @i = (ni,...,n;) €
N¥ (i) kan berekenen, resp. bepalen of 7 € A?

Dit soort vragen zijn uiteraard pas voor wiskundige behandeling vatbaar als we aan het begrip
“algoritme” een precieze betekenis hebben gegeven. Voorlopig kun je denken aan: computerpro-
gramma. Maar het woord ‘computerprogramma’ veronderstelt een bepaalde programmeertaal,
zoals PASCAL, C++, Haskell. .. Wij zullen ons niet bezighouden met wat er in specifieke program-
meertalen te programmeren valt: het is de pretentie van de Recursietheorie, te bestuderen wat er
in welke programmeertaal dan ook te programmeren valt.

Een ander aspect van “programmeren” dat we buiten beschouwing zullen laten, is de vraag:
hoe efficiént werkt een gegeven algoritme? Dit is de vraag die centraal staat in het vak Complex-
iteitstheorie, dat bij Informatica wordt gegeven.

Nadat we hebben gedefinieerd wat we onder een (algoritmisch) berekenbare functie verstaan,
zullen we zien dat al deze functies in een definitieschema zijn onder te brengen, waarin het begrip
‘recursie’ een grote rol speelt.

Het begrip ‘berekenbaar’ kan ook gerelativeerd worden. De vraag kan dan luiden voor gegeven
functies f en ¢: kan ik een algoritme voor f geven in termen van de functiewaarden van g? Het
is dan, alsof we f kunnen berekenen mits een “orakel” ons vertelt wat g doet, en we noemen f
“berekenbaar in ¢g”. Dit gezichtspunt komt in dit college ook aan de orde (hoofdstuk 4).

De meest direkte toepassingen van de recursietheorie zijn van theoretische aard, zoals:

e Er is geen algoritme dat voor een willekeurig polynoom P(X7,..., X,) met coéfficiénten in
7 vaststelt of P een nulpunt heeft in Z";

e Er is geen algoritme dat voor willekeurige predicaatlogische formules ¢ vaststelt of ¢ te
bewijzen is in de predicatenlogica.

In dit college zal tevens de beroemde Ferste Onvolledigheidsstelling van Gédel aan de orde
komen, die grofweg zegt dat geen enkel redelijk overzichtelijk axiomasysteem in een taal die min-
stens optelling en vermenigvuldiging bevat, alle ware uitspraken over N kan bewijzen.

Systematisch nadenken over algoritmen stamt vooral uit de jaren ’30, als reactie op Godels
onvolledigheidsbewijs uit 1931. De belangrijkste namen zijn Alan Turing, Alonzo Church en
Stephen Cole Kleene. Alle drie bedachten ze een formalisering van het intuitieve begrip “algoritme”
en alle drie de formaliseringen zijn equivalent in de zin dat ze dezelfde klasse van algoritmisch
berekenbare functies definiéren. Wij bestuderen in deze syllabus een andere, ook equivalente,
benadering, die dichter bij het intuitief rekenen ligt: het concept “registermachine”.

Aanbevolen literatuur over recursietheorie: heét standaardwerk is nog altijd
H. Rogers, Theory of recursive functions and effective computability, McGraw-Hill 1967
hoewel vrij oud en niet altijd even prettig leesbaar.
Een moderner leerboek is:
P. Odifreddi, Classical Recursion Theory, North-Holland (Amsterdam) 1989,
helaas nogal duur.

Een erg aardig boek waarin het grootste deel van de stof van dit college wordt behandeld (hoewel
de nadruk op andere dingen ligt) en dat veel achtergrond geeft, met name voor hen die in logica
geinteresseerd zijn, is:

C. Smoryniski, Logical Number Theory I, An Introduction, Springer 1991 (Universitext)

Ook aan te bevelen (vooral voor onderwerpen in het verlengde van hoofdstukken 3 en 4 van dit
diktaat):



R.I. Soare, Recursively enumerable sets and degrees, Springer 1987
Een beknopt overzicht geeft
J.R. Shoenfield, Recursion Theory, Springer 1993 (Lecture Notes in Logic 1)

Afspraak. In dit dictaat beginnen de natuurlijke getallen bij 0: N ={0,1,2,...}

1 Berekenbare Functies

1.1 Registermachines

Wij denken aan een geidealiseerde “computer”, een registermachine, met een oneindig aantal
geheugenplaatsen, registers geheten, die elk een willekeurig groot natuurlijk getal kunnen bevatten.
De registers zijn genummerd Ry, ...
Programma’s voor de registermachine worden geschreven in een minuscule programmeertaal
met slechts twee soorten instructies (een programma is een genummerde lijst instructies):
r;r =7 wordt gelezen als: tel één op bij de inhoud van R; en
ga naar instructie j
r; = j,k wordt gelezen als: als de inhoud van R; groter is dan 0,
trek er één van af en ga naar instructie j;
anders, ga naar instructie k
Opmerkingen: het kan voorkomen dat de machine naar instructie k gestuurd wordt terwijl er geen
instructie k in het programma voorkomt; de machine stopt dan. We nemen aan dat de instructies
genummerd van 1 t/m k onder elkaar staan; k + 1 is dan de eerste niet-bestaande instructie en
kan dienst doen als stop-instructie.
Uiteraard zijn programma’s altijd eindig.

Voorbeelden

a) l:rf=2 telt één op bij de inhoud van R; en stopt dan

b) 1l:rf =1 blijft voortdurend één bij R; optellen

c¢) l:r;7 =1,2 register R; wordt “geleegd”

d) 1:r; =2,3 deinhoud van R; wordt overgebracht naar R;
2: T;r =1

e) 1l:r; =2,4 deinhoud van R; wordt tegelijkertijd naar R; en Ry
2: r;-r =3 overgeheveld
3: r,j =1

We nemen nu voorts aan, dat in de registermachine altijd slechts eindig veel registers een inhoud
groter dan 0 hebben. Omdat elk programma eindig is en dus maar eindig veel registers noemt
(aanroept), zijn er op ieder moment in een berekening slechts eindig veel registers bezet.

We kunnen nu een formele definitie geven van een berekening van de registermachine met
programma P:

Definitie 1.1 Als P een programma is, is een berekening van de registermachine met programma
P een eindige of oneindige rij geordende k + 1-tallen (k > 1) (n;,r%,...,7%) voor i > 1, zodat:

1. ny = 1
2. als n; = m, dan één van de volgende mogelijkheden:

e P heeft geen instructie m en (n;, ri,...,r:) is de laatste term van de rij (de rij is eindig);
e De m-de instructie van P is r;-r =1, <k nt1=1len
(TiJrl,...,T,iJrl) = (ri,...,ré +1,...,7%)



e De m-de instructie van P is r; = [,p,j <k en nu:

J
ri->0€n(ni+1,r1+,... iy = (Lt =1, rh), of
) =

J L)
z+1

Ti‘ (p,Ti,...,Ti)

_ i+1
i=0en (nip1,m",

Definitie 1.2 Zij F : A — N waar A C N*. We noemen F een partiéle functie en schrijven ook
wel F': N¥ —~ N. We noemen A het domein van F en schrijven A = dom(F).

F' heet registermachine berekenbaar of kortweg berekenbaar als er een registermachine pro-
gramma P is en een s > 1 zodat voor alle (my,...,my) € N¥ geldt: als (my,...,m;) € A dan is
er een eindige berekening

. K
(nia Tia cee )r;c-‘,-s)i:l
van de registermachine met programma P, zodat geldt:
. (r%,...,r,i_i_s) = (0,m1,...,mg,0,...,0)
° (r{(,...,r,ﬁis) = (F(my,...,mg),mi,...,mg,0,...,0)
Notatie. We schrijven berekeningen vaak z6 op:
a1 as---Qm
I P
by by« by,
waar ai,...,a,, de registerinhouden van de niet-lege registers zijn voor de berekening met pro-
gramma P, en by, ...,b, die erna. Een paar vaak gebruikte programma’s geven we een standaard-

aanduiding:

dat van voorbeeld c) van blz. 3 (R; legen) noemen we Lj;;

dat van voorbeeld d) van blz. 3 (R; in R; kopiéren) noemen we K ;;

dat van voorbeeld e) van blz. 3 (R; in R; en Ry kopiéren) noemen we K ; .

Samenstellen van programma’s

Als
a; ag - - - am b1b2bn
4P en 4 Q
b1 bs---by, C1 C2--Cp

berekeningen zijn, hebben we ook een berekening:

a1 ag - Qm
L PQ

C1 Co -+ Cp

waar P(Q het programma is dat ontstaat door @ achter P te zetten, de nummers van alle instructies
in @ met K te verhogen (waar K het hoogste instructienummer is dat in P voorkomt; dus bijv.
1 r;r = k wordt i+ K : r;r = k+ K), en indien nodig overal waar in P naar een instructienummer
> K verwezen wordt, van dit nummer K +1 te maken. In het vervolg zullen we dus samenstellingen
als

o

Q& OlE SIlE Yy
3 O

als één berekening beschouwen.



Propositie 1.3 Stel G1,...,G; : N¥ =~ N en F : N\ —~ N zijn berekenbare functies. Dan is ook
de compositie H, gedefinieerd door

H(7) = F(G1(7),...,Gi(T))
berekenbaar.
Bewijs. H is uiteraard een partiéle functie: het domein van H is
l
{# e NF[ & € () dom(Gi) A (Ga(E),...,Gi()) € dom(F)}
i=1

Het bewijs wordt gegeven door het volgende diagram, waarbij we aannemen dat de programma’s

Py, ..., P en @ resp. de functies Gi,...,G; en F berekenen op de manier als in definitie 1.2, en
dat N een getal is groter dan k en [ en groter dan elk registernummer dat voorkomt in Pj,..., P
of :

— 8
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Gi(Z) 20 G (Z)--- G_1(Z)

N[ [{1,N+l

070Gy (Z)---Gu(d)

I Ko Ntig1-- 'K§+1,N+l+k Kni12 KNti41
0GL(Z)---Gy(7) 0 &

I Q .
H(Gi(@), .., Gi(@)) Gr(@) - Gi(#) 07

Lo Liga K12 KNk ks
H(G1(Z),...,Gi(#) & 0

We kunnen in registermachineprogramma’s blokjes aantreffen van de vorm:

kE:r;, = k+1,1
E+1:7F = m

K2

waarvan de werking die is van gevalsonderscheiding: als R; leeg is, ga naar instructie [, en anders
naar instructie m. In onze diagrammen kunnen we dit weergeven door

¢

R, =07
Ja Nee

7\

waarbij we verschillende programma’s bij de twee pijlen Ja en Nee kunnen plaatsen.




Propositie 1.4 Stel G : N¥ —~ N berekenbaar en H : N¥t2 —~ N berekenbaar. Dan is ook de
functie F : NF*1 <~ N berekenbaar, die gedefinieerd is als volgt:

F(0,7) = G(7)
Fly+1,7) = H(y, F(y,7),7)
Opmerkingen: Ook F' is een partiéle functie; het domein van F' is
{(y,7) | 7 € dom(G) A Vw < y((w, F(w,7),) € dom(H))}

Ga zelf na dat dit een zinvolle definitie is.
F heet gedefinieerd uit G en H door middel van primitieve recursie.

Bewijs. Het zal je niet verbazen dat het diagram een ‘loop’ bevat:

0yz0 Hierbij zijn P en @ programma’s
U die resp. G en H berekenen.
0zZ0 yy De niet-benoemde pijlen staan
P voor evidente combinaties van
G(%) © Oyyz kopiéren en leeg maken, optellen
Il en aftrekken. In de toestand van

de machine juist voor de gevals-
onderscheiding staat y — c in het
i-de register

R; =07

Ja  Nee N
<N

Fe,@) cZ0 0cF(e,?)Z0y—cy®
STOP 4 Q .
Flc+1,%) ¢ F(c,Z) Z0y—cy T
lL —
Flc+1,Z)Zc0y—cy®

4
Fle+1,8)Zc+10y—(c+1)y @ 4//

Propositie 1.5 Laat H : N¥t1 ~ N een partiéle functie zijn met domein A C N1 Definieer
de partiéle functie F : N¥ —~ N als volgt: het domein van F is

{#eNF |3y e Nvw <y((w,%) € AANH(y, &) =0)}

en voor & in het domein van F is F(Z) de minimale zulke y.
Dan geldt: als H berekenbaar is, is F' het ook.

F heet gedefinieerd uit H door middel van minimalisatie.



Bewijs.

0z20 Ook hier is () een programma dat

U H berekent en hebben de niet-

0020 benoemde pijlen hun evidente
Q betekenis

EmE
—
\_O
o
o
8
=i}

R =07
Ja Nee
ci0 c?0
STOP “ q
Oc+1Z0
I Q

H(c+1,Z)c+1Z0

Proposities 1.3, 1.4 en 1.5 tonen aan dat zeer veel functies berekenbaar zijn.

Opgave 1. Schrijf registermachine-programma’s die de volgende functies berekenen:

i) F(z,y) = 2—y (het afgeknotte verschil van z en y: x—y is © — y als > y, en 0 anders)

) =

ii) F(z,y) =0 als z|y, 1 anders
i) F(r,y) = ggd(z,y)
iv) F(z,y) = rest van y bij deling door x
v) F(z,y) =y
vi) F(z,y) = a¥
vii ) F(xq,.. y=xz; (1<i<k)
viii ) F(21,...,25) = n (n vast)

Het is natuurlijk a priori niet gezegd dat alle partiéle functies N — N waarvoor men een algoritme
kan verzinnen, registermachine-berekenbaar zijn. De uitspraak dat dit wel zo is, staat bekend als
de These van Church. Tot op heden is niemand erin geslaagd een algoritme te geven voor een
niet-registermachine-berekenbare functie.

1.2 Primitief recursieve functies en relaties

Notatie van functies. In wiskundige teksten is het gebruikelijk om uitdrukkingen met variabelen
als x +y, 2%, rlog(y) etc. zowel te gebruiken als aanduiding van een (variabel) getal, als van de
functie van de erin voorkomende variabelen. In de recursietheorie, die voor een groot deel gaat
over manieren om functies te definiéren, is het van belang dit soort verschillende betekenissen ook
qua notatie uit elkaar te houden. We kunnen de uitdrukking z log(y) bijvoorbeeld opvatten:

e als getal



e als functie van (x,y), dus als functie: R? — R

e als functie van (y, z), dus als een andere functie: R? — R

e als functie van y (met variabele x, dus eigenlijk een serie functies: R — R)
e als functie van (z,v, 2), dus: R — R

Om dit te onderscheiden gebruiken we de zg. A-notatie: als & een rijtje variabelen x; - - - x is die
al of niet kunnen voorkomen in een uitdrukking G, stelt AZ.G de functie voor die aan het k-tal
ny - --ny de waarde G(ny,...,nx) toekent (de n; voor de z; in G substitueren). Met deze notatie
schrijven we de vijf bovenstaande gevallen z6 op: zlog(y), Azy.zlog(y), Ayx.zlog(y), Ay.xlog(y)
en \xyz.xlog(y).

Definitie 1.6 De klasse van primitief recursieve functies N¥ — N (voor wariabele k) wordt voort-
gebracht door de volgende clausules:

i) de nulfunctie N = Az.0 is primitief recursief;

)
ii) de opvolgerfunctie S = Ax.xz + 1 is primitief recursief;

iii) de projectiefuncties I¥ = Ay - - - xp.2; (voor 1 < i < k) zijn primitief recursief;

)
iv) Als Gi,...,G;: N¥ = Nen H: N — N primitief recursief zijn, dan is ook
M .H(G1(Z),...,G(¥)) primitief recursief;

Als G : NF — Nen H : N¥*2 — N primitief recursief zijn, dan ook de functie F gedefinieerd
uit G en H door middel van primitieve recursie:

<
~

F0,7) = G(@)
Fly+1,7) = H(y, F(y,7),%)

Opmerking: in clausule v) van definitie 1.6 sluiten we niet uit dat k = 0; we vatten de definitie
dan zo op, dat als H : N2 — N primitief recursief is en n € N, de functie F, gedefinieerd door

FO) = n
Fly+1) = H(y, F(y))

ook primitief recursief is.

Met een k-plaatsige relatie bedoelen we een deelverzameling van N¥. We hebben de volgende

. . . . - Is¥e A
conventie voor de karakteristieke functie x4 van een relatie A C NF . xa(Z) = { (1) :rf dﬁrg
Een relatie heet primitief recursief als zijn karakteristieke functie het is.

Opgave 2. Bewijs dat alle primitief recursieve functies berekenbaar zijn. (Hint: realiseer je wat
het betekent dat de klasse van primitief recursieve functies wordt voortgebracht door de clausules
in definitie 1.6, en gebruik proposities 1.3 en 1.4)

Voorbeelden van primitief recursieve functies. De volgende afleidingen laten van een paar
eenvoudige functies zien dat ze primitief recursief zijn:

a) Axy.x+ywant 0+y =y =I(y), en
(z+1)+y=Sx+y)=SI3(z,x+y,y)), dus gedefinieerd met primitieve recursie uit I}
en de compositie van S en II3;

b) Azy.xy want Oy = 0= N(y), en
(x4 1)y =2y +y=Dzyz+y) 3 (z,2y,y),113(z, vy, y)), dus gedefinieerd met primitieve
recursie uit IV en compositie van Azy.x + y met projecties;



¢) Az.pd(z) waar pd(x) = z—1 want pd(0) = 0, en
pd(z +1) = z = I} (z, pd(x))

Opgave 3. Bewijs dat de volgende functies primitief recursief zijn:
i) Azy.a?
i) Azy.z—y

iii) Azy.min(z,y)

' 1 alsz>0

iv) sg, waar sg(z) = 0 anders
B o 0 alsz>0

v) Sg, waar Sg(z) = 1 anders

vi) Azy.|z —yl

vii) Az.n voor vaste n

viii) Az.z!

ix) Azy.rm(z,y) waar rm(z,y) = 0 als y = 0, en de rest van z bij deling door y, anders.

Opgave 4. Bewijs dat de volgende relaties primitief recursief zijn:
) A@y)le=y}

i) {(z,y) [z <y}

i) {(z,y) | zly}

iii)
iv) {x |« is een priemgetal}

iv
Opgave 5. Laat zien dat de functie C' primitief recursief is, waar

x alsz=0
y anders

Clena) = {
Propositie 1.7

a) Als F: NF1U N primitief recursief is, dan zijn de functies

iz Y, . F(#,y)
iz 1. F(#y)
Mz (uy < z.F(Z,y) =0)

het ook (de laatste functie heet gedefinicerd wit F' met begrensde minimalisatie, en geeft de
kleinste y < z waarvoor F(Z,y) = 0; als zo'n y < z niet bestaat, geeft hij z);

b) Als A en B k-plaatsige primitief recursieve relaties zijn, dan zijn ANB, AUB, A\ B en
NF\ A het ook;

c) Als A een k + 1-plaatsige primitief recursieve relatie is, dan zijn ook de relaties
{(Z,2) | Jy < 2(Z,y) € A} en {(Z,2) | Vy < 2(Z,y) € A} primitief recursief.

Bewijs.



en
en

Zy<z+1 F(fa y) Zy<z (fv
[Iycopr F(@y) = (Hy<z (

b) xanB = Ax.sg(xa(z) + xB())
xauB = Ar.xa(x)xB(T)

Opgave 6. Maak de rest van het bewijs af [ |

Propositie 1.8 Als G1, G2 en H n-plaatsige primitief recursieve functies zijn, dan ook de functie

F gedefinieerd door
o | Gi(&) als HZ) =0
F(#) = { Go(Z) anders

Bewijs. Immers, F(%) = C(G1(%), Go(Z), H(%)), waar C de functie is uit opgave 5, blz. 9. B

Opgave 7. Laat pg,pi1,... de rij priemgetallen zijn: 2,3,5,... Laat zien dat de functie An.p,
primitief recursief is.

Het is gemakkelijk te zien dat alle primitief recursieve functies totaal zijn, dat wil zeggen het
domein van een k-plaatsige primitief recursieve functie is de hele N*. Dus niet elke berekenbare
functie is primitief recursief. De vraag ligt nu voor de hand: is misschien elke totale berekenbare
functie primitief recursief? We zullen in de volgende paragraaf zien, dat het antwoord op deze
vraag nee luidt.

1.3 Codering van paren en rijtjes; alternatieve vormen van recursie;
totale berekenbare functies die niet primitief recursief zijn

In het vervolg willen we allerlei objecten, zoals programma’s, berekeningen enz., opvatten als
natuurlijke getallen. Bovendien willen we ons ervan verzekeren dat diverse operaties die op deze
objecten kunnen worden toegepast, “primitief recursief” zijn als we ze als getallen opvatten.

We zullen dus rijtjes getallen moeten coderen als één getal, en laten zien dat allerlei belangrijke
operaties op rijtjes, zoals: de lengte van een rijtje nemen, de i-de term bepalen, rijtjes achter elkaar
zetten, primitief recursief zijn in de codes. Dit wordt hieronder uitgevoerd.

Er zijn vele bijecties: NxN — N. Zo’n bijectie noemen we een paringsfunctie: als f : NxN—-N
bijectief is, zeggen we dat f(x,y) het paar (x,y) codeert. Een voorbeeld van zo’'n f is de primitief
recursieve functie Azy.2%(2y + 1) — 1.

Opgave 8. Laat f(z,y) = 2%(2y + 1) — 1. Bewijs dat de functies k; : N— Nen ky: N — N die
voldoen aan f(ki(x), k2(xz)) = x, primitief recursief zijn.

Een eenvoudiger paringsfunctie wordt gegeven door de “diagonale aftelling” van N x N:
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Dus j(0,0) = 0, §(0,1) =1, j(1,0) = 2, j(0,2) = 3 enz. Er geldt:
jn,m)=#{(k, 1) eNxN|k+i<n+m V(k+l=n+m A k<n)}

oftewel
(n+m)?+3n+m

2

De functie j wordt dus gegeven door een polynoom van de graad 2. Er is overigens een stelling

(de stelling van Fueter-Pdlya, zie het boek van Smoryriski) die zegt dat j en zijn ‘twist’ d.w.z. de

functie Anm.j(m,n) de enige tweedegraads polynomen zijn die een bijectie: N x N — N induceren.
Het is handig dat « < j(z,y) en y < j(z,y), zodat als we definiéren:

j(n,m):%(n+m)(n+m+1)+n:

J1(z) = px < 2.[Jy < z.j(z,y) = 2]
ja(2) = py < z.[Fx < z.j(w,y) = 2]
dan geldt j(ji (2), ja(2)) = =
Opgave 9. Bewijs dit en bewijs dat j; en js primitief recursief zijn.
Opgave 10. (Simultane recursie) Stel dat G, Go : N* — N en Hy, Hy : N**3 — N primitief

recursief zijn. Definieer de functies F; en F : NF+1 5 N ‘simultaan’ door het volgende schema:

Fl(oaf) = Gl(f) Fl(y'i_laf) = Hl(yaFl(y7f)aF2(yaf)af)
F(0,7) = Ga(¥) Ia(y+1,7) = Ha(y, Fi(y, @), Fa(y, ©), T)

Ga na dat Fy en Fy goed gedefinieerd zijn, en gebruik de paringsfunctie j en zijn projecties j; en

jo2 om te laten zien dat Fy en Fy primitief recursief zijn.

Nu zijn er in het algemeen n-de graads polynomen P die bijecties N” — N geven, maar wij
gebruiken polynomen van hogere graad:

Definitie 1.9 De bijecties ;7 : N — N voor m > 1 zijn gedefinieerd door:

41 is de identitieke functie

.m+1($1;---;$max’m+1) :j(jm(‘rla-"awm)axmﬁ-l)

J

We hebben dan ook projectiefuncties j7* : N — N voor 1 < < m, die voldoen aan

J"G (), dm (2) = 2

voor alle z € N, gegeven door:

jiz) = 2
m41 iM(Gi(z)) alsl1<i<m
i) = . .~
jo(z) alsi=m+1
Opgave 11. Bewijs:
1) Jln(Jm(-Tlaaxm)):(EZ voor 1 <7< m;en

m

ii) de functies j™ en j™ zijn primitief recursief.

Uit de manier waarop de functies j;" met elkaar samenhangen, lijkt het vermoeden gewettigd dat
er ook een primitief recursief verband is als we m en i eveneens als variabelen opvatten.
Preciezer geformuleerd:

Propositie 1.10 De functie F, gedefinieerd door

0 alsy=0ofy>c
Jy(2) anders

Fran-{

is primitief recursief.
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Bewijs. Merk eerst op dat de functie G(w, z) = (j1)“(z) (de w-de geitereerde van j;) primitief
recursief is: want G(0,z2) = z en G(w + 1,2) = j1(G(w, z)). Nu is

0 alsy=0ofy>=x
F(z,y,z) = Gx—1,2) alsy=1
J2(G(z —y,2)) alsy>1

Dus F' is gedefinieerd uit de primitief recursieve functie G door middel van een (herhaalde) ge-
valsonderscheiding. [ |

Opgave 12. Werk dit bewijs uit; d.w.z. laat zien dat de in het bewijs gegeven definitie van F
correct is, en dat uit deze definitie volgt dat F' primitief recursief is.

De functies 7™ en hun projecties j;" gaven primitief recursieve bijecties: N — N. Met behulp van
propositie 1.10 kunnen we nu een “primitief recursieve” bijectie: |J,,~oN™ — N definiéren (het
“primitief recursieve” staat tussen aanhalingstekens omdat dit een functie met een variabel aantal
argumenten is; voor zulke functies is het begrip primitief recursief natuurlijk niet gedefinieerd).

Een element van N™ voor m > 1 is een geordend m-tal of rijtje (x1,...,x,,) elementen van
N; het enige element van N is het lege rijtje (-). Het resultaat van de (te definiéren) functie
Um0 N™ — N op een rijtje (z1,...,xn) of (-) noteren we als (z1,...,zp) of () en noemen we de

code van het rijtje.

Definitie 1.11

() =

(oy -y Tm—1) = Jm—1,7"(x0,...,Zm-1))+1alsm>0
Opgave 13. Laat zien voor elke y € N: y = 0 of er is een unieke m > 0 en unieke (xg,...,Tm—_1)
zodat y = (zg, ..., Tm—1).

Opmerking. Bij het coderen van rijtjes zijn we begonnen om rijtjes vanaf 0 te indiceren; dit is
gebruikelijk in de recursietheorie en ook consistent met de afspraak, de natuurlijke getallen met 0
te laten beginnen.

We hebben nu een paar primitief recursieve functies nodig om effectief te kunnen manipuleren
met codes van rijtjes.

Definitie 1.12 De functie lh(x) geeft ons de lengte van het rijtje dat code z heeft, en is gedefini-

eerd als volgt:
0 alsz=0
1h(z>{j1(ac—1)+1 als z >0

De functies (z); geven ons het i-de element van het rijtje dat code z heeft (vanaf 0 tellen), voor
0 <i < lh(zx), en 0 anders, en zijn gedefinieerd als

(z); = G oz —1)) alsz>0en 0<i < Ih(z)
! 0 anders

Opgave 14. Laat zien dat de functies Az.lh(z) en Azi.(x); primitief recursief zijn;
Laat zien dat ({zg,...,Zm-1)); = z; en dat (()); = 0;
Laat zien dat voor alle 2: = 0 of x = ((x)o, ..., (¥)in(z)—1)-

De concatenatiefunctie geeft voor twee codes van rijtjes x en y de code van het rijtje dat ontstaat
door de rijtjes gecodeerd door x en y achter elkaar te zetten, en wordt genoteerd met x x y. Dus:

O*xy =y

z*x() = =z
((®)o, -+ (@)m@)=1) * {Wos - - Wn)-1) = (@0, (@)m@)=1> Wos -+ » Wmy)—1)
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Opgave 15. Laat zien dat Azy.z x y primitief recursief is, door een definitie te geven. (Hint: je
kunt eerst een primitief recursieve functie Azy.x o y definiéren, zodat:
xoy=uxx*(y)
Definieer dan, met primitieve recursie, een functie F'(x,y,w) door
F(z,y,0) = =
Flzyw+1l) = Fz,y,w)o y)w
Zet vervolgens x xy = F(z,y,1h(y)). )

Recursie naar waardenverloop (Engels: Course-of-values recursion) Het primitief recursieve
schema F(y + 1,%) = H(y, F(y, %), ¥) stelt ons in staat de waarde van F(y + 1, %) te definiéren
direct in termen van F(y, Z). Recursie naar waardenverloop is een schema dat F(y+1, Z) definieert
in termen van alle voorgaande waarden F(0, ), ..., F(y,Z).

Definitie 1.13 Laten G : N¥* — Nen H : N¥2 — N totale functies zijn. De functie F': N¥+1 —
N, gedefinieerd door de clausules

F0,7) = G )
F(yj'laf) = H(yaF(yaf)af)
(waar F(y, ) = jYTY(F(0,7),...,F(y,T))

heet gedefinieerd uit G en H door middel van recursie naar waardenverloop.

Propositie 1.14 Stel G : N¥ — N en H : N2 — N zijn primitief recursieve functies en
F : N1 N is uit G en H gedefinieerd met recursie naar waardenverloop. Dan is ook F
primitief recursief.

Bewijs. Definieer de functie F’ door:

Fl(0,7) = G(@)
Flly+1,7) = j(F'(y,%),H(y, F'(y,7), 7))

Dan is de functie F’ duidelijk primitief recursief. Nu volgt met inductie naar y dat F'(y,7) =
F(y,): 5

F'(0,%) = G(Z) = j(G(7)) = j*(F(0,%)) = F(0,7)

F'(y+1,%) = j(F'(y, %), H(y, F'(y, %), 7)) =

(wegens inductiehypothese, twee keer gebruikt)

=j(VTH(F(0,2),...,F(y,7)), F(y +1,7)) =

= j¥T2(F(0,%),...,F(y+1,2)).

) o GZ) alsy=0
Er volgt: F(y,Z) = { i(F(y, 7)) anders
dus F(y, %) = C(G(Z), j2(F'(y,T)),y) waar C' de functie is uit opgave 5, pagina 9. [ |

In plaats van alleen F(w,Z) voor w < y te gebruiken (voor de definitie van F'(y + 1, %)), zouden
we er ook aan kunnen denken toe te staan alle waarden F (w,f’ ) te gebruiken; dit zou goed
gedefinieerd moeten zijn want per inductie hebben we voor alle w < y de functies F, = AZ.F (w, Z)
al gedefinieerd als we met Fy;; bezig zijn. Dat dit inderdaad kan, wordt getoond in de volgende
opgave:

Opgave 16. Stel K : N - N, G : N**! — Nen H : N¥*3 — N zijn totale functies. Definieer F
door:
FO,7.2) = Gy x)

Neem aan dat G, H en K primitief recursief zijn.
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a) Bewijs direkt, met behulp van de paringsfunctie j en een aanpassing van de methode van
het bewijs van propositie 1.14: als Vz (K (z) < z) dan is ook F' primitief recursief.

b) Definieer een nieuwe functie F’ door:

F(0,m,g,x) = G(F K™ (x)) .
F'(n+1,mg.e) = HnF'(nmgz)5 K" " ()

Bewijs: als n < m dan VE[F'(n,m + k, ¥, x) = F'(n,m, i, K*(x))]

¢) Bewijs met inductie: F(z,¥,2) = F'(z, 2, ¥, z) en concludeer dat F' primitief recursief is, ook
zonder de aanname dat K (z) < x.

Dubbele recursie. Heel anders wordt de zaak, als in de definitie van F'(y + 1, %), F, toegepast
wordt op een argument waarin reeds bekende waarden van Fy; mogen voorkomen. We spreken
dan van dubbele recursie. We behandelen een eenvoudige versie, met een beperkt aantal variabelen.

Definitie 1.15 Laten G : N - N, H : N> = NJK: N* = N, J: N—- N, enL: N> - N
functies zijn; de functie F' heet hieruit gedefinieerd met dubbele recursie als

F(0,2) = G(z2)
Fly+1,0) = H(y, F(y,J(y)))
Fly+1,z41) = K(y,z,Fly+1,2),F(y,L(y,z, F(y+ 1, 2))))

Propositie 1.16 Als G, H, K, J en L primitief recursief zijn en F met dubbele recursie gede-
finieerd is als in definitie 1.15 dan zijn alle functies F, = \z.F(y, z) primitief recursief, maar F
zelf hoeft niet primitief recursief te zign.

Bewijs. Dat alle F}, primitief recursief zijn volgt uit de definitie. We geven een voorbeeld van een
niet-primitief recursieve functie die gedefinieerd kan worden door middel van een soort dubbele
recursie. Het idee is om alle definities van primitief recursieve functies: N — N te coderen als
getallen; dit gaat als volgt:

e Basisfuncties zijn de functies Az.0, Az.x + 1 en j™, die respectievelijk codes (0), (1) en
(2,4, m) krijgen;

e als H,Gy,...,Gy, codes n,mq,...,m, hebben en F' is gedefinieerd door
F(z) = H(j*(G1(2), . .., Gp(x)))
dan heeft F' code (3,n,mq,...,my);

e als H en G codes n en m hebben en F' is gedefinieerd door

F(j(x,0))
F(j(z,y+1))

dan heeft F' code (4,n,m).

G(z
H(j%(x, F(j(2,9)),y))

Ga na, dat iedere éénplaatsige primitief recursieve functie een definitie heeft volgens bovenstaande
clausules, en dat dus aan iedere primitief recursieve functie minstens één code wordt toegekend (in
feite meer dan één, want de code werkt op de definitie van F', en er kunnen verschillende definities
mogelijk zijn).

De volgende stap in het bewijs is nu, een functie Val te definiéren, in feite met een dubbele
recursie naar waardenverloop, van twee variabelen k en n, zédat, als k een definitie van de primitief
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recursieve functie F' codeert, Val(k,n) = F(n). Dit gaat als volgt:

0 alsk=(0)
x+1 alsk={(1)
JM(x) als k= (2,i,m)
Val(n, j?(Val(mi, z), ..., Val(m,,z))) als
k= (3,nmi,...,my)
Val(m, j1(z)) als
k= {4,n,m)en ja(x) =0
Val(n, j°(j1(2), Val(k, j(j1 (), j2(z) — 1)), j2(z) — 1)) als
k= {(4,n,m) en ja(x) >0
0 anders

Val(k, z) =

Merk op dat Val(k, z) gedefinieerd wordt in termen van Val(n,y) met n < k of n = k Ay < x; dus
dit is wel een goed gedefinieerde recursie.

De apotheose van het bewijs is een voorbeeld van diagonalisatie, een redenering a la Cantors bewijs
van de overaftelbaarheid van R, en een techniek die we nog veel vaker zullen tegenkomen. Stel
dat de functie Val primitief recursief is. Dan is ook de functie Az.Val(x, x) 4+ 1 primitief recursief;
deze functie heeft dan een primitief recursieve definitie gecodeerd door een getal k.

Maar dan geldt per definitie Val(k, k) = Val(k, k) 4+ 1; een tegenspraak is bereikt. [ |

Vergelijken we het schema van dubbele recursie met dat van primitieve recursie, dan zien we
dat in de primitief recursieve definitie F'(y + 1,z) = H(y, F(y,z), z) de functie F,, = \z.F(y, x)
wordt toegepast op het argument x, terwijl in het dubbele recursieschema F, wordt toegepast
op een argument dat zelf weer een waarde van Fy,; bevat. Dit maakt het mogelijk dat functies
gedefinieerd met dubbele recursie zeer hard “groeien”. Het eerste voorbeeld van een niet-primitief
recursieve functie, gedefinieerd met dubbele recursie uit primitief recursieve functies, werd in
1928 door W. Ackermann gegeven en later door Rosza Péter vereenvoudigd. Een berekenbare
totale functie G(x,y) zodat voor elke primitief recursieve functie F' er een z is zodat voor alle
x > xg, F(x) < G(z,x), heet sindsdien een Ackermann functie. Zo'n G kan dus niet primitief
recursief zijn (ga na).

Opgave 17.(Ackermann-Péter) Definieer met dubbele recursie:

A(0,z) = x+1
Aln+1,0) = A(n,1)
An+1,z+1) = An,An+1,2))

We schrijven weer A,, voor Az.A(n,r). We zeggen voor een primitief recursieve functie F' : N¥ — N
dat F begrensd is door A,, notatie F' € B(A,), als voor alle z1, ...,z geldt dat F(xq,...,x5) <
Ap(x1 + -+ - + x). Bewijs met inducties op n en x:

)

) An(z) < Ap(z+1)

) An(z) < Apsa(z)

V) Ap(Apyi1(z) < Apyo(a)
)
)
)

v) ne+2 < A,(z) voorn>1
vi) Az.x 4+ 1, Az.0 en A\Z.z; € B(A;)
vii) als F = AZ.H(G1(%),...,Gp(¥)) en H,G1,...,G, € B(A,) voor zekere n > p, dan F €
B(AnJr?)
viii) voor n > 1: als F(0,%) = G(Z) en F(y + 1,%) = H(y, F(y,%),%) en G, H € B(A,,), dan
F e B(A,+3)
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Concludeer dat voor elke primitief recursieve functie F er een n is met F' € B(4,), en dat A een
Ackermann functie is.

Opgave 18. Definieer een rij functies Go,G1,...: N — N door
Goy) = y+1
Gori(y) = (G2)"(y)

en zet vervolgens G(z,y) = G4 (y). Geef een definitie van G met dubbele recursie en compositie
(gebruik een definitieschema voor dubbele recursie waarbij een extra variabele is toegestaan) en
bewijs dat G een Ackermann-functie is.

Blijft over, te laten zien dat dubbele recursie wel altijd berekenbare functies oplevert als de functies
die in het schema optreden, berekenbaar zijn. Dit kan wel direkt gedaan worden, maar het is
handiger om dit met een beetje meer theorie te doen, die we toch moeten ontwikkelen. We stellen
het bewijs dus uit. Ter afsluiting van deze paragraaf nog een paar eenvoudige opgaven.

Opgave 19. Laat zien dat het volgende “recursieschema” geen functie definieert:

F(0,0) = 0
F($+1vy) = F(y7x+1)
Flz,y+1) = F(z+1,y)

Opgave 20. Laat zien dat er geen functie is die aan het volgende “recursieschema” voldoet:

F(0,0) = 0
Fl+ly) = Fl@y+1)+1
F(z,y+1) = F(z+1,9)+1

1.4 Partieel recursieve functies

Notatie. We gaan ons nu weer bezig houden met partiéle functies F' : N¥ — N. Omdat voor
zulke F' de uitdrukking F'(Z) niets hoeft te betekenen (voor Z ¢ dom(F')), is het ook niet a priori
duidelijk hoe we iets als F(Z) = G(&) dienen uit te leggen. We gebruiken daarom in plaats van =
het symbool ~ en we lezen de uitdrukking

F(7) ~ G(7)

(en soortgelijke uitdrukkingen) als: de linkerkant is gedefinieerd precies dan als de rechterkant
gedefinieerd is, en indien ze gedefinieerd zijn, zijn ze gelijk aan elkaar.

Voorts nemen we aan dat een term pas gedefinieerd kan zijn als al zijn subtermen gedefinieerd
zijn. Bijvoorbeeld: de term I12(z,y) lijkt niet van y af te hangen maar toch is I13(z, G(y)) pas
gedefinieerd als G(y) gedefinieerd is. Vanuit het standpunt van berekenen is dit ook logisch: een
machine berekent eerst alle termen van de input, alvorens met de uitkomsten verder te rekenen.

Definitie 1.17 De klasse van partieel recursieve functies N¥ — N (voor variabele k) wordt voort-
gebracht door de volgende clausules:

i) alle primitief recursieve functies zijn partieel recursief;

ii) de partieel recursieve functies zijn gesloten onder compositie: als Gi,...,G; : N¥ =~ N
en H : N' =~ N partieel recursief zijn, dan ook \&.H(G1(%),...,G(Z)). Deze functie is
gedefinieerd voor alle & € ﬂlizl dom(G;) waarvoor (G1(%),...,G (%)) € dom(H);

iii) als G : N¥*! —~ N partieel recursief is, dan ook F als F gedefinieerd is uit G door middel
van minimalisatie (zie propositie 1.5): we schrijven

F(2) ~ py.G(T,y) =0

F(Z) is gedefinieerd als er een y is zodat Vi < y.(Z,4) € dom(G) en G(Z,y) = 0. F(Z) is dan
de kleinste y met die eigenschap.
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Definitie 1.18 Een relatiec A C N* heet recursief als zijn karakteristieke functie x4 partieel
recursief is.

Een partieel recursieve functie heet totaal recursief of kortweg recursief als hij totaal is. Omdat
x4 altijd totaal is voor een relatie A, is er geen begrip “partieel recursieve relatie”.

Opgave 21. Ga uit van de stelling (die we later zullen bewijzen) dat de partieel recursieve functies
precies de berekenbare functies zijn. Laat dan zien dat niet elke recursieve relatie primitief recursief
hoeft te zijn.(Hint: gebruik de functie Val uit het bewijs van propositie 1.16)

Propositie 1.19

i) Als R een recursieve k + 1-plaatsige relatie is en F : N¥ — N is gedefinieerd door
F(Z) ~ py.R(Z, y)
dan is F' partieel recursief;

ii) Als R een recursieve relatie is en G een partieel recursieve functie, en F is gedefinieerd door

G(z) als Jy.R(y,x)

ongedefinieerd anders

F(x) ~ {
dan is F partieel recursief;

Bewijs. Want

i) F(Z) ~pyxr(@y) =0

ii) F(z) ~ G((py-xr(y,x) = 0)0 + ). Denk aan onze conventie over wanneer uitdrukkingen
gedefinieerd zijn!

1.5 Codering van registermachine-programma’s en de gelijkheid: bere-
kenbaar = partieel recursief; Smn-stelling en recursiestelling

Ons eerste doel in deze paragraaf is te laten zien dat de klassen van berekenbare functies en van
partieel recursieve functies samenvallen. We doen dit door een primitief recursieve codering van
programma’s op te zetten, vervolgens het begrip “berekening” van definitie 1.1 te coderen, zodat
we kunnen laten zien:

e De relatie T', gedefinieerd door

T(m,e,z,y) geldt precies dan, als y een berekening codeert van de registermachine
met programma gecodeerd door e en input j*(z),..., 77 (z)

is primitief recursief;

e Er is een primitief recursieve functie U zodat, als T'(m, e, x,y), U(y) de uitkomst is van de
berekening gecodeerd door y.

Dit is voldoende. Immers stel F : N*¥ — N berekenbaar, dan is er volgens definitie 1.2 een
programma P dat F berekent, zeg P heeft code e. Dan volgt weer uit definitie 1.2 dat

F(f) = U(/’LyT(ka eajk(zla s azk)vy))
en dus volgt met definitie 1.17 dat F' partieel recursief is. De omgekeerde richting is een gevolg

van proposities 1.3-1.5 (ga na).
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We zullen dit allemaal hieronder gaan uitvoeren. Dit proces neemt wat tijd, maar bevat geen
verrassingen, na de voorbereidingen die we getroffen hebben in de paragraaf over codering van
rijtjes.

Coderen we elke basisinstructie van een registermachine-programma:
=4 als  (i,j)
r. =4,k als (i,5,k)

2

dan kunnen we elk programma P met lijst instructies (p1, ..., pn) coderen als (py,...,D,,), waar D,
de code is van instructie p; (Merk op dat het niet nodig is de instructienummers mee te coderen,
aangezien die bepaald worden door de plaats in het rijtje).

Er is nu een primitief recursief predikaat (“predikaat” is een ander woord voor “relatie”) Prog
zodat Prog(e) geldt dan en slechts dan als e code is van een programma:

Prog(e) <= Vi < Ih(e)(((e):)o = 1 A (Ih((e):) = 2V Ih((e);) = 3)) Alh(e) >0

(De extra eis dat lh(e) > 0 m.a.w. dat we lege programma’s uitsluiten, heeft te maken met
onze formalisering van berekening als een rij machinetoestanden waar een machinetoestand een rij
registerinhouden is, samen met informatie over welke instructie op dat moment uit te voeren)

De definitie van T is nu een directe omzetting van definitie 1.1. We definiéren T'(m, e, z,y) als de
conjunctie van de volgende beweringen:

e Prog(e)

Ih(y) > 1

Vi < 1h(y)[h((y);) = max{m + 2, max{((e);)o + 2| 0 < i < lh(e)}}]
((o)o =1 A (o) =0 AVi <m(l <i= ((Y)o)it1 = ji"(x))

Vi <Th((y)o)[m +1 <i= ((y)o)i = 0]

Vi <Th(y)[((y)i)o > Ih(e) < i =Th(y) — 1]

Vk,l < eVi<lh(y) — 1[(e) ()., = (k. 1) =

Wi+ = W)ill/((W)i)os (W)i)k + 1/ ((1):)k]
Vk,l,m < eVi < lh(y) — 1[(6)((y)i)0 = (k,l,m) =
{(@i)k =0 A (®)i+1 = ()i[m/((y)i)o]} V
@ik >0 A @)ivr = Will/(W)i)o, (W)i)e — 1/(()i)r]}]

Hierbij staat y[a/(y):] voor de code van het rijtje dat ontstaat uit y door zijn i-de component door
a te vervangen; yla/(y):, b/ (y);] staat voor het uitvoeren van twee vervangingen. Ga na dat deze
“substitutie”-operatie primitief recursief is in y, a,¢. Door bovenstaande lijst rustig door te lezen
overtuig je je ervan dat T'(m, e, z, y) inderdaad de bedoelde betekenis heeft. Verder is T'(m, e, x,y)
een conjunctie van primitief recursieve predicaten, dus primitief recursief.

Aangezien de uitkomst van een berekening het getal is dat aan het eind in het eerste register
staat, geeft

U) = (%my)-1)1

inderdaad de uitkomst van de door y gecodeerde berekening (als y een berekening codeert), en de
functie U is duidelijk primitief recursief.

De notaties T" en U zijn standaard in de recursietheorie. Het predikaat 7" heet ook wel het
Kleene T-predikaat, en U heet de witkomstfunctie. Merk op dat we eigenlijk iets sterkers hebben
bewezen dan louter dat elke berekenbare functie partieel recursief is:
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Propositie 1.20 Definieer de partieel recursieve functie ® door
D(m,e,x) =~ U(uy.T(m, e, z,y))
Dan is er voor elke partieel recursieve functie F : N ~ N een e € N zodat
F(x1,... o) ~ ®(k,e, j*(z1,...,21))

voor alle x1,...,xE; met andere woorden er is een partieel recursieve opsomming van alle partieel
recursieve functies.

De functie ® uit propositie 1.20 is partieel recursief en dus berekenbaar door een programma; zo’'n
programma heet een universeel programma.

Ter contrast een propositie die laat zien dat de analoge uitspraak voor totaal recursieve functies
niet opgaat:

Propositie 1.21 Eris géén totaal recursieve functie ¥(m, e, x) zodat elke totaal recursieve functie
F: N™ — N geligk is aan
Az U(m, e, j (x1, .. Tm))

voor zekere e.

Bewijs. Want stel wel, dan was ook de functie
Axy e O (my 7 (21, ), JT (21, ) 1

totaal recursief, dus gelijk aan Axy - - 2. ¥ (m, e, (21, ..., Zm)) voor zekere e; maar voor die e
zou dan gelden
TU(m,e,e) =U(m,e,e)+1

tegenspraak (vergelijk het bewijs van propositie 1.16) [ |

Opgave 22. Laat zien dat er voor elke m-plaatsige partieel recursieve functie F' oneindig veel
getallen e zijn zodat
F=Xr1- 2, ®(m,e,j7(x1,...,2m))

Als F = Az 2. ®(m, e, ™ (21, . .., Ty )) noemen we e 00k wel een code voor F, en we schrijven
vaak

ee(T1,...,%m)
voor ®(m, e, j™(x1,...,Tm)).

De volgende belangrijke stelling luistert naar de merkwaardige naam “S)’-stelling”. Een betere
benaming, die je ook wel hoort, is “parametriseringsstelling”. Hij zegt dat codes van partieel
recursieve functies die van parameters afthangen, primitief recursief in de parameters te verkrijgen
zijn. Het bewijs is eenvoudig.

Stelling 1.22 (S"-stelling; Kleene) Voor elke m > 1 en n > 1 is er een m + 1-plaatsige

primitief recursieve functie S]' zodat voor alle e, x1,...,Zm, Y1, .., Yn:
S (e, T1y ey Tm) @ (YL oy Yn) 2 €O (T1, e T, Y1y -+, Yn)
Bewijs. Als —Prog(e) zetten we SI*(e, x1,...,%,) = e. Als e een programma P codeert, zodat

Oal...ambl...bn
y P

ee(ar,...,am,b1,...,bp)ay - amby---b,¢
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is het de bedoeling dat voor alle z1, ..., Zm, SI*(e, z1,. .., Zm) het volgende programma codeert:

0by---by

registerinhouden b opschuiven | Ko pim+2- - Kpti12n4m+1
00by -+ by

registerinhouden 7 inbrengen | (R )" - : (R )™
Ozy-- 2001 ---by

aansluiten V Kntmt2,m+2 Kontmt+1,mn+1
Oxl.-.xmbl.-.bn
|y P
eo (X1, .., Tm,b1,...0p)x1 Ty by b, C

((Rf)™ staat voor het programma dat n keer 1 optelt bij het i-de register) Het is duidelijk dat
een code voor dit programma primitief recursief te verkrijgen is in e, x1, ..., ZTy,. [ |

Opgave 23. Laat zien dat de functie S]* stijgend is in x1,..., Zm.
Gevolg 1.23 Er is een primitief recursieve functie H zodat voor alle e, f, x:
H(e,f)ex~ce(fex)
Bewijs. De functie Aefxz.e o (f e z) is partieel recursief; immers
eo(fox)=U(ja(pz[T(L, f,z,51(2) ANT(L,e,U(j1(2)), j2(2))]))
Dus ee (fex) >~ ge (e, f x) voor zekere code g; zet H(e, f) = S7(g,e, f) |

Een ander gevolg van de S)-stelling doet in het begin enigszins bizar aan, omdat het ons in staat
stelt (codes van) partieel recursieve functies F' te definiéren in termen van de te definiéren code
zelf! (natuurlijk is dit niet echt zo. Omdat elke partieel recursieve functie oneindig veel codes
heeft, wordt er niets “gedefinieerd”. Toch heeft dit gevolg iets “mysterieus”)

Gevolg 1.24 (Recursiestelling, Kleene 1938, eerste versie) Voor elke partieel recursieve func-

tie F : NFt1 N met k > 1 is er een code e zodat voor alle z1,...,%:

eeo(x1,...x) ~ F(xy,..., 7K, €)
Bewijs. Laat f een code zijn voor F, zodat f e (z1,...,xk41) =~ F(x1,...,2k41) voor alle
Z1,...,Tkp+1. Laat nu g een code zijn zodat voor alle h,y,x1,...,Tx:

g.(h’ayv'rla"'azk) zh’.(xlv"'v'rkasli(yay))

Laat nu
e = S8,(Sis1(9: ), Sks1(9: 1))
Dan geldt
ee(x1,...,2k) ~
S,i(S,iH(g, ), S,iﬂ(g, f))e(x1,...,zx) =~ met SM-stelling
Sli+1(gaf).(Sli+1(gaf)7xla"'azk) =
ge (f,Sei1(g, f) a1, ... ap) ~ per definitie van g
fo(@r, .. xr, SHSE (9, f), Sti1(g, ) =~ per definitie van e
fe(xy,...,zx, €) ~ per definitie van f
F(x1,...,x5,€)
| |
Opgave 24. Laten Ry,..., R, C N* recursieve relaties zijn zodat R; N R; = () voor i # j; stel
G1,...,G, : NF —~ N partieel recursieve functies. Dan is de partiéle functie F', gedefinieerd door
G1(Z) als Ry (%)
F(¥) ~ ' :

G (%) als Ry, (%)
ongedefinieerd anders
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ook partieel recursief. Bewijs dit.

Gevolg 1.25 De klasse van partieel recursieve functies is gesloten onder primitieve recursie: als
G : N =~ Nen H: N2 ~ N partieel recursief zijn en F is wit G en H gedefinieerd met
primitieve recursie, dan is ook F partieel recursief.

Bewijs. Laten g en h codes voor resp. G en H zijn. Volgens de recursiestelling is er een code f
zodat voor alle y, &

o ge () alsy=0
foly,@) =~ {ho(yl,fo(yl,f),f) als y > 0
Ga na dat f e (y, ) ~ F(y, ) voor alle y, T. [ |

Gevolg 1.26 De recursieve relaties zijn gesloten onder begrensde kwantoren: als R C NF+! pe-
cursief is, zign ook

{(Z,y) | Vw <y.R(Z,w)}

{(@y) | Fw <y.R(T, w)}

recursief.

Bewijs. Immers, de karakteristieke functies van deze relaties worden gedefinieerd met primitieve
recursie uit de karakteristieke functie van R. [ |

Inspecteren we nog eens het bewijs van de recursiestelling, dan zien we dat de daar gedefinieerde
e in feite een primitief recursieve functie is van de code f van F'. Hieruit volgt:

1) Er is een primitief recursieve functie G,, zodat voor alle x1,...,xy,, f:
Gn(f)e(z1,... ) = fo(x1,...,Tn, Gn(f))

2) Omdat de functies S]* stijgend zijn in alle argumenten, i.h.b. injectief, en elke partieel
recursieve functie oneindig veel codes heeft, zijn er voor elke F' oneindig veel e als in de
recursiestelling.

Opgave 25. Laat zien dat de volgende keuzes van codes voor partieel recursieve functies gedaan
kunnen worden:

i) Gegeven een recursief predikaat R, kies e zodat voor alle Z:

7~ {0 als R(%,e)

ce(z 1 anders

ii) Gegeven een recursief predikaat R en een partieel recursieve functie F', kies e zodat voor alle

Z:
N F(Z) als Jy.R(Z,y,e)
ce () ~ { ongedefinieerd anders

De tweede versie van de recursiestelling is een direkt gevolg van de eerste.

Gevolg 1.27 (recursiestelling, tweede versie) Voor elke partieel recursieve functie F en elke
n is er een code e zodat voor alle x1,...,Ty:

co(x1,...,x,) = F(e)o(x1,...,7,)

21



Bewijs. Laat G(z1,...,2,,¢e) ~ F(e) ® (x1,...,x,) en pas de eerste versie van de recursiestelling
toe om een e te vinden zodat e ® (z1,...,x,) ~ G(21,...,2Zn,€). [ |

Opgave 26. Bewijs de primitief recursieve versie. Dus: er is een primitief recursieve functie T'
zodat voor alle f en alle x1,...,x,:

T(f).(xla""xn)z(f.T(f)).(xla""'Tn)

Opgave 27. Bewijs de recursiestelling met parameters: er is een primitief recursieve F' zodat
voor alle f, ¥, T

F(f,7) o (£) ~ f o (F(f,9),7,%)

alsmede: er is een primitief recursieve F’ zodat voor alle f, 7, Z:

F(f,5) o (F) ~ (f o (F'(f,1),9)) ® ()

Notatie. De partieel recursieve functie Az.®(1, e, z) wordt vaak aangegeven met ¢,

Opmerking. De tweede versie van de recursiestelling wordt wel eens “dekpuntsstelling” genoemd,;
geven we met @, de functie aan met code e, dan is ¢, “dekpunt” van de “operatie” pe — @p(c)-
Dit is natuurlijk maar bij wijze van spreken zo.

Immers, er is geen operatie van het gegeven type, omdat F' niet op functies, maar op codes
werkt (het kan heel wel zijn, dat ¢, dezelfde functie is als @/ terwijl toch @pe) # @ren!)

Als besluit van dit hoofdstuk passen we de recursiestelling toe, om het beloofde bewijs te geven
dat de klasse van totale berekenbare functies gesloten is onder definitie met dubbele recursie. Stel
dus dat G, H, J, K en L totaal recursief zijn en F' gedefinieerd is door:

F(0,2) = G(z2)
F(y+1,0) = H(y,F(y,J(y)))
Fly+1,z+1) K(y,z,Fly+1,2),F(y,L(y, z, F(y + 1, 2))))

Dan is ook F totaal recursief; immers we kunnen met de recursiestelling een code f kiezen zodat

G(z) alsy=0

Hy—1,fe(y—1,J(y—1))) alsy>0

fo(y,z) ~ enz=0
Kly—1,z—1,fe(y,z—1),fe(y—1,Lly—1,z—1,fe(y,z—1)))) alsy>0

enz>0

Opgave 28. Bewijs met dubbele inductie (op y en z) dat de boven gedefinieerde functie ¢ totaal
is, en gelijk aan F'.

Nog een laatste opgave.
Opgave 29. Bewijs de dubbele recursiestelling van Smullyan: gegeven 2-plaatsige partieel recur-
sieve functies F' en G zijn er voor iedere k codes a en b zodat voor alle x1, ..., xg:

ae(xy,...,x) =~ F(a,b)e(xy,...,zk)

en

be(x1,...,xr) =~ G(a,b) e (x1,...,xk)
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2  Onbeslisbaarheid en recursief opsombare verzamelingen

2.1 Oplosbare problemen

In dit hoofdstuk vatten we relaties vaak op als problemen. Het “probleem” is dan om uit te maken,
of een bepaald k-tal een element van de relatie is of niet. Bijvoorbeeld: de relatie

{(f,2) | 32T (1, f, 2, 2)}

zien we als het probleem: is f e x gedefinieerd?

We noemen een probleem oplosbaar als de bijbehorende relatie recursief is; met andere woorden
als er een totale berekenbare functie bestaat die voor alle waarden van de parameters het antwoord
op het probleem geeft. Een ander woord is beslisbaar.

Het probleem: is f ez gedefinieerd? is klassiek en heet het stop-probleem (stopt de berekening
van het programma met code f, voor input x7), in het Engels Halting Problem.

Propositie 2.1 Het stop-probleem is niet oplosbaar.
Bewijs. Stel F' is een totaal recursieve functie zodat voor alle f, x:

0 als f ez gedefinieerd
F(f,2) ~ { 1 anders
Als G een partieel recursieve functie is zodat dom(G) = N\ {0} (bijvoorbeeld G(z) ~ pz.xz > 1),
dan is er met de recursiestelling een code f zodat voor alle x:

fex~G(F(fx))
Duidelijk geldt: f ez gedefinicerd <= F(f,z) # 0 <= f e x ongedefinicerd; tegenspraak. M

Het kan eenvoudiger. Het standaard-probleem is: is x e x gedefinieerd? Onoplosbaarheid van het
standaardprobleem impliceert natuurlijk onoplosbaarheid van het stop-probleem (ga na). Stel het
standaard-probleem is oplosbaar via een recursieve functie F', zodat voor alle z geldt:

0 als x e x gedefinieerd
F(z) =~ { 1 anders

Kies weer GG als in het bewijs van propositie 2.1, en zij f en code voor de partieel recursieve functie
Az.G(F(x)). Dan geldt f e f ongedefinieerd <= F(f) =0 <= f o f gedefinicerd; tegenspraak.
Dus de recursiestelling is niet echt nodig in het bewijs van propositie 2.1.

De verhouding van het standaard-probleem tot het stop-probleem is een voorbeeld van reduceer-
baarheid van het ene probleem tot het andere: als R C N™ en S C NF heet R reduceer-
baar tot S als er totaal recursieve functies Fi,...,Fy; : N™ — N bestaan zodat voor alle
ZeN": ¥e R & (Fi(Z),...,Fy(Z)) € S.

Opgave 30. Laat zien: als R reduceerbaar tot S en S is oplosbaar, dan is ook R oplosbaar.

Later zullen we deze reduceerbaarheid nog meer in detail tegenkomen. Een veralgemenisering van
het begrip “oplosbaar” is het begrip “oplosbaar met betrekking tot...” Het probleem is dan om
uit te maken of ¥ € R, gegeven dat & € P, en een oplossing is een partieel recursieve functie
F: N™ —~ N zodat voor alle &

0 alsZe R
1 anders

]

¥ € P = [F(¥) gedefinieerd en F(¥) = {

Voorbeeld. Het probleem: geldt 0 € rge(ve), gegeven dat ¢, totaal is, is niet oplosbaar (We
schrijven rge(F) voor het bereik van F).
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Bewijs. We moeten laten zien dat er geen partieel recursieve F' bestaat zodat voor alle e: als ¢,
totaal is, is F'(e) gedefinieerd, en er geldt:

0 alserzismetecez=0
F(e)—{ 1 anders

Laat g een code zijn zodat voor alle x, y:

0 alsT(1,z,z,y)
1 anders

-

Dan is Si(g, ) de code van een totale functie, want Si(g,z) ey ~ g e (x,y). Er geldt:
0 € rge(psi(ge)) © F-T(1,2,2,y) < x ez is gedefinieerd

Dus als F bestond, dan was de functie G = A\z.F (S} (g,z)) een oplossing van het standaardprob-
leem; een tegenspraak met propositie 2.1. [ |

Opgave 31. Bewijs dat het probleem: is @, totaal?, niet oplosbaar is (Hint: definieer een totaal
recursieve I' zodat voor alle e: e e e is gedefinieerd <= p () is totaal; en concludeer hieruit wat
je moet bewijzen).

Opgave 32. Bewijs dat de volgende problemen onbeslisbaar zijn:
i) dom(p.) =07
ii) rge(¢e) oneindig?
iil) we = py?

Opgave 33. Bepaal welke van de volgende problemen beslisbaar zijn voor codes e van totale
functies e:
i) dz.eex #0
ii) Jreex<ce(x+1)
iii) Jr.eex >ceo(x+1)
iv) e ez =y (als 3-plaatsige relatie)

Opgave 34. Laat zien dat er geen totaal recursieve F : N2 — N is zodat voor alle e, 2 geldt:
e o x gedefinieerd = Jy(T'(1,e,z,y) Alh(y) < F(e, x))

(Hint: laat zien dat er een primitief recursieve functie S(e, 2, n) bestaat zodat S(e, z,n) de eerste n
stappen van een berekening van programma e met input x geeft, mits uiteraard Prog(e); concludeer
dan uit het bestaan van een F' als boven dat het stop-probleem beslisbaar is)

Opgave 35. Laat zien dat er geen totaal recursieve F' : N — N is zodat voor alle e: als ¢, de
karakteristieke functie van een eindige verzameling is, dan Vn(een =0 — n < F(e))
(Hint: beschouw de verzameling {lh(uy.T(1,e,2,9))})

In opgave 32 worden eigenschappen van codes genoemd die eigenlijk eigenschappen van de gecodeerde
partiéle functies zijn: d.w.z. als e en f dezelfde partiéle functie coderen, dan heeft e de eigenschap
dan en slechts dan als f de eigenschap heeft. Zulke eigenschappen noemen we extensioneel (hebben
alleen te maken met hoe @, zich als partiéle functie “uitstrekt”):

Definitie 2.2 Een deelverzameling X van N heet extensioneel als voor alle e, f € N geldt:

als . = ¢y en e € X dan ook f € X
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De Stelling van Rice zegt, dat niet-triviale extensionele eigenschappen van natuurlijke getallen
nooit beslisbaar kunnen zijn.

Stelling 2.3 (Rice) Als X C N recursief en extensioneel is, dan X = of X = N.

Bewijs. Ga zelf na, dat als X recursief en extensioneel is, het complement van X het ook is; als
X # 0, X # N mogen we dus wel aannemen dat alle codes voor de lege functie niet in X zitten.
Laat f zo’n code zijn, en kies e € X.

Met de S)*-stelling is er een primitief recursieve functie F' zodat voor alle x, y:

F(z) ey { eey als I2T(1,z,z,2)

ongedefinieerd anders

Dan geldt:

x o x gedefinieerd <= ¢p,) = e = F(r) € X

r o v ongedefinieerd <= ¢pu) =y = F(r) ¢ X

Dus wex gedefinieerd & F(z) € X voor alle z € N; m.a.w. het standaard-probleem is reduceerbaar
tot X. Maar dan kan X niet recursief zijn. [ |

Voor wie de recursiestelling leuk vindt, een alternatief bewijs van stelling 2.3: stel X recursief,
extensioneel, e € X, f € X met f een code van de lege functie. Met de recursiestelling is er een
code g zodat voor alle x:

N fexr alsge X
ger = {eox anders

Dan volgt omdat X extensioneel is:
geEX = =9y =29g¢X

en
9EX = pg=¢pe = g€X

zodat een tegenspraak is bereikt.

2.2 Recursief opsombare verzamelingen

Eén graadje ingewikkelder van structuur dan de recursieve verzamelingen zijn de recursief opsom-
bare verzamelingen. Als R recursief opsombaar is, is er in het algemeen een partieel recursieve
functie F' zodat R precies de verzameling nulpunten van F is; echter voor x ¢ R hoeft F(z) niet
gedefinieerd te zijn.

Propositie 2.4 De volgende vier uitspraken zijn equivalent voor een deelverzameling R C N:
i) Voor zekere partieel recursieve functie F : N = N is R = dom(F);
ii) Voor zekere recursieve relatie S C N2 is R = {z | Jy((x,y) € S)};
iii) Voor zekere partieel recursieve F : N = N is R = rge(F);
i) R=0 of R=rge(F) voor zekere primitief recursieve functie F'.

Bovendien is de equivalentie i)&ii)< i) primitief recursief in codes, d.w.z. bijvoorbeeld voor
i)=-ii): er is een primitief recursieve functie P zodat voor alle f, P(f) de code van een karakter-
istieke functie is, en dom(ps) = {z | Jy.P(f) e (z,y) = 0}, etc.

Bewijs. i)=ii). Laat f een code voor F. Dan is dom(F) = {« | IyT(1, f,z,y)}; omdat T
primitief recursief is, is er een code g zodat voor alle f,z,y:

1 anders

so () = {
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Dan is dom(ps) = {x | Fy(S2(g, f) ® (z,y) = 0)}, en Psi(g,r) is altijd een code van een karakter-
istieke functie.

ii)=-ii). We kunnen een code g kiezen, zodat als f de code van een karakteristieke functie F' is,
en R={z|3y(fe(x,y) =0)}, voor alle z:

ge (f,x) ~ { x als Jy(f e (z,y) =0)

ongedefinieerd anders

Dan is R = rge(ps1(y,5)) (g2 na).
iii)=i). Als R =rge(py) dan R = dom(pgi(y, ), waar g een code is zodat voor alle f,

ge(fiz) = { ongedefinieerd anders ' i i

iv)=iii) is duidelijk.
iii)=riv). Als R = rge(F) dan is hetzij R = 0, hetzij a € R voor zekere a. In het eerste geval zijn
we klaar; in het andere geval, zij f een code voor F', en laat g een code zijn zodat

a als ﬁ71(15 fa 31(9)532(9))
[ ] . . .
1200 = { y) a0 f )
Danis R = rge(gos% (g7f)), en g1y p) is duidelijk primitief recursief. |

De equivalentie van iv) met de andere uitspraken kan niet primitief recursief in codes worden
gemaakt omdat we de gevalsonderscheiding: is rge(py) = 07 niet recursief kunnen doen (dit is
een onoplosbaar probleem).

Definitie 2.5 Een deelverzameling A van N heet recursief opsombaar (Engels: recursively enu-
merable, we korten af: r.e.) als hij aan een van de alternatieven van propositie 2.4 voldoet. We
zeggen ook wel dat A een r.e. verzameling is.

Natuurlijk kunnen we dit uitbreiden tot deelverzamelingen van N¥: noem A C N* recursief opo-
sombaar of r.e., als {z € N | (j¥(z),...,jF(z)) € A} het is (Equivalent: A C N¥ is r.e. als er een
k-plaatsige partieel recursieve functie ¢, is zodat A = dom(p.)).

We gebruiken de volgende codes voor recursief opsombare verzamelingen: met de definitie

Wek = dom(%) = {(1'17 cee 7':676) | ElZT(kvevjk(xlv cee 7':676)52)}

is elke r.e. verzameling A gelijk aan zekere W¥. (Als k = 1 schrijven we W, in plaats van W!) We
noemen e de code van A als r.e. verzameling.

Voorbeelden.

i) De onoplosbaarheid van het standaardprobleem betekent dat de verzameling
K ={z | x ez is gedefiniecerd}

niet recursief is; K is wel r.e. want K = {z | Jy.T(1,z,z,y)} dus voldoet aan ii) van proposi-
tie 2.4 (de letter KC is standaard voor deze verzameling).

ii) Elke recursieve verzameling is r.e. (ga na).

Opgave 36. Bewijs: als S r.e. is en R is reduceerbaar tot S, dan is R r.e.
Opgave 37. Bewijs dat {e | ¢, is totaal} niet r.e. is.

Opgave 38. Bewijs dat elke r.e. verzameling van de vorm {z | Jy((z,y) € S)} is, voor zekere
primitief recursieve S C N2,

Propositie 2.6
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i) R C N¥ is recursief <= R is r.e. en het complement van R is r.e.;
i) K¢ ={x|x ex is ongedefiniecerd} is niet r.e.;
ii) F: N¥ —~ N is partieel recursief <= de grafiek van F : {(Z,y) | F(%) = y} is r.e.;
w) als F: N* — N totaal recursief is, is zijn grafiek recursief
Bewijs.

i) Als R recursief is, is zijn complement het ook, dus zijn beide r.e.; als R = {z | JyS(z,y)} en
R¢ = {z | y.T(z,y)} definieer dan F(x) ~ uy.(S(z,y) vV T(z,y)). F is totaal en er geldt:
r € R < Sz, F(z)).

ii) Dit volgt uit i) want als K¢ r.e. was, was K recursief.

iii) Zij f een code voor F'. De grafiek van F is

en is dus r.e.; omgekeerd, als

{(@y) |y =F@)} ={(y) | 325(7,y,2)}
voor zekere recursieve S, dan is F' = ¢4, waar g een code is zodat
Vilg e (Z) ~ ji(pz.S(%, j1(2), j2(2)))]
iv) Laat Gr de grafiek van F; G is r.e. wegens iii) maar omdat F totaal is, is
(Gr)® = {(Z,y) | AT (k, f,5"(&),2) NU(2) # y]}

voor een code f van F; dus 66k r.e. Dus G is recursief vanwege 1).

Opgave 39. Bewijs dat i) van propositie 2.6 primitief recursief in codes geldt, d.w.z. als W, = W
dan Xxw, = @7(a,y) Voor zekere primitief recursieve T'.

Opgave 40.

i) Gebruik de recursiestelling om te laten zien dat voor elke totaal recursieve F er een n
is zodat Wp(,) = Wp; leid hieruit af dat er een n is zodat W, = {n} en een n zodat
Wy ={m|m > n}.

ii) Bewijs, met de recursiestelling, dat er een totaal recursieve F is zodat Vn(F(n) < F(n+ 1))
en Vn(Wee,y = {F(n+1)}).
(Hint: gebruik, dat de S-functies stijgend zijn)

Opgave 41. Bewijs:
i) Als F totaal recursief en niet-dalend is, en een oneindig bereik heeft, dan is rge(F’) recursief.
ii) Elke oneindige r.e. verzameling bevat een oneindige recursieve deelverzameling.

Gelden deze resultaten primitief recursief in codes?

Uit propositie 2.6ii) zien we dat de r.e. verzamelingen niet gesloten zijn onder complement ne-
men. Uit opgave 37 zien we dat ze ook niet gesloten zijn onder willekeurige doorsneden (want
{e | @eis totaal} = (N cnfe | FyT(1,e,2,5)}) of verenigingen (want A = |J,c4{z} voor elke
verzameling A; en singletons zijn natuurlijk r.e.). Wel geldt:
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Propositie 2.7
i) Als R en S r.e. zijn, dan zijn RUS en RNS het ook;

i) Als R C NFL ree is, dan ook

{(#,2) € N**1 | Y < 2R(%,w)}

iii) Als R C N r.e. is, dan is |J_ . p W het 0ok.

rER

Deze resultaten gelden ook primitief recursief in codes (d.w.z. i): WoNW, = Wp(, ) en W,UW, =
We(a,y) voor primitief recursieve ' en G, etc.).

Opgave 42. Bewijs deze propositie. Voor ii): gebruik codering van rijtjes om een kwantorcombi-
natie Yw < z3dy te vervangen door een combinatie JyVw < z.

We beéindigen deze paragraaf met twee resultaatjes die nogal eens toepassing vinden: de reduc-
tiestelling en het bestaan van disjuncte, recursief onscheidbare r.e. verzamelingen.

Propositie 2.8 (Reductiestelling) Voor elk tweetal r.e. verzamelingen XY C N bestaan er
re. X' en Y’ CN zodat:

i) X'CXenY' CY;
i) X'NY' =10;
i) X'UY' =X UY.
Bewijs. Stel X = {z | JyR(z,y)} en Y = {z | JyS(x,y)} voor recursieve R, S C N2. Laat
X' ={z | Fy[R(z,y) ANVw < y=S(z, w)]}

Y = {z| y[S(z,y) AVw < y=R(z,w)]}

Definitie 2.9 R.e. verzamelingen X,Y C N heten recursief onscheidbaar als er geen recursieve
RCNismet X CRen RNY =0 (equivalent: als er geen totaal recursieve functie f : N — N
is met f(x) =0 voor alle x € X en f(x) > 0 voor alle x €Y).

Propositie 2.10 Er bestaan disjuncte, recursief onscheidbare r.e. verzamelingen X, Y C N.

Bewijs. Zet
X={zlrver=0}={z|FT1 2y AUy =0}
Y={z|zex=1}
We laten nu zien: er is een primitief recursieve functie F' zodat voor alle e en f: als X C Wk,
Y CWsen WenNWy =0, dan Fe, f) ¢ We UWy (Ga na, dat hieruit de bewering volgt! Gebruik
propositie 2.61)).
7ij g een code zodat voor alle e, f, x:

1 als Jy[T'(Le,z,y) ANVw < y=T'(1, f,2,w)]
gele fn) ~ 0 als 3y[T(1, f,a,y) AV < y=T(1,e,,w)]
ongedefinieerd anders

Dan geldt voor F(e, f) = S?(g,e, f) als e en f als boven:
als S2(g,e, f) € W, dan

Si(g.e, f)eSi(g.e,f)=gel(e f,Si(g.e f)=1
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dus S%(g,e, f) € Y, tegenspraak;
als S%(g,e, f) € Wy dan
St(g.e,f) e Si(g.e.f)=0

dus S%(g,e, f) € X; eveneens een tegenspraak.
Dus Si(g,e, f) & W U Wy, [ |

Opgave 43. (Het “extensieprobleem”). Laat zien dat er partieel recursieve functies G bestaan
die niet zijn voort te zetten tot een totaal recursieve functie (m.a.w. er is geen totaal recursieve
functie F zodat F' en G samenvallen op het domein van G).

(Hint: je kunt propositie 2.10 gebruiken, maar nodig is dit niet)

Opgave 44. Een r.e. verzameling X heet creatief via een partieel recursieve functie F' als voor
alle e geldt:
W.NX =0 = F(e) gedefinieerd en F(e) & X UW,

Laat zien: als X en Y de verzamelingen uit het bewijs van 2.10 zijn, dan zijn er functies F' en G
zodat X en Y resp. creatief via F' en G zijn.

2.3 Extensionele r.e. verzamelingen en effectieve operaties: openheid,
monotonie en continuiteit

In deze paragraaf verzamel ik drie belangrijke stellingen over extensionele verzamelingen van (par-
tieel) recursieve functies en r.e. verzamelingen, en “effectieve” operaties op deze dingen. Eerst
maar even duidelijk maken wat we bedoelen.

Definitie 2.11 Een deelverzameling A C N heet extensioneel als verzameling codes van partieel
recursieve functies als er een verzameling F' van partiéle functies N — Nis zodat A = {e | p. € F}.
Geheel analoog is het begrip: A is extensioneel als verzameling codes van totaal recursieve functies.
A C N heet extensioneel als verzameling codes van r.e. verzamelingen als er een verzameling V'
van r.e. verzamelingen is zodat A = {e | W. € V}. Schrijf PR voor de collectie van partieel
recursieve functies, R voor de verzameling totaal recursieve functies, en RE voor de verzameling
van r.e. deelverzamelingen van N. Een functie H : PR — PR, R — R of RE — RE heet een
effectieve operatie als er een recursieve functie F' bestaat zodat voor alle e : H(pc) = pp(e) Tesp.
H(W,) = Wg(e. In het geval van een operatic R — R hoeft F' slechts gedefinieerd te zijn op
codes van totaal recursieve functies.

De bedoeling in deze paragraafis nu, aan te tonen dat er zeer natuurlijke topologieén op PR, R, RE
zijn, zodat geldt:

o clke r.e. extensionele verzameling codes is open (althans in het geval van PR en RE);
e clke effectieve operatie is continu.

Ten bate van diegenen, die onbekend zijn met sommige van bovenstaande begrippen, volgt eerst
een mini-stoomcursus topologie.

2.3.1 Enkele basisbegrippen uit de topologie

Definitie 2.12 Een topologische ruimte is een verzameling X met daarbij gegeven een topologie,
dat is een collectie ¢ van deelverzamelingen van X, die aan de volgende drie eisen voldoet:

l.alsUjenUselUd dan Uy NU; €U
2. als {U; |iel} CUdan |, U; €U
3. X el.

We noemen de elementen van U open verzamelingen.
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Voorbeelden:

e R met de “gewone” (of Euclidische) topologie, d.w.z. U C R is open <= voor iedere x € U
is er een € > 0 zodat het open interval (z — €, + €) bevat is in U;

e Een verzameling X met & = P(X), de machtsverzameling van X: iedere deelverzameling
van X is open (equivalent: {z} is open voor iedere x € X). Dit noemen we de discrete
topologie;

e Een rol in het vervolg zal spelen de Sierpinski-ruimte, dit is de verzameling 2 = {0, 1} met

3 open verzamelingen: (), {0}, {0,1}.

e Gegeven een topologische ruimte (X,U) en een deelverzameling A C X kunnen we een
topologie U4 op A definiéren door te zetten Uy = {U N A | U € U}. Deze topologie heet de
deelruimte- of relatieftopologie.

Elementen x € X heten ook wel punten van de topologische ruimte (X,U). In de topologie
zijn punten eigenlijk van ondergeschikt belang en spelen open verzamelingen de hoofdrol. Als
x € U € U is het goed om over U te denken als een “benadering van x”. Zo kan een open
intervalletje rond een reéel getal x beschouwd worden als een eindige benadering van x.

Definitie 2.13 Zij (X,U) een topologische ruimte. Een basis voor U is een deelverzameling B C U
waarvoor geldt:

1. als Bj,Bo e Benx € BN By iser By € Bmet x € B3 C By N By, en
2. Voorelkeze XenzxeUelliser BeBmetxe BCU.

Gegeven een basis B, is hieruit U volledig bepaald; immers
UeU«3CCBmetU=|]JC

We zeggen dat U wordt voortgebracht door B. B heet een basis als 1. van de vorige definitie geldt,

en tevens
x=JB

Voorbeeld. De collectie open intervallen {(p,q)|p,q € Q} is een basis voor de topologie op R.
De collectie singletons {x} is een basis voor de discrete topologie op X.

Definitie 2.14 Laten (X,U), (Y,V) topologische ruimten zijn. Een afbeelding f : X — Y heet
continu (voor de gegeven topologieén) als voor elke x € X en voor elke benadering V' € V van
f(z) (i.e. f(z) € V) er een benadering U van z is zodat f[U] C V. Equivalent hiermee is: als voor
elke VeV, f-Y(V)elU

Ga na, dat de samenstelling van twee continue afbeeldingen weer continu is.

Opgave 45. Laten B; en B resp. bases voor topologieén op X en Y zijn. Bewijsdat f: X — Y
continu is dan en slechts dan als voor iedere 2 € X en iedere B € By met f(x) € B er een B’ € BB
ismet x € B en f[B'] C B

Produkt-topologieén. Gegeven een collectie topologische ruimten {(X;,U;) | ¢ € I'} definiéren
we een topologie op de produktverzameling [[..; X; = {(2;)ies | Vi € L.z; € X;} als volgt: laat,
voor j € I en U; € Uj,

el

7 (U;) = {(z)ier | z; € U}

De collectie i

{() 7. (Ui) | k€ Nyiy,... ik € I,Us, €U, voor 1 <n <k}

n=1
is dan een basis voor een topologie op [];c; Xi (ga nal). We noemen deze topologie de produkt-
topologie op [[;c; Xi-
Opgave 46.

30



1. Laat zien dat de projecties m; : [[;c; Xi — X; continu zijn met betrekking tot de produkt-
topologie;

2. Gegeven een collectie continue afbeeldingen
fi .
{Y = X, |iel},

definieer f: Y — [[,-; X; door

) = (Fiw))ier

Laat zien dat f continu is.

De collectie totale functies N — N kunnen we zien als een N-voudig produkt van kopieén van N:

NY = T[N = {(@n)nen | 70 € N}
neN

Geven we N de discrete topologie en vervolgens NV de produkttopologie, dan wordt een basis voor
deze topologie gegeven door de verzamelingen

Oy = {f € N" | Vi <Ih(0)f(i) = (0):}

Opgave 47. Bewijs dit.

Evenzo kunnen we P(N) zien als 2V =[], . 2. Geven we 2 = {0, 1} de discrete topologie, dan is
een basis voor de produkt-topologie gegeven door de verzamelingen

Opy ={ACN|UCAAVNA=0}

voor U en V eindige deelverzamelingen van N.
Opgave 48. Bewijs dit.

We vatten nu R, de verzameling totaal recursieve functies, op als topologische ruimte: R C NN
dus we geven R de relatieftopologie.

Op dezelfde manier zouden we RE de relatieftopologie van P(N) kunnen geven, maar vanuit
recursietheoretisch standpunt is dit niet de “juiste” topologie. Immers als A = W, is positieve
informatie over x € A altijd te verkrijgen mits x € A: we laten het programma met code e werken
op x. Echter als z & A zullen we dit op deze manier nooit weten. De goede benaderingen van r.e.
verzamelingen zouden moeten zijn: verzamelingen

Oy ={ACN|UC 4}

voor U C N eindig.

Opgave 49. Bewijs, dat de verzamelingen Oy een basis vormen voor de topologie op 2V die we
krijgen door 2 de Sierpinski-topologie te geven, en vervolgens 2V de produkt-topologie.

We vatten dus RE op als deelruimte (met de relatieftopologie) van het N-voudig produkt van de
Sierpinski-ruimte.

Een soortgelijk probleem als met RE hebben we met PR: ten eerste vormen partiéle functies
niet op een natuurlijke manier een deelverzameling van de totale functies; ten tweede, als @, (z)
ongedefinieerd is, zullen we dit nooit weten. We doen daarom het volgende:

Partiéle functies N — N kunnen we zien als totale functies N — N, waar N = NU{L}, L is een
of ander symbool waarvan we aannemen L¢ N. Immers voor f : N — N definiéren we f : N — N
door f(z) =L als f(x) ongedefinicerd is, en f(z) = f(x) voor z € dom(f). We geven N de
topologie { N} UP(N) (dus de enige benadering van L is N zelf). Vervolgens geven we [] . N
de produkt-topologie, en PR C []

neN

neN N de relatieftopologie.
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Opgave 50. Bewijs, dat de aldus gedefinieerde topologie op PR voortgebracht wordt door de
basis
{0, | a: N = N,dom(a) eindig}

met

On ={f € PR | dom(a) C dom(f) AVz € dom(a)a(x) = f(x)}

Opgave 51. De Sierpinski-ruimte en N zijn eigenlijk twee voorbeelden van één constructie van
topologische ruimten. Verduidelijk.

De volgende propositie, en de opgaven daarna, geven criteria voor openheid van deelverzamelingen
van PR en RE, en voor continuiteit van functies PR — PR en RE — RE, bijna geheel in termen
van de partiéle ordening C:

Propositie 2.15 Schrijf, voor partiéle functies f,g : N — N, f C g als de grafiek van f bevat
is in de grafiek van g. Een functie F : PR — PR is continu dan en slechts dan als F' aan de
volgende twee voorwaarden voldoet:

1. F is monotoon, i.e. f C g= F(f) C F(g)
2. F is compact, i.e. voor elke f en elke eindige a C F(f) is er eindige b C f zodat a C F(b)

Bewijs. Stel F continu, f C g, a C F(f) eindig. Dan is F(f) een element van de basis-open
verzameling O,, dus per definitie van continuiteit is er een basiselement O, met f € Oy en
F[Oy] C Oq, dw.z. VR(b C h = a C F(h)). Dit bewijst meteen 2. Wegens f C g volgt nu
a C F(g); bijgevolg geldt voor iedere eindige a: a C F(f) = a C F(g). Maar dan moet gelden
F(f) C F(g); ie. 1.

De omgekeerde implicatie is eenvoudig. [ |

Opgave 52. Bewijs dezelfde bewering voor RE, d.w.z. F : RE — RE is continu dan en slechts
dan als

1. AC B= F(A) C F(B) voor r.e. verzamelingen A en B; en
2. Voor iedere A en iedere eindige U C F(A) is er eindige VC A met U C F(V)

beide gelden.

Opgave 53. Bewijs voor deelverzamelingen X van PR of RE:
X is open dan en slechts dan als

1. ACBAA€ X = Be X (X is naar boven gesloten), en
2. Aec X = eriseindige U C Amet U € X

beide gelden.

2.3.2 Stellingen van Myhill-Shepherdson, Rice-Shapiro en Kreisel-Lacombe-Shoenfield

Stelling 2.16 (Myhill-Shepherdson) 1. Laat R C N r.e. en extensioneel als verzameling
codes van partieel recursieve functies. Dan is {p. | e € R} open in PR.

2. Zij F: PR — PR een effectieve operatie. Dan is F' continu.

Bewijs. We gebruiken de criteria gegeven in propositie 2.15 en opgave 53.
1. Stel R = W},. Laat G de partieel recursieve functie zijn, gedefinieerd door:

G(g, e f,x) =~ IUZ-[T(L €, T, Z) v (T(L h, S%(g, €, f)v]l(z)) A T(lv f,l’,jg(z)))]
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Kies nu met de recursiestelling een code g zodat

U(G(g,e, f,z)) alsT(l,e,z,G(g,e, f,x))
gel(e f,x) ~ ¢ U(j2(G(g.e f,2)) als 7T'(1,e,2,G(g¢, f,z))
AN T@, f,xz,752(G(g,e, f,x)))

Stel nu e € R, 9. C ¢f. Als Si(g,e,f) ¢ R dan volgt (met de definitie van G en de keuze
van g) dat 9gz(ge ) = Pe = S%(g,e, f) € R (wegens R extensioneel); tegenspraak. Bijgevolg
S%(g,e, f) € R en dus (omdat . C ¢f) Ps2(g.e.r) = g, Waardoor volgt f € R. Dus {¢e | e € R}
is naar boven gesloten.

Vervolgens moeten we laten zien dat als R = W}, en e € R, er een u is met ¢, eindig, ¢, C ¢, en
u € R. Kies, weer met de recursiestelling, een code g’ zodat voor alle e, x:

g e (e.2) { eex als 3z <xT(1,h,Si(d,e),z2)

ongedefinieerd anders

Stelnue € R. Als Si(¢',e) € R volgt P51(g'e) = Pe dus Si(g',e) € R, tegenspraak; dus Si(¢',e) €
R. Maar nu is ¢g1(y ) eindig, want voor @ > pw.T'(1, h, Si(g',e),w) geldt dat Si(g',e) @z ~
g’ o (e,z) ongedefinieerd is. Tevens geldt ©si(gre) & Pe, zodat conditie 2. van opgave 53 ook
vervuld is. Dit bewijst dat {¢e | e € R} open is in PR.

2. Het is genoeg, te laten zien dat F~(0,) open is in PR voor elke basis-open verzameling
Ou={f€PR|aC f} met a: N — N eindig. Gegeven zo'n eindige «, is er een (code van een)
rijtje o zodat dom(a) = {i < lh(o) | (¢); > 0} en zodat voor alle ¢ € dom(a) : a(i) = (0); — 1.
Omdat F een effectieve operatie is, is er een totaal recursieve functie ¢ zodat F'(¢.) = @y (e) voor
alle e; dus

F™H04) = {pe | Yi <1(0)((0); > 0= Fy.(T(1,9(e),i,y) AU (y) = (0)i — 1))}

Ga nu na dat {e | p. € F71(O,)} r.e. en extensioneel is, zodat F~1(0,) open is met deel 1. van
het bewijs. [ |

Merk op, dat we eigenlijk een sterkere bewering bewezen hebben (in 1. van stelling 2.16) dan alleen
dat {¢. | e € R} open is: we lieten zien dat er een primitief recursieve functie S is, zodat voor alle
e: als e € R dan S(e) € R, pg(e) eindig en ¢g() C @.. Een dergelijke versterking is ook mogelijk
voor deel 2.

Opgave 54. Laat, voor eindige rijtjes o,
Oy = {f | ¥i < h(0)((0); > 0 = F(i) = (0); — 1)}

Laat zien (in de situatie van deel 2. van 2.16): er is een primitief recursieve functie S zodat voor
alle f en o: als F(py) € Oy dan is @g(f.5) € ©f, 9s(f,0) eindig, en F(@gf4)) € Og.

Opgave 55. Concludeer uit de stelling van Myhill-Shepherdson dat er geen totaal recursieve
functie F' is zodat voor alle e geldt: ¢, is constant (mogelijk partieel) dan en slechts dan als
F(e) € K.

De stelling van Rice-Shapiro is het analogon van Myhill-Shepherdson voor RE.

Stelling 2.17 (Rice-Shapiro, 1955) 1. Laat X C N een r.e. extensionele verzameling codes
voor r.e. verzamelingen zijn. Dan is {W. | e € X} open in RE.

2. Zij F: RE — RE een effectieve operatie. Dan is F continu.

Bewijs. 1. X is r.e. dus X = W, voor zekere g. We laten zien (weer gebruik makend van
opgave 53):

HeeX, W.CWy=feX
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ii) Er is een primitief recursieve functie S zodat voor alle e:
e € X = Wy eindig, Wg(ey € W, en S(e) € X

Voor i): neem aan e € X. Kies met de recursiestelling een code h zodat voor alle e, f en x:
he (e, fx) = pz[T(Le,x,2)V(T(L, f,2,51(2)) ANT(L,g,S7(h, e, f), j2(2)))]

Nu geldt: als SZ(h,e, f) € X is goSi(h, e, f) ongedefinieerd, dus dan is SZ(h, e, f)ex ~ he(e, f, )
gedefinieerd dan en slechts dan als eex gedefinieerd is; m.a.w. Wz, ¢ 5y = We dus S3(h,e, f) € X,
tegenspraak; dus S7(h,e, f) € X en er volgt

Wz (he.r) = We UWy
zodat, als We C Wy, Waz(p 05y = Wy en f € X.
Voor ii): Kies, weer met de recursiestelling, een code f zodat voor alle e, x:

f’(e,:l?) { eex als ﬁEZS‘TT‘(laga‘s’ll(fae)az)

ongedefinieerd anders

Stel e € X. Ga zelf na dat volgt: St(f,e) € X, Wsi(f,e) 1s eindig, en Wg1 (s ) € We. We kunnen
dus zetten: S(e) = Si(f,e).

2. Dit volgt vrij direkt uit de continuiteitsuitspraak in Myhill-Shepherdson. Definieer functies
Hi : RE — PR en Hy : PR — RE door:

Hy(R) = de partiéle functie met domein R en bereik {0}
Hy(f) = {z|f(z) =0}

Ga zelf na dat er primitief recursieve functies h1 en hy zijn zodat voor alle e geldt Hy(W.) = ¢p, (e
en Ha(pe) = Wi,(e), en dat de compositie Hy o Hy de identiteit op RE is. Hieruit volgt, dat als
F : RE — RE een effectieve operatie op RE is, Hio F o Hy : PR — PR o0k een effectieve operatie
is, dus continu met de stelling van Myhill-Shepherdson. Nu is

F = HyH,FHy,H, = Hy(H,FHs)H;
dus de continuiteit van F volgt uit de continuiteit van H; en Hy, die men gemakkelijk nagaat.ll

Opgave 56. Concludeer uit de stelling van Rice-Shapiro dat er geen totaal recursieve functie F
is zodat voor alle e geldt: W, is een singleton precies dan als F(e) € K.

Opgave 57. Concludeer uit de stelling van Rice-Shapiro dat {« | W, eindig} noch {z | W, oneindig}
r.e. is.

Tets lastiger is de situatie voor R. Hier zijn de basis-open verzamelingen van de vorm O,, zijn, met
O, ={f eR|Vi<lh(u) f(i) = (u);}
Het resultaat over r.e. extensionele verzamelingen ontbreekt in deze situatie. Ten eerste:

Opgave 58. Laat zien: als X een r.e. extensionele verzameling codes van totaal recursieve functies
is, is X = 0.

Nu kan de vraag iets genuanceerd worden: laten we X extensioneel met betrekking tot codes van
totale functies noemen, als voor elk tweetal codes e, e’ van totale functies geldt: ¢, = po = (e €
X & € € X) (X hoeft niet uitsluitend codes van totaal recursieve functies te bevatten). Geldt
misschien voor X r.e. en extensioneel m.b.t. codes van totaal recursieve functies, dat {¢. € R | e €
X} open is in R? Het antwoord wordt gegeven in de volgende propositie.

Propositie 2.18 (Friedberg, 1958) Er bestaat een r.e. verzameling X die extensioneel is m.b.t.
codes van totaal recursieve functies, zodat

{pe € R|e € X}

niet open s in R.
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Bewijs. Zij
X={e|(Vy<ecey=0)VIzleez#0AVy<zeoey=0ATe <2Vu<ze ou=ceul}

Hier moet e o z # 0 gelezen worden als Jy[T'(1,e,z,y) A U(y) # 0]; ga zelf na dat X r.e. is. Om
in te zien dat X extensioneel m.b.t. codes van totaal recursieve functies is, stel p. = @ totaal
en e € X. De definitie van X is van de vorm (1) V (2) waarbij (2) duidelijk een extensionele
eigenschap is. Als ¢.r = Az.0 dan €’ € X. Anders, laat 3’ het minimale niet-nulpunt van ¢.. Nu
geldt hetzij Vy < e.coy =¢' ey =0 (oftewel e € X op grond van (1)) in welk geval e < y’ < e’ (of
e’ <y zodat ook ¢’ € X op grond van (1)) zodat €’ € X op grond van (2), hetzij e € X op grond
van (2) in welk geval ¢’ € X op grond van (2) wegens (2) extensioneel.

Nuis T = {g. € R | e € X} echter niet open in R: wegens Az.0 € T zou er, ware T open, een u
zijn met Vi < lh(u).(u); =0 A Oy C T kies zo'n u en laat n = 1h(u). Kies een code g zodat voor

alle x:
0 alsz#n

ger = {k anders

waar k # 0 zo bepaald wordt dat geen partieel recursieve functie met code < n hetzelfde gedrag
heeft als ¢4 op {0,...,n}. Er geldt: ¢, € Oy, maar n < g (gana), en g ¢ X

Wel geldt het continuiteitsresultaat, waarvoor de belangrijkste bouwsteen de stelling van Kreisel-
Lacombe-Shoenfield (onafhankelijk ook bewezen door de Rus Ceitin) is.

Stelling 2.19 (Kreisel, Lacombe, Shoenfield (1957)) Er is een partieel recursieve functie K
met de volgende eigenschap: wvoor iedere effectieve operatie F' : R — N (effectief in de zin dat
F(pe) = f ®e voor zekere f) en iedere f met

{e | e totaal} C dom(pf) AVe(p, totaal = f e e = F(p.))
en voor iedere e met @, totaal, is K(f,e) gedefinieerd, en er geldt:

1. @e € Ok (f.e)

2. Ve!(per totaal A oo € O g0y = Fpe) = F(per))

Bewijs. Laat u°® = Az.(u), (Herinner dat (u), = 0 voor x > lh(u) per afspraak); en G primitief
recursief zodat u® = pg(,). We definiéren een partieel recursieve functie van 4 variabelen als volgt:

ongedefinieerd als f ey ongedefinieerd (1)
yoxr als —Jw<z(T(1,f zw) ANU(w)=fey) (2)
u®(z) als w <z minimaal met T(1, f, z,w) AU(w) = f oy,
n(f,y,z,x) ~ en (u,t) minimaal met Th(u) > w A
AV <wIv < t(T(1,y,3,0) ANU(w) = (u);) A (3)
AT <t(TQ, f,Gu),v) NU@Ww) # fey)
ongedefinieerd als in (3) zo'n (u,t) niet bestaat

We kiezen nu met de recursiestelling een z zodat voor alle f,y, z:

ze (f,y,x) ~n(f.y,Si( f,y). x)

Stel nu dat F een effectieve operatie is, zodat F(¢.) = f e e voor alle codes van totaal recursieve
functies e, en stel ¢, totaal. Dan is f e y gedefinieerd. Verder geldt:

i) Jw(T1, f,S2(z, f,y),w) ANU(w) = f ey). Want stel niet, dan is S?(z, f,y) @ x gelijk aan
y e x voor alle z (uit de definitie van 7, want S?(z, f,y) e x ~ n(f,y, S%(z, f,vy),z)), m.a.w.
P52(z,f,y) = Py, MAAL dan moet juist wel f @ S?(z, f,y) = f ey gelden, vanwege de aanname
op f
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ii) Zij w minimaal zodat T'(1, f, S?(z, f,y),w). Dan bestaat er geen u met
w<lhu) AVi<wyei=(u); AN feGu)# fey

Immers stel wel, dan was er (u,?) als in (3) van de definitie van 7, en zou volgen ¢g2(, 1,) =
Ya) = u’® dus fe S2(z, f,y) = f e G(u) # f ey, in tegenspraak met i).

iii) Met w als in ii): als ¢, totaal en Vi < w.y’ @i = y e i, dan fey = f ey’; immers als w’
zodat T'(1, f,S%(z, f,9'),w’) en w” het maximum van w en w':
foy =feG((y 00,....y o (w' —1))) vanwege ii) met ¢y’ i.p.v. y; dit is ook gelijk aan
foeG(y 0,....1y/ ¢ (W' —1))) = fey, want (y' ¢0,...,y" e (w’ — 1)) is een voortzetting
van het rijtje (y0,...,ye (w—1)).

Dus als we zetten:
I{(fvy)2 <y.0,---,’y.(’U*1)>

waar v = pw.T(1, f,S%(z, f,y), w), dan heeft K de in de stelling geponeerde eigenschappen. Ga
na dat K partieel recursief is. [ |

Gevolg 2.20 Zij F : R — R een effectieve operatie. Dan is F' continu.

Bewijs. We moeten laten zien dat voor elke f € R en elke u met F(f) € O,, er een v is zodat
f €0, NF[O,] CO,.

Omdat F een effectieve operatie is, is er een partieel recursieve functie 1 zodat voor alle 7 en alle
codes van totaal recursieve functies e:

Y(e, i) = F(pe)(7)
Laat G primitief recursief zodat G(i) een code van Ae.y(e, ) is; er geldt:
Ve = per = G(i)ee=G(i)oe

voor alle 4 en alle codes van totaal recursieve functies e, e’; dus we kunnen stelling 2.19 op G(7)
toepassen. Zij f € R, f = p,. Laat

w = max{lh(K(G(i),y)) | 0 <i < lh(u)}
Dan geldt
9 € Oyen,....ye(w—1)) = F(g) € Oy
(ga na) | |

Opmerking Het getal w = wy, = max{lh(K(G(:),y)) | 0 < i < lh(u)} wordt wel een modulus
van continuiteit van F' bij ¢, genoemd. Het hangt echter in de eerste plaats van de code y af;
d.w.z. er is in het algemeen geen partieel recursieve functie N die voldoet aan: N(y,u) is een
modulus van continuiteit, en ¢, = ¢,y = N(y,u) = N(y/, u).

Opgave 59. Laat zien dat er geen effectieve operatie F' : R — N is zodat voor alle codes van
totaal recursieve functies e geldt:

0 €rge(pe) © Fle) e K

2.4 Stricte r.e. verzamelingen in de wiskunde en de logica

In deze paragraaf bespreek ik een paar voorbeelden van problemen in wiskunde en logica, waarvan
de onoplosbaarheid middels recursietheorie kon worden aangetoond. Steeds is er sprake van een
geschikte codering van het probleem in termen van natuurlijke getallen.
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2.4.1 Hilberts tiende probleem

In 1900 presenteerde David Hilbert een lijst met problemen die de wiskunde volgens hem in de
20° eeuw diende op te lossen. Het tiende probleem handelde over Diophantische vergelijkingen,
dat zijn vergelijkingen van de vorm P(Xy,...,X,) = 0, waar P € Q[X3,...,X,] een polynoom
met rationale coéfficiénten is. De vraag luidde:

10. Gegeven een Diophantische vergelijking in een willekeurig aantal variabelen en met
gehele coéfficiénten; ontwerp een procedure met behulp waarvan in een eindig aantal
stappen uitgemaakt kan worden of de vergelijking een gehele oplossing heeft.

Nu kan elk polynoom in n variabelen natuurlijk gecodeerd worden als rijtje n + 1-tallen (voor
coéfficiénten en machten), bijvoorbeeld: codeer 4X{ X, + 5X2X3 + X1 X3 als

((4',4,1,0),(5',0,2,1),(1,1,0,1))

(waar '—' een geschikte codering: Q — N geeft) zodat (als "P' de code van polynoom P is) de
functie
Az P, ..., xp)

primitief recursief in "P' en x1,...,, is. De verzameling
{u|u="P A 3IZPE&) =0}

is dan duidelijk r.e. Hilberts vraag veronderstelt dat de verzameling van alle v zodat u een
polynoom P in n variabelen codeert waarvoor 3x1 - - -, P(x1, ..., x,) = 0, recursief is.
In 1970 bewees Matijasevic¢ dat er voor elke e en n een polynoom P in minstens n+ 1 variabelen
bestaat, zodat
Wr={(x1,...,2n) | Jant1 - anyrxP(x1, ..., Tn, Gng1y oy Qnyr) = 0}
Er geldt dan
WP 40— 31ty P(x1,. .., Tpgk) =0

Een oplossing van Hilberts tiende probleem in zijn volle algemeenheid zou ons dus een besliss-
ingsprocedure geven voor de vraag: is W = ()7 Maar we hebben gezien dat zo’n procedure niet
kan bestaan.

Wie geinteresseerd is in het bewijs van Matijasevi¢’ stelling, kan terecht bij het boek van
Smorynski.

2.4.2 Woord-problemen: groepen

Woord-problemen treden op bij elke mathematische structuur die gedefinieerd kan worden in
termen van voortbrengers en relaties. Als voorbeeld schets ik het woord-probleem voor groepen.
Zij A = {a1,...,a,} een eindige verzameling; associeer met elke a; een nieuw element a; le
A~V ={a7l, ... a;}; zodat a; b #£ aj_l als a; # a;.
Een woord op A is een rijtje
bi--bm (1)

waarvoor geldt dat alle b; € A U A~! voor 1 < i < m, en waarin nooit a; en a; I naast elkaar
staan. De verzameling woorden op A schrijven we als [4]. In (1) laten we m = 0 toe; we spreken
van het lege woord.

Er is een simpele operatie op woorden: concatenatie. Als 0 = by---by, en 7 = ¢ --- ¢ laat
oxT =by---bycy--- ¢ zijn; dit hoeft geen woord te zijn, maar door eindig vaak een aanliggend
paar a;a; ' of a; 'a; uit o * 7 te verwijderen ontstaat wel een woord, dat we noteren met o7.

Propositie 2.21 Met de operatie o,7 — ot is [A] een groep.
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Bewijs. Zie, bijvoorbeeld, het boek Combinatorial Group Theory van R.C. Lyndon en P.E.Schupp,
Springer 1977 (herdrukt in 2001). | |

[A] heet de vrije groep voortgebracht door de verzameling A.

Een relatie op A is een uitdrukking X =Y, waar X, Y € [A]. Als R een verzameling relaties
op A is, geven we met [A; R| de factorgroep [A]/K aan, waar K de normaaldeler van [4] is die
voortgebracht wordt door {X~1Y | (X =Y) € R}.

Een eindige presentatie van een groep G is een paar (A, R) met A een eindige verzameling en
R een eindige verzameling relaties op A, zodat G = [A; R]. We zeggen: G is eindig gepresenteerd.

Laat ¢p : [A] — [4; R] de quotiéntafbeelding zijn. We zeggen dat het woord-probleem voor
G = [A; R] oplosbaar is, als er een procedure is die voor elk tweetal woorden X,Y op A uitmaakt
of pr(X) = ¢r(Y) in [A; R].

Zo op het eerste gezicht lijkt dit af te hangen van de presentatie; maar men kan laten zien dat
het al of niet oplosbaar zijn van het woord-probleem niet van de presentatie athangt.

De stelling van Novikov (1955) luidt, dat er een eindig gepresenteerde groep is met een onop-
losbaar woord-probleem. Wie het bewijs wil lezen, zij verwezen naar de Appendix van:

J.R. Shoenfield, Mathematical Logic, Addison-Wesley 1967 (of de recente reprint: Association for
Symbolic Logic, Massachusetts 2001). Ook het eerder aangehaalde boek Combinatorial Group
Theory van Lyndon en Schupp bevat hier materiaal over.

2.4.3 De stellingen van Church en Trachtenbrot

In hoofdstuk 5 van deze syllabus zullen we nog uitvoerig zien hoe formules en bewijzen in de
predicatenlogica gecodeerd kunnen worden door natuurlijke getallen. Als dit “eenvoudig” genoeg
gebeurt, is de verzameling codes van bewijsbare formules duidelijk r.e.

De Stelling van Church, die we zullen bewijzen, zegt dat deze verzameling strict r.e. is: anders
gezegd: de predicatenlogica is onbeslisbaar, er is geen procedure die voor een gegeven formule ¢
uitmaakt of ¢ bewijsbaar is in de predicatenlogica.

De stelling van Trachtenbrot geeft een voorbeeld van recursief onscheidbare, disjuncte r.e. verza-
melingen buiten de recursietheorie: evenals formules kunnen ook eindige structuren in getallen
worden gecodeerd, en wel zodat de verzameling A van paren (x,y) zodat z een eindige structuur
N codeert en y een zin @, en R = @, recursief is.

7Zij A1 de verzameling codes van bewijsbare zinnen uit de predicatenlogica; de stelling van
Trachtenbrot beweert, dat A; en

Ay ={y | Fx((z,y) € A)}

recursief onscheidbare r.e. verzamelingen zijn. Voor het bewijs: zie Smorynski.
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3 Reductie en Klassificatie

Dit hoofdstuk gaat over definieerbare deelverzamelingen van N¥. Een deelverzameling A C N* heet
definieerbaar, als de uitspraak & € A equivalent is aan een uitspraak die kan worden opgeschreven
met behulp van alleen primitief recursieve predicaten, logische tekens als =, A, V, = en kwantoren
3,V. Elke r.e. verzameling A C N* is definieerbaar, want er is een primitief recursief predicaat
S C NF+L zodat 7 € A equivalent is met Jy.(Z,y) € S.

De definieerbare deelverzamelingen kunnen worden geklassificeerd naar de complexiteit van
de eenvoudigst mogelijke definitie; we krijgen een gelaagde structuur die arithmetische hiérarchie
heet.

Een belangrijk instrument om de precieze plaats van een verzameling binnen de arithmetische
hiérarchie te bepalen, is het begrip ‘reduceerbaar’ dat we kennen van hoofdstuk 2, en dat we
hier nader beschouwen. Voorts blijkt het mogelijk, om met behulp van deze reduceerbaarheid
de structuur van de arithmetische hiérarchie te verfijnen; iets hiervan werken we uit voor r.e.
verzamelingen (zie 3.3).

3.1 Many-one reduceerbaarheid

Definitie 3.1 Een preordening op een verzameling is een reflexieve en transitieve relatie.

Een preordeningsrelatie wordt vaak aangegeven met < alsof het een ordening is. Ga na, dat als
< een preordening op X aangeeft, de relatie =, gedefinieerd door:

r=ypreciesdan alsz <yAy <z

een equivalentierelatie op X is. De preordening < induceert dan een partiéle ordening op de
verzameling equivalentieklassen modulo =.

Definitie 3.2 Laat < een preordening zijn op de verzameling X, en z,y,z € X. We zeggen dat
z een supremum (of kleinste bovengrens) van x en y is, als voor elke w € X geldt:

zfw<s=zc<wAysw

Merk op, dat in een preordening een supremum van x en y hooguit op =-equivalentie na vastligt.
Een verzameling X met een preordening < waarvoor geldt, dat elk tweetal elementen van X
een supremum heeft, noemen we een pre-halftralie.
We definiéren nu de volgende preordening op P(N):

Definitie 3.3 Stel X en Y zijn deelverzamelingen van N. We noemen X many-one reduceerbaar
tot Y, notatie X <,, Y, als er een totaal recursieve functie F' is zodat

X=FYY)={2z|F(z) €Y}

Gegeven zo'n F, heet X ook wel many-one reduceerbaar tot Y wvia F.

We schrijven X =, Y voor de bijbehorende equivalentierelatie: X =,, Y als X <,, Y en
Y <., X.

Het subscript m slaat op “many-one”, en beklemtoont dat de gevraagde functie F' niet injectief
hoeft te zijn.

In dit hoofdstuk bestuderen we de relatie <,,. Ik vat de volgende elementaire eigenschappen van
<,, samen in een opgave:

Opgave 60.
a) Bewijs, dat <,,, een preordening op P(N) is;
b) Bewijs: X <,, Y & X° <, Y€,
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¢) Bewijs, dat voor alle X C N geldt:

d) Stel X #0, X # Nen X is recursief. Bewijs, dat X een supremum is van @ en N;
e) Stel X,Y C N. Definieer de verzameling X UY door:
XUY ={2z|ze X}U{2z+ 1|z €Y}
Bewijs, dat X U'Y een supremum is van X en Y;
f) Stel X <,, Y. Bewijs: als Y recursief is, is X het ook; en als Y r.e. is, is X het ook;
g) Bewijs: als X r.e. is en X is niet recursief, dan X £,, X¢.

Uit deze opgave blijkt onder meer, dat P(N) met de relatie <,, een pre-halftralie vormt. De
“onderkant” van de preordening <,, ziet er zo uit:

Re* co-Re*
Rec”
0 N
waar:
Rec* = {X|X #0,X #N, X recursief}
Re* = {X|X r.e., niet recursief}
co-Re* = {X|X°€ r.e., niet recursief}

Verder is Rec” een cluster m.b.t. <,,,: dat wil zeggen dat voor alle X,Y € Rec” geldt, dat X =, Y.
Later zullen we zien, dat dit niet waar is voor Re*!
De volgende opgave is om wat te oefenen met de relatie <,,.

Opgave 61. Bewijs:
{x| W, is oneindig} =,,, {z| ¢, is totaal} =, {z|rge(p,) is oneindig}

Stel nu, dat X een collectie deelverzamelingen van N is. X € X heet m-compleet in X, als voor
alle Y € X geldt, dat Y <,;, X (X is “het grootste element” van X).

Opgave 62. Bewijs, dat K m-compleet is in Re*.

Via rijtjes-codering breiden we de relatie <,, uit tot verzamelingen van k- en n-tallen: voor X C N¥
en Y C N” zeggen we X <, Y als

(7@ |7 € X} < {4"() |7 € Y}
Ga na dat dit equivalent is met: er zijn totaal recursieve functies Fy,..., F, : N¥ — N, zodat

X = {Z| (F(Z),...,Fa(@)) € Y}
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3.2 De arithmetische hiérarchie

Definitie 3.4 De klassen van %,,-, I1,,- en A,-relaties R C N* (voor variabele k) zijn gedefinieerd
als volgt:

1. R C N* ig een Yy-relatie < R is een IIj-relatie < R is primitief recursief;

2. R is een X, 1-relatie dan en slechts dan als er een II,-relatie R’ is zodat
R={Z] (@ y) € R}

3. R is een II, y-relatie dan en slechts dan als er een X,,-relatie R’ is zodat
R={7|vy((#,y) € R')}

4. R is een A,-relatie dan en slechts dan als R zowel een X,,- als een II,,-relatie is.

We schrijven ook wel ¥, (I1,,, A,,) voor de klasse van 3,, (c.q. IT,,-,A,,-)-relaties; en de schrijfwijzen
“R is een X,-relatie” en “R € X,,” zijn equivalent.
Merk op:

e A is de klasse van recursieve relaties;

e Y, is de klasse van r.e. relaties;

e [II; is de klasse van complementen van r.e. relaties
Propositie 3.5 X, UL, C A, 1

Bewijs. Dit berust op het logische trucje van het invoeren van “dummy-variabelen”: voor S C
N™ laat S x N={(x1,...,2m+1) | (z1,...,2m) € S}. Dan is

S = {& | Va1 (@ Tms) € S x N)} = {F | Tenir (F20r1) € S x N)}

Met inductie is makkelijk na te gaan: S € ¥,(II,,) = S x N € 3, (II,,). De propositie volgt nu
met inductie:

Yo =YoUIly € A; want alle primitief recursieve relaties zijn recursief;
Stel S € X411, dus S = {Z | Jy((Z,y) € S")} voor zekere S’ € II,,. Dan

S ={7|V23y((#,y,2) € ' x N)} € Iy

en S € X, 9 is duidelijk, want S” € II,, 1 per inductiehypothese.
Het argument voor S € I1,, 41 is identiek. [ |

NN S
ENIZERN \

We krijgen het volgende plaatje:

Ons voornaamste doel is nu, aan te tonen dat alle inclusies in dit plaatje strict zijn (d.w.z. in
feite hebben we overal C); dit is de zg. hiérarchie-stelling (3.11); in het bijzonder volgt hieruit,
dat X, #1I,, (waarom?).

Voorbeelden.
{z | ¢z is totaal} = {x | Vy3=T'(1,2,y,2)} € II,

{z | W, is eindig} = {z | InVz(T' (1, z, j1(2), j2(2)) = j1(2) < n)} € X
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Propositie 3.6 Steln >0. Als Re X, en S <,, R dan S € ¥,,.
Opgave 63.

a) Bewijs propositie 3.6. Gebruik inductie.

b) Bewijs, dat propositie 3.6 ook geldt met %,, vervangen door II,,.

¢) Waarom is de voorwaarde n > 0 in propositie 3.6 nodig?
Propositie 3.7
i) AlsR,Se€X,(Il,) dan RNS,RUS € %,,(I1,);
ii) Als R C NM*L een B, (I1,,)-relatie is, dan zijn
{(Z,y) | Jw < y(Z,w) € R} en
{(Z,y) | Yw < y(Z,w) € R}
het ook;
i) (n>0) Als R C NFL een X, -relatie is, dan is {Z | 3w (F, w) € R} het ook;
Als R C N**L een T1,,-relatie dan ook {F | Vw(Z,w) € R}.
Bewijs.
i)  Voor n =0 is dit duidelijk. Stel nu R, S € ¥,,11; dan zijn er R, S’ € II,, zodat
R={#| (@ y) € R}, S ={7]Iw(@ w) € 5’}
dus
RN S ={Z|IyIw((Z,y) € R A (F,w) € 5)}

Nuis {(Z,y,w) | (Z,y) € R'A(Z,w) € S’} € 11, per inductiehypothese, dus met propositie 3.6
volgt
{(@,2) | (Z,41(2)) € R' A (Z,j2(2)) € 8"} €11,

zodat
RNS={7|32((7,j1(z)) € R N (Z,72(2)) € S)} € Zpi1

En RUS ={Z| y((#,y) € RUS)} € )41, want R' U S’ € II,, per inductiehypothese.
Voor R, S € I1,,41: pas De Morgan-dualiteit toe. Immers R € ¥, & R¢ € Il,,; en RN S =
(R°U S°)°.

ii) Stel R € ¥,,41. Dan geldt voor zekere R’ € II,,, dat R = {¥ | 3y(&,y) € R'}. Er volgt

{(@,y) | Vo < y(Z,w) € R} =
{(Z,y) | Yw < yF2(Z,w,2) € R’} =
{(Z,y) | o(lh(o) =y + 1 AVi < y(&,1,(0);) € R")}

Pas nu inductiehypothese en propositie 3.6 toe.
iii) Gebruik paar-codering en propositie 3.6
|

Om te bepalen of een relatie R een X,,- of II,,-relatie is, past men eerst het zg. Tarski-Kuratowski
algoritme toe: schrijf R als logische combinatie (met A,V,—,—,3,V) van primitief recursieve
relaties. Breng dan de kwantoren naar voren met de van de logica bekende regeltjes:

i) —Vzp & Jz-e
Iz & Vr-p
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i)  (VYap) AN < Va(e AY) en (Vap) Vi) < Va(e V) als = niet in ¢ voorkomt; dito voor 3

i) ((Vay) =) & 3x(e — ¢) en
((Fzp) — ) & Va(e — 1), als = niet in ¢ voorkomt.

De voorwaarden in ii) en iii) betekenen dat men soms variabelen moet “ombenoemen” (d.w.z.
Vyp(y) schrijven in plaats van Vze(z)). De formule wordt in prenex-normaalvorm gebracht,
d.w.z. alle kwantoren staan vooraan. En nu:

e begint de formule met 3 en zijn er n kwantorwisselingen, is de bijbehorende relatie ,,41;
e begint de formule met V en zijn er n kwantorwisselingen, is de bijbehorende relatie II,,1;
e is de formule kwantorvrij, is de bijbehorende relatie .
Voorbeeld. {z | ¢, is totaal en begrensd} =
= {z|Vy3T(1,z,y,2) ANInVyVz(T(1,z,y,2) = U(z) <n)}

= (variabelen ombenoemen)

{z | Vy3=zT(1,z,y,z) A InVovw(T (1, z,v,w) — U(w) < n)}
= {z|Vy3z(T(Q,z,y,2) A InVoVw(---))}
= {z|Yy3zanVoVuw(---)}

met (- ) recursief; dus dit is een IIs-relatie. Maar na het ombenoemen van de variabelen kunnen
we ook eerst de kwantoren van het tweede conjunct naar voren halen. We krijgen dan:

{z | InvVoVwYy3z(---)}

en dit is een X3-relatie.

Het Tarski-Kuratowski algoritme levert ons dus altijd een ¥, of II,, waar onze relatie in zit
(als we haar logisch kunnen definiéren), maar niet altijd de “zuinigste”, en vertelt ons niets over
Aj,-relaties zoals deze in het voorbeeld (blijkens de twee berekeningen is dit een Ag-relatie).

Om te bewijzen dat een bepaalde relatie R (waarvan men bijvoorbeeld weet dat het een A,,41-
relatie is) niet X, of II,, is, biedt het algoritme geen soelaas, en moeten we aan het werk:

Voorbeeld. De relatie {x | ¢, is totaal en begrensd} is geen Ils-relatie.

Bewijs. Stel wel, dan geldt voor zekere recursieve relatie R(x,y, 2):
@z is totaal en begrensd < Vy3zR(z,y, z)

Kies nu met de recursiestelling een code e zodat voor alle y:

eey ~max({w <y | Vo <wlz <yR(e,v,2)})
met de conventie dat max()) = 0. Dan is ¢, totaal. Echter, uit de keuze van e kun je nagaan dat

©e 18 begrensd < JyVz—R(e,y, 2)

Aan de andere kant volgt uit de keuze van R:

JyVz-R(e,y, z) < @, is niet totaal en begrensd

zodat we een tegenspraak hebben. [ |

Opgave 64. Bewijs dat {z | ¢, is totaal en begrensd} ook niet 5 is.

(Hint: de definitie van “totaal en begrensd” bestaat uit een 3a-deel en een IIs-deel. In het
voorbeeld wordt (om te bewijzen dat de relatie niet Ils is, gewoekerd met de Ya-component. Hier
moet je juist de andere component gebruiken)

Het laatste voorbeeld toont in ieder geval aan, dat de inclusie IIs C Ag strict is. We zullen nu
inzien dat elke inclusie: 1, C A, 41, 3 € Apyr, Ay, C 3y, A, C 1, strict is.
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Definitie 3.8 Definieer voor elke n, k > 1 een X, -relatie E,(lk) C NFtL alg volgt:

E’r(zk) = {(Zv'rlv" '7':6]6) | ElyIVyQ ElynT(n+k7 1727jn+k71(1‘15' oy Tk Yly - - aynfl)vyn)}

als m oneven is, en
EM ={(z,x1,...,2) | InVya - Yy T(n+ k= 1,2, 5" oy, 2k, y1, Y1), 0n) )
als n even is.
Stelling 3.9 (Kleene normaalvorm-stelling) (n > 0) Elke ¥, -relatie is van de vorm
{#] (2,7 € EMY}
voor zekere z, en elke 11, -relatie is van de vorm

{#] () ¢ B}
voor zekere z.

Als R C NF een X, -relatie is, heet een voorstelling van R als {F | (2,%) € Er(lk)} een Y-
normaalvorm van R, en z een %,-code van R. Analoog hebben we ook II,-normaalvormen en
-codes.

Bewijs. De bewering over de II,,-relaties volgt natuurlijk uit die over de X,,-relaties. We bewijzen
die met inductie naar n:

Elke ¥;-relatie is W* voor zekere e oftewel {#| T (k,e,i%(T),v)}.

Stel R is een ¥, 41-relatie, dan is R = {& | JyS(&,y)} voor een zekere II,-relatie S; dus S€ is
3, en met inductiehypothese geldt dus (Z,y) € S < (z,%,y) € EFY Soor zekere z. Neem nu
aan dat n oneven is (het andere geval gaat net zo); we krijgen:

TeER

(=, 7,y) ¢ B4

Ely—Ely1Vy2 e ElynT(k +n, Zajk+n(fa Ys Yty - 7yn71)5 yn)
ElyVyl e Vyn_'T(k +n, Zajk+n(fv Y Yty .- 7yn71>5 yn)

(2,%) € Effgl

tee e

Propositie 3.10 E,Sk) is X, maar niet 11,,.

Bewijs. (neem aan: k = 1) Stel EY €11, dan is ook {z | (z,2) € E}(ll)} € I, en dus is er een
z (met de normaalvorm-stelling) zodat voor alle x:

(z,2) € BYY & (2,2) ¢ BV

Hieruit volgt natuurlijk voor = z een contradictie. [ |

Gevolg 3.11 (Hiérarchie-stelling) Alle inclusies in de arithmetische hiérarchie zijn strict.

Bewijs. Immers, E,(zk) € ¥, \ II, impliceert A, ; 3, en II,, ; Ap41; en uit (E',(Lk))C eI, \ X,
volgt A, ; II,, en X, ; Apiq.

Opgave 65. Bewijs: als R m-compleet is in 3, dan R ¢& I1,,.

Opgave 66. Bewijs: als A m-compleet is in 3, en B m-compleet in II,,, dan geldt A LI B €
Api1 \ X, UIL,.
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Propositie 3.12 De relaties E,Sk) zijn. m-compleet in X, en hun complementen zign dus m-
compleet in I1,,.

Bewijs. Dit volgt onmiddellijk uit de normaalvormstelling (stelling 3.9); ga na. |

Het klassificeren van een verzameling X C N* is het bepalen van zijn exacte plaats in de arith-
metische hiérarchie. Vaak gebeurt dit als volgt: via het Tarski-Kuratowski algoritme probeert
men een zo klein mogelijke n te vinden zodat X € ¥,,, II,, of A,; weet men dat X € ¥, en lukt

het niet, te laten zien dat X € II,,, dan probeert men te laten zien dat voor zekere k, E,(Lk) <m X.

Voorbeeld. {z | ¢, is totaal} is strict IIs.
Bewijs. Noem deze verzameling X. We laten zien dat (Eél))c <m X:
(Eél))C = {(z,z) | Yy13y=T(2, 2, j(x,y1),y2)}. Als g een code is zodat voor alle z, x, y:

ge(z,w,y1) ~ze(x,y1)

dan geldt:
(wn, wp) ¢ B3 ©
Vy1Fy2T'(2, w1, j(w2, Y1), y2) <
Vy13y2T(1, S (g, w1, w2), 41,92) =
©52(g,wr,wy) 18 totaal
Dus (Eél))C <, X, als verlangd. | |

Opgave 67. Laat zien, dat {e | W, is een singleton} strict A is.

Opgave 68. Vind zo klein mogelijke n zodat de volgende relaties in 3, I1,, of A,, zijn:
i) {e]| W, is eindig}

ii) {e|rge(pe) is oneindig}

iii) {e | p. is constant (mogelijk partieel)} = {e | ¢ neemt hooguit één waarde aan}

{J(eaf) | We < Wf}

v) {e| W, is m-compleet in ¥}

v

)
)

Karakteriseer hiervan de eerste drie wolledig, door te laten zien dat ze m-compleet zijn in hun
klasse.

3.2.1 Een exacte klassificatie

In deze paragraaf wil ik een voorbeeld geven van een iets minder eenvoudige exacte klassificatie in
de arithmetische hiérarchie. Er is uitgebreide theorie over dit soort klassificaties; zie hiervoor het
boek van Soare. Dit gaat echter buiten het bestek van dit diktaat; daarom is onderstaand bewijs
met “handen en voeten” gedaan.

Ik neem de verzameling

X = {z | ¢, is niet voort te zetten tot een totaal recursieve functie}

Volgens opgave 43 is X # 0.
Opgave 69. Bewijs dat X niet X is:
a) met de stelling van Myhill-Shepherdson

b) zonder gebruik te maken van de stelling van Myhill-Shepherdson
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Met het Tarski-Kuratowski algoritme komen we er gemakkelijk achter dat X een II3-verzameling
is: er geldt
e€ X & Vf(py totaal = @ Z ¢y)

De rechterkant van deze equivalentie kunnen we schrijven als

ViVeIyT (1, f, z,y) — Juvw(T(1,e,u,v) NT(1, fyu,w) AU(v) # U(w)))
oftewel als

Vf uvwavy(T(1, f,z,y) — (T(1,e,u,v) NT(1, fyu,w) ANU(v) # U(w)))
dus X € IIs.
Propositie 3.13 X is m-compleet in 113.

Bewijs. Zij A een willekeurige IIs-verzameling, dus
A=A{f|VeIYyVzR(f, x,y,2)}
voor zeker recursief predikaat R. We moeten een totaal recursieve functie G vinden zodat
feA=G(f)eX
fEA=G(f)¢X

Dit gaat als volgt. Volgens de S]*-stelling is er een primitief recursieve functie G zodat voor alle
fen z, G(f) e z gegeven wordt door de volgende instructies:

Bereken (zoek) de kleinste W zodat hetzij (1), hetzij (2):
(1) Fz < j1(2)Vy < ja(2)3w < W=R(f, z,y, w)
(2) vy <j2(2)Fw < WT(1,51(2),5(51(2), y), w)

Zet G(f) e z ongedefinieerd als er niet zo'n W is.

Als W wel gevonden is, zet G(f) @ z = W als (1) zich voordoet.
Als (1) zich niet voordoet, zoek w met T'(1,71(z2), z,w), en zet G(f) @ z = U(w) + 1.

Stel nu f € A dus VeIyVzR(f,x,y, z), en stel ¢, totaal.
Laat voor iedere z, n, = max({m | Vy < m3z—R(f,z,y,2)}); en zet

N(u) =max({ng |z <u})+1

Dan is G(f) e j(u, N(u)) altijd gedefinieerd (de gezochte W is er op grond van (2), omdat ¢,
totaal is), maar de gevonden W kan nooit aan (1) voldoen (ga na); dus G(f) e j(u, N(u)) =
u e j(u, N(u)) + 1, dus ¢, is geen voortzetting van @gs). Dit geldt voor elke totale ¢,, dus
G(f) e X.

Als f ¢ A dan J2Vy3Iz—R(f, z,y, 2); stel N minimaal zodat Vy3z—R(f, N,y, z). Dan geldt:
- Als ji(z) > N, is G(f)ez gedefinieerd (W wordt gevonden want (1) zal zich altijd voordoen).

- Als j1(2) < N hangt G(f) e z af van j1(2).
De functie An.G(f)®j(j1(2),n) is totaal als Az.j1(2) 5 (j1(2), z) totaal is, en heeft een eindig
domein als A\x.j1(2) @ j(j1(2), z) niet totaal is. In beide gevallen heeft An.G(f) o j(j1(2),n)
een totaal recursieve voortzetting Fj, (.).

Definieer dus ‘ ‘
Fy(j2(2)) als ji(z) =0

Hz)=q " o
Fy_1(j2(2)) als ji(z) = N -1
G(f)ez anders
Dan is H een totaal recursieve voortzetting van pgy)- [ |
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3.3 R.e. verzamelingen: recursief, m-compleet, en er tussenin

In deze paragraaf zullen we zien dat het perspectief van many-one reduceerbaarheid een niet-
triviale structuur geeft op de collectie van alle r.e. verzamelingen.

Eerst beschouwen we een belangrijke groep r.e. verzamelingen: namelijk die, welke extensioneel
zijn als verzameling codes voor r.e. verzamelingen (zie hoofdstuk 2). Deze blijken altijd hetzij
recursief, hetzij m-compleet in ¥ te zijn.

Vervolgens karakteriseren we de m-complete r.e. verzamelingen: deze zijn “recursief isomorf”
met K, de standaard verzameling. Ook zijn het precies de creatieve verzamelingen (Gevolg 3.18
hieronder).

Tenslotte tonen we aan, dat er ook r.e. verzamelingen zijn die noch recursief, noch m-compleet
zijn. De structuur van de preordening (RE, <,,) is uiterst ingewikkeld, en onderwerp van veel
onderzoek!

3.3.1 Extensionele r.e. verzamelingen

Opgave 70. Laat zien dat uit de stelling van Rice volgt: als X C N recursief is en extensioneel
als verzameling codes van r.e. verzamelingen, dan X = () of X = N.

Propositie 3.14 Als X C N r.e. en extensioneel als verzameling codes van r.e. verzamelingen,
dan is X hetzij recursief, hetzij m-compleet in 3.

Bewijs. Stel X voldoet aan de voorwaarden, en X # (), X # N. Dan volgt uit de opgave hierboven
dat X niet recursief is, dus we laten zien dat X m-compleet is in 3.

Nu volgt uit de stelling van Rice-Shapiro, dat als n € X en W,, =0, dan X = N (ga na). Dus
Wo=0=n¢gX. Omdat X # () iser e € X. Kies zo'n e. Zij g € N willekeurig; kies (met behulp
van de Si"-stelling) een primitief recursieve functie F' zodat voor alle z, y:

F(z) oy~ pz[T(1,e,y,j1(2)) NT(L, g, 2, j2(2))]

Dan geldt:
| We alszeW,
Wr@) = { 0 anders

Oftewel, vanwege de aanname op X: z € W, & F(z) € X. Dus W, <,,, X, en daar g willekeurig
was is X m-compleet in 3. [ |

3.3.2 m-Complete r.e. verzamelingen

Ter herinnering: een verzameling X C N heet creatief als X r.e. is en er een partieel recursieve
functie v is zodat voor alle e:

W.N X =0 = 1(e) is gedefinieerd en 9(e) € W, U X

(X heet dan creatief via 1))
Opgave 71. Laat zien dat K creatief is.

We zullen nu laten zien, dat een r.e. verzameling precies dan m-compleet is in 31, als hij creatief
is. Hierbij speelt de volgende stelling een rol, die ook op zichzelf niet oninteressant is; hij wordt wel
een “recursief analogon van de stelling van Cantor-Bernstein” genoemd (de stelling van Cantor-
Bernstein in de verzamelingenleer zegt, dat als er injectieve functies X — Y en Y — X zijn voor
verzamelingen X en Y, er ook een bijectie X — Y is).

Een nieuwe notatie: met X <; Y wordt bedoeld dat X = F~1(Y') voor zekere totaal recursieve
injectieve functie F'. Ook de relatie <; is een preordening natuurlijk, en er is het begrip “1-
compleet in ¥, geheel analoog gedefinieerd als m-compleet.

Stelling 3.15 (Isomorfiestelling van Myhill) Voor A, B C N: als A <1 B en B <y A is er
een totaal recursieve bijectie h : N — N met h[A] = B.
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Bewijs. Laat A <; B via f en B <; A via g, dus f, ¢ zijn totaal recursieve 1-1 functies met
A= f71(B) en B = g !(A). We construeren met primitieve recursie een rij 1-1 functies hs met
eindig domein (strict genomen moet dit gecodeerd worden als eindige rijtjes; dit laat ik aan de
lezer over) waaruit ook hg ! recursief te halen valt. De constructie gaat zo dat hs C hsy1 voor alle
s, en de gezochte functie h is dan (J, ¢y hs-

Zet hg = 0 (de lege functie). Stel nu hs gegeven, zédat hs 1-1 is en h; ! ook, en voor elke
x € dom(h,) geldt z € A < hs(x) € B.

Als s +1 =2z + 1 definiéren we h(z). Als reeds x € dom(hs) zetten we hgy1 = hs. Anders,
bereken derij f(z), f(hs1(f(2))),..., fF(hitf)"(z),..., totdat het eerste element y wordt gevonden
met y & rge(hs). Zo'n y moet bestaan omdat hy 1-1 is en © & dom(hg). Zet hsy1 = hs U{(x,y)}.
Ga na dat hgy1 nog steeds 1-1 is en dat voor n € dom(hst1): n € A dan en slechts dan als
h5+1(n) € B.

Als s+ 1 = 22 + 2, definiéren we h~1(z). Dit gaat op dezelfde manier, met de rollen van f, hs,
dom en rge vervangen door g, h; !, rge en dom, respectievelijk. [ |

We keren terug tot de creatieve verzamelingen.
Propositie 3.16 Als X creatief is, is er een injectieve totaal recursieve functie P zodat X creatief
is via P.

Bewijs. Stel X is creatief via ¢. Ga na dat er een primitief recursieve G is zodat

W o — W, als p(z) gedefinieerd
G@ =1 9 anders

Definieer @ door Q(z) = ¢(z) of p(G(z)), welke het eerst gedefinieerd is (d.w.z. welke met de
kortste berekening gedefinieerd is). Dan is @ totaal, want als ¢(x) niet gedefinieerd is is We(q) = 0,
dus is ¢(G(z)) gedefinieerd omdat X creatief is via ¢.

Ook geldt: W, NX = 0 = ¢(x) gedefinieerd = W, = We(,), dus in dat geval p(z) € X UW,
en ¢(G(z)) € X UW,. Hieruit volgt dat X ook creatief is via @, en @ is totaal. Nu moeten we
@ nog “omvormen” tot een injectieve functie P:

Laat H een primitief recursieve functie zijn zodat voor alle = geldt:

WH(z) =W,U {Q(ac)}
Er volgt dan:
WH"+1(1) =W,U {Q(.T), HQ(.T), ceey H"Q(m)}

Definieer de functie P als volgt:

- P(0) = Q(0)

- Stel P(0),...,P(z) gedefinieerd. Som nu de rij Q(z +1),QH(z +1),...,QH"(x + 1),...

op, totdat a) of b):
a) Zekere QH"(x 4+ 1) € {P(0),...,P(x)}. Zet P(x+1) = QH"(x + 1).

b) Er treedt een herhaling op: voor zekere n is QH" " 1(z +1) € {Q(x +1),...,QH"(x +
1)}. Dan geldt W,y11 N X # 0 (ga na); zet eenvoudigweg Pz + 1) = uy.ly &

{P(0),..., P(x)}].
Ga na dat P 1-1 is, totaal, en dat X creatief is via P. [ |
Propositie 3.17 (Myhill) Als X creatief is, dan K <3 X

Bewijs. Zij (met propositie 3.16) P injectief en totaal zodat X creatief is via P. Kies een primitief

recursieve F' zodat
W [ {P(@)} alsyek
Flzy) = ¢ anders
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Met de recursiestelling in parameters is er een primitief recursieve injectieve N zodat voor alle y:

P(N(y alsy € K
WN(y)WF(N(yLy){ é) (NG}

anders
Dan geldt:
yEK = Wy ={P(Ny)} = Wny NX#0=P(N(y) € X
Y€K= Wne)y =0=>Wy,yNX=0=P(N(y)) ¢X
dus £ <y X via PN. [ |

Opgave 72. Laat zien:

i) Als X creatief is is X strict r.e.;

ii) als X creatief is, is er een oneindige r.e. verzameling disjunct met X;
iii) als X creatiefisen Y re. en X <,,, Y, dan is Y creatief.
Gevolg 3.18 Voor X C N ziyn de volgende uitspraken equivalent:

i) X is creatief;

ii) X is 1-compleet in 5y;

iti) X is m-compleet in Xq;

i) Eris een totaal recursieve bijectie h : N — N met h[X] =K

Opgave 73. Bewijs gevolg 3.18. Gebruik de vorige opgave, propositie 3.17 en stelling 3.15.

Opgave 74. Noem een disjunct paar (A, B) van r.e. verzamelingen effectief onscheidbaar als er
een partieel recursieve functie 1 is zodat voor alle z en y: als A C W, en B C W, en W,NW,, = 0,
dan is ¢((x,y)) gedefinieerd, en Y ({z,y)) & Wy U W,,.

a) Laat zien: we mogen aannemen dat ¢ totaal is en 1-1.

b) Laat zien: A= {x|zex =0} en B = {z |z ez =1} zijn effectief onscheidbaar.

c¢) Laat zien: als (A, B) effectief onscheidbaar is, zijn A en B creatief.
Opgave 75. Laat zien dat er disjuncte r.e. verzamelingen A, B C N zijn, die wel recursief
onscheidbaar, maar niet effectief onscheidbaar zijn.
3.3.3 Simpele r.e. verzamelingen: noch recursief, noch m-compleet

Definitie 3.19 een r.e. verzameling A heet simpel als A° oneindig is maar geen oneindige r.e.
deelverzameling bevat (oftewel: A snijdt elke oneindige r.e. verzameling).

Opgave 76. Laat zien: als A een simpele r.e. verzameling is, dan is A niet recursief, en ook niet
creatief.

Omdat we weten uit Gevolg 3.18 dat de m-complete verzamelingen precies de creatieve verza-
melingen zijn, is het voor ons doel genoeg, aan te tonen dat er simpele verzamelingen bestaan.

Stelling 3.20 (Post, 1944) Er bestaat een simpele verzameling.
Bewijs. Definieer de partieel recursieve functie v als volgt:
(€)= iz [T (1L e, a7, o) A jaz > 26])
Zij S = rge(yp) Dan is S r.e. Omdat altijd ¥(e) > 2e (als ¢(e) gedefinieerd is), bevat voor elke e,

S hooguit e elementen uit de verzameling {0,1,...,2e}; en dus is S¢ oneindig.
Tenslotte, als B = W, een oneindige r.e. verzameling is, is ¢(e) gedefinieerd, en ¢(e) € SNW,
(ga nal). Dus S is simpel. ||
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3.4 Arithmetische verzamelingen

Een verzameling A C N (of C N¥) heet arithmetisch als A € Unen Zn. De herkomst van het
woord “arithmetisch” is de volgende.

De taal van de rekenkunde heeft één constante 0 en drie functieletters: S (1-plaatsig) en P,M
(beide 2-plaatsig). De standard-structuur voor deze taal, die we aangeven met NV, is de verzameling
N met 0 geinterpreteerd als 0, en S,P,M respectievelijk als A\z.z + 1, Azy.x + y en Axy.xy. Zoals
nog uitvoerig in hoofdstuk 5 aan de orde zal komen geldt het volgende:

A is arithmetisch precies dan als er een formule ¢(z) met één vrije variabele z in de taal van de

rekenkunde is, zodat
A={n|NE ]}

Uiteraard zijn er maar aftelbaar veel arithmetische verzamelingen. Verzamelingen die niet arith-
metisch zijn, kunnen gedefinieerd worden in tweede-orde logica, dat is een formalisme waarin ook
kwantoren voorkomen die lopen over deelverzamelingen.

De “tweede-orde definieerbare” deelverzamelingen van N vormen een hiérarchie die de arith-
metische hiérarchie strict bevat; het gedeelte boven de arithmetische verzamelingen heet de ana-
lytische hiérarchie. Studie van de analytische hiérarchie is van belang in de bewijstheorie en in de
descriptieve verzamelingenleer.
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4 Relatieve berekenbaarheid en Turing reduceerbaarheid

4.1 Functies partieel recursief in F

De onderverdeling van deelverzamelingen van N in =,,,-klassen was vooral belangrijk vanwege het
nauwe verband met de arithmetische hiérarchie.

Voor een andere wezenlijke vraag van de recursietheorie voldoet zij echter niet. Die vraag is:
welke functies kan ik berekenen, als mij een of andere functie F' “gegeven” is? Bijvoorbeeld, als
ik de relevante informatie mag “invoeren” in de registermachine?

Oftewel: welke functies G zijn partieel recursief uit F' te berekenen?

De volgende definities liggen voor de hand.

Definitie 4.1 De klasse van functies primitief recursief in een gegeven functie F' is de kleinste
klasse functies die A\z.0, AZ.xz;, Axz.x + 1 en F bevat, en gesloten is onder compositie en primitieve
recursie.

Definitie 4.2 De klasse van functies partieel recursief in F' is de kleinste klasse partiéle functies
die alle functies primitief recursief in F' bevat, en gesloten is onder compositie en minimalisatie.

We kunnen ook een begrip “berekenbaar in F” introduceren, door het concept registermachine
uit te breiden. We denken aan een machine die waarden van F' langs “magische weg” weet te
produceren, wat de naam “orakel” in de volgende definitie verklaart (iets concreter kun je ook
denken aan een computer die aangesloten is op een bepaald gegevensbestand dat geraadpleegd
mag worden; de vraag hoe dit gegevensbestand tot stand is gekomen, laten we geheel buiten
beschouwing).

Definitie 4.3 De programmeertaal voor de registermachine met orakel F' heeft, behalve de in-
structies r;r = jenr, = j,k van paragraaf 1.1, ook instructies van de vorm

Ti:F(Tj)ék

die gelezen worden als: vervang de inhoud van het i-de register door F' toegepast op de inhoud
van het j-de register (laat alle andere registerinhouden ongewijzigd) en ga naar instructie k.

Coderen we instructie r; = F(r;) = k als (i,7,k,0) dan kunnen we paragraaf 1.5 als volgt
overschrijven:

e Er is een primitief recursief predikaat Prog’(e):

Ih(e) > 0 A Vi < lh(e)[Ih((e);) € {2,3} V (Ih((e);) = 4 A ((€)i)3 = 0)]

o Met (‘07}:7/76 geven we de m-plaatsige parti€le functie aan die berekend wordt door het pro-
gramma dat code e heeft, met orakel F'.

e Er is een partiéle functie ®f" : N> — N gedefinieerd door

ongedefinieerd als ~Prog’(e)
%Ijm,e(j{n(w); co,JM(z)) anders

oF(m, e, x) ~ {

We hebben, volledig analoog aan 1.20:

Propositie 4.4 ®F is partieel recursief in F en voor iedere functie G : N¥ —~ N die partieel
recursief is in F is er een e zodat

G(zy,. .., o) = @F(k,e,jk(zl,...,xk))

voor alle x1,...,Tk.
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Het bewijs construeert een predikaat T (m,e, j™(x1,...,2m),y); y codeert een berekening op
registermachine met orakel F', met programma gecodeerd door e en input x1,...,ZTy,.

Het predikaat T is niet zonder meer primitief recursief, maar primitief recursief in F, omdat
het moet controleren of de instructies r; = F(r;) = k juist zijn uitgevoerd.

De uitkomstfunctie U(y) = ((¥)n(y)—1)1 blijft echter dezelfde, en is dus primitief recursief.

Gevolg 4.5 De klasse functies van de vorm @51,6 is precies de klasse van functies partieel recursief
in F.

Ook de S)*- en recursiestelling hebben we in deze algemenere context:
Propositie 4.6 (S)-stelling) Er zijn primitief recursieve functies S0, zodat
F F
(pn,S:{"(e,zh...,zm)(yla v ayn) =~ (pm-l-n,e(xl) e Tmy Y1y e ayn)

Propositie 4.7 (Recursiestelling, primitief recursief uniforme versie) Er is een primitief
recursieve functie T zodat voor alle f en x1,...,Tpm:

507}:17T(f)(1'15' ..,I’m) = 90514»1,)"(:617" 7:C’m;T(f))

De reden dat de functies S} primitief recursief blijven (je zou misschien op het eerste gezicht
verwachten: primitief recursief in F') is dat zij manipuleren op codes van programma’s en niet op
berekeningen, en de code van een programma met orakel F' hangt niet van F' af. Tenslotte is de
functie T uit de recursiestelling een combinatie van S7'-functies (zie het bewijs van stelling 1.24).

Opgave 77. Gebruik het feit (dat wel het Use Principle wordt genoemd), dat elke berekening

van 907];;,@(5”1, ..., Ty) maar eindig veel waarden van F' gebruikt, om te laten zien dat de partiéle
functie

(I)e,mh...,zm : NN — N
gedefinieerd door ®c o, ...z, (F) ~ @k (x1,...,2m), continu is op zijn domein (Geef NV dezelfde

topologie als in paragraaf 2.3).

Bij het definiéren van functies partieel recursief in F' schrijf je dezelfde soort vergelijkingen op als
bij gewone partieel recursieve functies, alleen mag je F' daarbij gebruiken alsof hij recursief is.
De volgende overweging is ook nuttig: definieer een predikaat

Tg(mvevjm('rlv . -;zm);y)

door: y codeert een berekening “met orakel o” voor een (code van) een eindig rijtje o; d.w.z. elke
keer als r; = F'(r;) wordt gevraagd geldt r; < lh(o) en wordt r; vervangen door (o)., .

Dit predikaat is natuurlijk primitief recursief. We kunnen nu in elke berekening die partieel
recursief in F is, het partieel recursieve deel scheiden van het orakel:

Propositie 4.8 ¢, (x1,...,2m) =y is equivalent met
301Vi < (o)(0); = F(5) A Fu(T” (m, e, /(w1 .- ), w) AU () = )]

Dus afgezien van de kwantor Jo staat hier een conjunctie van iets primitief recursiefs in F' en iets
recursief opsombaars.

Definitie 4.9 Voor totale functies F' en G zeggen we dat F' Turing reduceerbaar is tot G, notatie
F <r G, als F recursief is in G. Voor deelverzamelingen A en B van N (N¥) zeggen we dat A
Turing reduceerbaar is tot B of A <p B als xa <7 XB-
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Opgave 78. Bewijs dat de relatie <7 een preordening is op P(N).

Opgave 79.Bewijs:
A <m B= A <rB
A <1 A

Net als bij <, kunnen we P(N) opdelen in =r-equivalentieklassen. De =p-klasse van A C N
wordt ook wel de graad van onoplosbaarheid van A genoemd.

Opgave 80. Bewijs dat elke A, B C N een supremum hebben m.b.t. <p.
Opgave 81. Bewijs, dat niet geldt: als A < B en B is r.e., dan is ook A r.e.
Opgave 82. Gegeven A en B, bewijs dat de volgende uitspraken equivalent zijn:

i) B<rA
il) er zijn totaal recursieve functies f en g zodat:

reB & do(oc€ Wy AVi<lh(o)(o); = xal(i))
r¢B & 3o(c € Wy AVi<lh(o)(o); = xal(i))

(Aanwijzing: gebruik propositie 4.8)

4.2 Verzamelingen r.e. in F'; de jump-operatie

Ook een belangrijk deel van hoofdstuk 2 kan worden herschreven in de context van “recursief in
F” i.p.v. gewoon recursief. In het bijzonder hebben we:

Propositie 4.10 Laat K = {e | ¢f  (e) is gedefinicerd}. Dan is K¥ niet recursief in F.
Het bewijs is analoog aan het standaard-geval.

Definitie 4.11 A heet r.e. in F als A = dom(ef ) voor zekere e (equivalent: één van de andere
condities in propositie 2.4, geschikt gerelativeerd naar F'). A heet r.e. in B C N als A r.e. is in x 5.

Definitie 4.12 Voor een verzameling A heet X4 de jump van A; we noteren deze verzameling
als A’.

De operatie A — A’ behoudt =r-equivalentie, zoals we in de volgende propositie zullen zien, en
kan dus worden gedefinieerd op =7-equivalentieklassen. Het is een hulpmiddel bij het bestuderen
van de partiéle ordening op de =p-klassen.

Propositie 4.13 (Jump-stelling)

i) A'isre inA

i) A g A

iii) Bre inA&s B<, A

iw) Are inB, B<pC=Are inC
v) B<rAs B <, A

vi) A re in B< Are. in B€
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Bewijs. i) is evident.

ii) is propositie 4.10.

iii)= volgt door geschikte relativering van de bewering dat X m-compleet is in ¥, en < uit i) en
de bewering dat als A r.e.isin C en B <,, A, dan B r.e. in C.

Voor iv): als A van de vorm is {z | 3yP(z,y)} met P recursief in B, dan is P ook recursief in C,
dus is A r.e. in C.

v)= volgt uit iii), want B <p A impliceert dat B’ r.e. is in A. Voor <, relativeer propositie 2.6i)
tot: B < A geldt precies dan als zowel B als B¢ r.e. in A zijn. Uit iii) volgt tevens B <,, B’ en
B¢ <,, B'. Nu volgt: als B’ <,, A’ danis Br.e.in A en B°r.e. in 4, dus B <r A.

Tenslotte volgt vi) uit opgave 79. [ |

Propositie 4.13 legt niet alleen verband tussen de begrippen <,, en <r; er volgt ook meteen (uit
v) en opgave 79), dat B <p A impliceert, dat B’ <7 A’ (en dus ook: als B=r A dan B’ =p A').
De afbeelding (—)’ is dus goed gedefinieerd op =r-klassen, en is monotoon

In dit diktaat zullen we voor =p-klassen griekse letters gebruiken: o, 3, ...

De =7-klasse van () noteren we met Q; zij bestaat precies uit de recursieve verzamelingen. Het
is duidelijk dat O het kleinste element is (m.b.t. <7) van de verzameling van =p-klassen. De
structuur van de partiéle ordening van =p-klassen blijkt zeer ingewikkeld te zijn; veel geavanceerde
recursietheorie (de zg. “degree theory”) gaat hierover.

Opgave 83. Bewijs dat K’ € X».

Schrijven we A voor de n maal herhaalde jump van A, dan geldt in het algemeen: @) is
m~compleet in X,,.

In het begin van de jaren ’40 van de twintigste eeuw stelde E. Post de vraag, of elke r.e. verzameling
hetzij recursief, hetzij =r-equivalent met K is; anders gezegd, of elke r.e. verzameling een element
is van QU Q.

Dit stond een tijdlang bekend als “het probleem van Post”. In 1956/57 beantwoordden Fried-
berg en Muchnik onafhankelijk van elkaar deze vraag ontkennend: er is een r.e. verzameling A
zodat ) <r A <7 K (<r duidt aan: <7 en #r). Ook zijn er r.e. verzamelingen A en B waarvan
de =p-klassen « en [ onvergelijkbaar zijn m.b.t. <. Voor zulke A en B geldt dan natuurlijk ook
®<TA<TIC€D®<TB<TIC.

Opgave 84. Bewijs deze laatste zin.

Aangezien we weten, dat uit A <,,, B volgt, dat A <7 B, hebben we hiermee nog een bewijs, dat
er r.e. verzamelingen zijn die noch recursief, noch m-compleet in X7 zijn. De stelling van Friedberg
en Muchnik is echter wezenlijk sterker (en moeilijker) dan stelling 3.20.

Ook zien we, dat er =p-klassen « zijn die niet van de vorm (' zijn: de jump-operatie is niet
surjectief. Tot slot van deze paragraaf behandel ik een stelling die zegt dat de jump-operatie wel
surjectief is op de =p-klassen > O':

Stelling 4.14 (Friedberg) Stel 8 > Q. dan is er een « zodat o/ = U Q' = .

Bewijs. Kies B € 8. Omdat 8 > O’ is elke r.e. verzameling recursief in B. We definiéren nu
een B-recursieve opsomming van rijtjes (fs|s € N), zodat f, een beginsegment is van f; (notatie:
fs = ft) als s < ¢, als volgt:

fo = (), het lege rijtje. Stel fs is gedefinieerd.

- Als s even, s = 2¢, kijk of
Jo3t[fs 2o AT (1,e,e,t) AVi <1h(o)(o); € {0,1}] (%)
Als er een o is die aan (x) voldoet, laat fsy1 de minimale zulke o; anders, zet fo11 = fs.

- Als s oneven, s = 2e + 1; zet fo11 = fs*x (xB(€)).
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Merk op dat fs < fs4+1 en dat de lengte van f, groeit bij elke oneven s, dus de collectie van alle
fs bepaalt een (totale) functie f.

Omdat conditie (x) r.e. is dus recursief in @', dus recursief in B, en bij oneven s alleen xp
wordt gebruikt, is de functie f recursief in B.

Laat A = {z | f(z) = 0} en « de =p-klasse van A. Danis A <p B, dus a U Q' <y [ is
duidelijk. Ook geldt altijd a LU OQ’ <p o’ (ga na). We zijn dus klaar als we hebben laten zien:

1) o/ <7 3
2) ﬂSTOZU@/

Ad 1): om te beslissen of e € A" = {e | gaﬁe(e) is gedefinieerd}, kijk of (x) geldt voor s = 2e. Als
() geldt is er dus een minimaal 0-1 rijtje o met fo. < o en T9(1, e, e,t) voor zekere t; maar dan
geldt per definitie, dat e € A'.

Als (%) niet geldt voor s = 2e dan is het duidelijk dat e ¢ A’. Omdat conditie (*) recursief is
in @ en f, recursief is in B, volgt A’ <r B, en dus o/ < 3.

Ad 2): xp(e) is de laatste component van het rijtje foeio dus B is recursief in de opsomming
(fs]s € N).

Maar fo.y1 wordt recursief in Q' uit fo. verkregen en fo.yo wordt recursief in A uit foeyq
verkregen (want f = x4, dus foey2 = foet1 * (xa(Ih(f2e41)))), dus de opsomming (fs|s € N) is
recursief in A U (', oftewel B <p ALY, dus B3 < a U’ [ |

4.3 De gerelativeerde arithmetische hiérarchie

Volkomen rechttoe rechtaan is de definitie van X2 TIZ': vervang in de definitie van ¥, resp. I,
steeds recursief door recursief in F, en het T-predikaat door TF.

Alle stellingen van paragraaf 3.2 generaliseren: er zijn Kleene-normaalvormen voor X' die
m-compleet zijn in XZ'; de hiérarchie is strict, d.w.z. klapt niet in elkaar, etc.

We noemen een verzameling A arithmetisch in F als A € |J,, oy X7 . De deelverzamelingen van
N die arithmetisch in F' zijn, kunnen we ook zo voorstellen: voeg aan de taal van de rekenkunde (zie
paragraaf 3.4) een nieuw functiesymbool F toe, en interpreteer dat als F' in de standaardstructuur
N. Weer geldt: A is arithmetisch in F als er een formule ¢(z) in de uitgebreide taal is met één
vrije variabele x, zodat

A={neN|N| o]}
Nog een laatste opgave:

Opgave 85. Bewijs voor alle n > 1:
Xexex<,vym®

Aanwijzing: gebruik inductie.
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5 Stellingen van Godel, Church en Tarski
5.1 Inleiding

In de eerste decennia van deze eeuw woedde een felle discussie binnen de wiskunde, over de
grondslagen van het vak. Een aantal wiskundigen, onder wie de Nederlander L.E.J. Brouwer,
begonnen openlijk te twijfelen aan de correctheid van bepaalde redeneerprincipes: met name
het keuze-axioma en het principe van het “uitgesloten derde” moesten het ontgelden. Brouwer
was verder van mening dat over oneindige wiskundige objecten (zoals in wezen: reéle getallen,
functies: N — N etc.) niet gepraat mocht worden alsof zij “bestaan”; zulk soort objecten moest
gezien worden als immer onvoltooide constructieprocessen, en omdat een reéel getal dus altijd “in
wording” is (bijvoorbeeld als fundamentaalrij) kan ik niet beweren dat het hetzij groter dan 0,
hetzij kleiner dan 0, hetzij gelijk aan 0 is.

Brouwer had gezag, omdat hij in de eerste 15 jaar van de eeuw een paar moeilijke problemen in
het toen nog gloednieuwe vak topologie had opgelost (zoals zijn dekpuntsstelling, de invariantie van
dimensie —i.e. R™ is niet homeomorf met R™ als m # n— en zijn bewijs van de stelling van Jordan;
tegenwoordig zijn deze stellingen eenvoudige gevolgen van de algebraische topologie geworden).
Hij riep echter uiteraard ook weerstand op en vond de grootste wiskundige van zijn tijd, David
Hilbert, tegenover zich. Het debat wordt vaak (ook in Engelse teksten!) aangeduid met het Duitse
woord “Grundlagenstreit”.

Hilbert stelde zich ten doel Brouwers ketterijen te weerleggen door de correctheid van het
gangbare wiskundige redeneren aan te tonen met algemeen aanvaarde, constructieve middelen
(hoewel het uitgesloten derde was toegestaan). Een vaak aangehaalde uitspraak van hem is: “Aus
dem Paradis, das Cantor uns geschaffen, soll uns keiner vertreiben konnen”. Zijn streven staat
bekend als “Hilberts programma’.

De onmiskenbare verdienste van Hilberts programma is het geweest, dat het een belangrijke
stoot heeft gegeven aan het vak logica. In feite ontstond in de jaren twintig het vak “bewijs-
theorie”, dat de combinatorische eigenschappen van bewijzen in de predikatenlogica of andere
systemen onderzoekt. Er ontstond een hele school van Duitse logici (Ackermann, Goédel, Bernays,
Gentzen,. ..) en nog altijd is de Duitse logica sterk bewijstheoretisch georiénteerd.

Godels onvolledigheidsresultaten torpedeerden Hilberts programma echter volledig. Laten we
even zien waarom:

Tot de “constructieve middelen” die Hilbert wilde kunnen gebruiken, hoorden toch minstens:
de constructie van de natuurlijke getallen en de elementaire eigenschappen van optelling en ver-
menigvuldiging, alsmede het principe van volledige inductie over natuurlijke getallen.

Maar, zo liet Godel zien, in een taal in de predikatenlogica die over natuurlijke getallen kan
praten kunnen we, door codes toe te kennen aan formules en bewijzen, over het logische systeem
zelf praten. Als nu T een theorie in die taal is die de elementaire eigenschappen van optelling en
vermenigvuldiging bewijst, die inductie kent en die een beslisbare verzameling axioma’s heeft, dan
is de bewering dat T consistent is uit te drukken door een zin in de taal van T, en er geldt: als T’
consistent is bewijst T niet de zin, die uitdrukt dat 7T consistent is.

Dus met al te simpele middelen kan niet worden bewezen dat de wiskunde consistent is.

Hilbert slaagde dus niet in zijn opzet, hoewel iedere derdejaars student wiskunde wel kan zien,
dat hij historisch gezien het debat met Brouwer glansrijk heeft gewonnen.

Het “intuitionisme”, Brouwers wiskunde zonder uitgesloten derde en keuze-axioma, is buitenge-
woon interessant, vooral vanuit logisch standpunt, en wordt nog steeds bestudeerd. Maar als
ideologie heeft het weinig aanhangers meer.

5.2 Het formele axiomasysteem van de rekenkunde: PA

Definitie 5.1 De taal van de rekenkunde heeft 4 niet-logische tekens: een constante 0, een
éénplaatsig functiesymbool S (voor “opvolger”) en twee tweeplaatsige functiesymbolen + en -
(“plus” en “maal”). We noemen deze taal Lpy.
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Definitie 5.2 De Peano rekenkunde, ook wel aangeduid met PA (van: Peano Arithmetic) is de
Lpa-theorie geaxiomatiseerd door de volgende axioma’s:

(1) Vz=(S(x) = 0)
(2) Vavy(S(x) = S(y) = = =y)
(3) a)x+0=x
b) x4+ S(y) = S(z+vy)
(4) @) z-0=0
b) z-Sy)=z-y+x

(5) Voor elke formule ¢ met vrije variabele xz een axioma (5),:
pl0/z] AV (p — o[S(x)/2]) — Vop

De axioma’s (5), heten inductie-axioma’s. Ze hebben allemaal dezelfde vorm. Zo’n vorm waarin
voor ¢ een willekeurige formule kan worden ingevuld noemt men een (axioma-)schema.

We moeten nu van een aantal Lpa-zinnen 1 laten zien dat PA F . Dit schrijven we niet
altijd precies met natuurlijke deductie uit, maar de redeneringen die we geven, kunnen natuurlijk
wel in natuurlijke deductie-vorm worden uitgeschreven. Een voorbeeld:

Propositie 5.3
i) PAFVa(z =0V Iy(z = S(y)))
i) PAFY2Yyz(z + (y+2) = (z +y) + 2)
iii) PAFYaVy(z +y=y+x)

Bewijs. i) Laat ¢(z) de formule z = 0V Jy(x = S(y)) zijn. Dan geldt PA F ¢[0/z] en PA F
Vap[S(z)/x] (ga na); met (5), volgt PAF V.

ii) Laat ¢(z) de formule VaVy(z + (y + 2) = (x +y) + 2) zijn. Omdat PAFz+y = (z+y)+0
en PAFx+y=x+ (y+0) wegens (3)a), en

PAF(z+y)+z=2+(y+2z) = S(x+y)+2)=S+(y+2)

volgt met axioma’s (3)a) en (3)b): PAF ¢(z) — ¢[S(2)/z], dus PA F Vze met (5),,.
iii) Opgave. | |

Opgave 86. Bewijs propositie 5.3iii)

De theorie PA heeft duidelijk een model N met als onderliggende verzameling N, en zodat 0V = 0,
SN = z.x+1, 4N =+, N =.. We noemen dit het standaardmodel.

Als ¢ precies de vrije variabelen x1,...,z, bevat en ki,...,k, € N, schrijven we N =
@lk1, ..., kn] voor de uitspraak dat ¢ waar is in A/ onder de valuatie die k; aan z; toekent voor
1 < i < n. Bijvoorbeeld als ¢ de formule z +y = z is, is N' = ¢[1,15,38] de uitspraak dat
1+15=38.

In principe zijn er voor elk natuurlijk getal n oneindig veel gesloten £ p4-termen ¢ zodat tN =n.
Wij zonderen nu speciale termen uit:

Definitie 5.4 Voor elke n € N is T de term S™(0). Termen van deze vorm noemen we nummers.

Let op het verschil tussen de uitdrukkingen N = @[k1,..., k] en N = @lki/21, ..., kn/2s)!

olk1/x1,. ..,k /2] is een Lpa-formule, maar @[k, ..., ky| niet.
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Definitie 5.5 Een k-plaatsige relatie R C N* heet nummersgewijs representeerbaar als er een
Lpa-formule pr met k vrije variabelen 1, ..., xy is zédat voor alle nq,...,n; € N:

R(ni,...,nk) = PAF prmt/x1,. .., ig/xi] en
=R(ni,...,ng) = PAF —pgp[nt/z1,. ..,k /xk]

Een k-plaatsige functie F : N* — N heet nummersgewijs representeerbaar als er een Lp4-formule
wr met k+ 1 vrije variabelen x1, . ..,Tg+1 s zodat voor alle ny, ..., ngy; € N:

F(ni,...,ng) =nge1 = PAF op[Rr/a1, ..., 1 /Tey1] en
PAFVYzy, ... ,zV0Vw(or(Z,0) A pp(@,w) — v =w)
We zeggen dat pr en ¢r R resp. F' representeren.

Opgave 87. Bewijs: als F': N¥ — N nummersgewijs representeerbaar is, dan is de grafiek van F
ook nummersgewijs representeerbaar als k + 1-plaatsige relatie.

Opgave 88. Als F': N* — N nummersgewijs representeerbaar is, dan is er ook een £p 4-formule
1) zodat:

i) 4 representeert F' nummersgewijs;

ii) PAFVzy... Ve dyp(a,...,ck,y)

Propositie 5.6 De relaties R = {(z,y) | # < y} en S = {(z,y) | ¢ < y} zijn nummersgewijs
representeerbaar.

Opgave 89. Bewijs propositie 5.6 (Hint: neem voor ¢g bijv. de formule 3z(z + S(z) = y))

Opgave 90. Laat pp de formule 3z(z + S(z) = y) zijn. Laat zien dat “PA bewijst dat <
een lineaire ordening is”, i.e. :

i) PAF —pgr(z,x)
ii) PAF ¢r(z,y) Aeor(y,2) — or(x, 2)
iii) PAFo(z,y)Ve=yVey,z)

Opgave 91. g als boven. Laat zien dat “PA bewijst dat < een welordening is”, in de zin dat
voor elke formule 1 met vrije variabele x:

PAF 3zyp — 3y AVy(pr(y, ©) — —1h(y)))

Opgave 92. Laat zien dat de functie Azy.(rest van x bij deling door y) nummersgewijs represen-
teerbaar is.

5.3 Representatie van primitief recursieve functies in PA

In deze paragraaf laten we zien dat iedere primitief recursieve functie nummersgewijs represen-
teerbaar is. Moeilijkheid hierbij is natuurlijk dat we in het schema voor primitieve recursie:

F0,7) = G(&@)
Fly+1,%) = H(y, F(y,7),%)

het symbool F' op twee manieren gebruiken.

“Opgave 93.” Probeer eens te laten zien, dat Azy.x?Y nummersgewijs representeerbaar is.
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Opgave 94. Laat zien dat de functies AZ.0, A\x1 - zp.z; (1 < i < k) en Az.x + 1 nummers-
gewijs representeerbaar zijn, en dat als G, Hy, ..., H, nummersgewijs representeerbaar zijn, de
functie AZ.G(H1 (%), ..., Hy(Z)) het ook is.

Het idee voor de representatie van primitieve recursie is om rijtjescodering te gebruiken. Stel

dat in het definitieschema
F(0,7) = G(@)
Fly+1,7) = H(y F(y,7),%)

G en H gerepresenteerd worden door ¢g en @ respectievelijk; als we de terminologie van rijtjes
konden gebruiken, konden we F' representeren door de volgende formule ¢r(y, Z, 2):

3’U(HI(U) =y+1A @G(f’ (U)O) AV < y(,DH(i, (U)i’ z, (U)i-i-l) Nz = (U)y)

Godels eerste vondst was een primitieve manier van rijtjescodering, die onmiddellijk representeer-
baar is in PA.

Lemma 5.7 (Godels (-functie) Er is een primitief recursieve functie 5(c, d, i) van 3 variabelen,
zodat:

i) [ is nummersgewijs representeerbaar;
ii) woor elk n+1-tal ag,...,a, €N zijn er ¢ en d zodat voor alle i met 0 < i < n: B(c,d,i) = a;
Bewijs. Definieer ( als:
B(c,d,i) = rest van ¢ bij deling door (i + 1)d + 1

i): volgt meteen uit opgave 92.
ii): Laat ag,...,a, gegeven. Zij s = max({n,ag,...,a,}) en zet d = sl.

Dan zijn voor 0 < i < j < n de getallen (i+1)d+1 en (j+ 1)d+ 1 onderling ondeelbaar, want
als p een gemeenschappelijke priemfactor zou zijn, dan ook p|(j — i)d; maar zowel (j —4) als d is
een deler van s! en het is duidelijk dat (i + 1)d+ 1 = (i + 1)s! + 1 geen deler met s! gemeen heeft.

Omdat nu de getallen d+1,2d+1,...,(n+1)d + 1 onderling ondeelbaar zijn en > ag, ..., an,
volgt uit de Chinese reststelling dat er (modulo het produkt uniek, maar dat is niet van belang)
een c is zodat de rest van c¢ bij deling door (i + 1)d + 1 gelijk is aan a;, oftewel 3(c,d,i) = a;. B

Stelling 5.8 Elke primitief recursieve functie is nummersgewijs representeerbaar.

Bewijs. Wie opgave 94 gemaakt heeft weet, dat de nummersgewijs representeerbare functies de
basisfuncties bevatten en gesloten zijn onder compositie, zodat resteert te bewijzen dat ze gesloten
zijn onder primitieve recursie.

Stel F' is gedefinieerd uit G en H met primitieve recursie, en g en g representeren G en H.
Laat B een formule met 4 vrije variabelen zijn die de functie 8 van lemma 5.7 representeert. Stel
F'is k 4 1-plaatsig, en ¢ representeert de <-relatie.

Laat pr(y,z1,...,2k,v) de volgende formule zijn:

Je3d((1) A (2) A (3))
waar
(1) Ja(B(c,d,0,a) A pg(z1, ..., 25, a))
(2) Vi(er(i,y) — 30T (B(e,d,i,b) A g (i,b, 21, ..., x5, b) A B(c,d, S(i),b)))
(3) Ble,d y,v)
Informeel zegt dit, als we a; schrijven voor (¢, d,):
ap = G(Z) AVi < y(H(i,0:;, %) = ait1) NV =ay

We moeten nu voor ¢ bewijzen:
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i)  Voor alle nq,...,ng12: F(ny,...,ngyr1) = ngyr2 = PAE op(0, ..., igt2)
il) PAFVay-- 2p1VoVw(pr(Z,v) A op(Z,w) — v =w)

Voor i), laat ag,...,an, resp. F(0,n9,...,nk41),..., F(n1,...,ng+1) zijn. Kies ¢ en d voor
ag, - - -, Gn, als in lemma 5.7ii). Uit de definitie van F' en de representerende eigenschappen van
wa,pu en B volgt dan onmiddellijk dat (1), (2) en (3) bewijsbaar zijn voor ¢, d, 7y, . . . , k12 (voor
(2) moet je laten zien dat voor elk natuurlijk getal n:

PAFVYi(pr(i,n) - i=0V---Vi=n—1)

Dit laat ik aan de lezer over (inductie naar n)). Door F-introductie volgt ¢ (71, . .., Tigt2)-
ii) volgt met inductie in PA (inductie “naar y”):

PAF op(0,21,...,2k,0) App(0,21,. .., 25, w) > v =w

want ga zelf na dat PAF pp(0,21,...,2k,v) — @g(x1,...,2,v), en gebruik dat g G represen-
teert.
Stel nu r(S(y), z1, ..., Tk, W) Apr(S(Y), 1, .., 7k, w'). Uit de definitie van ¢ volgt meteen:

J(or(y, 1, -, Tk, v) Ao (Y, v, 21, . .., T, w))
W (pr(y,x1,. .., 25,0") AN (y, v 21, ..., 25, w'))

Gegeven zulke v en v’, volgt met de “inductiehypothese” dat v = v’, zodat w = w’ volgt vanwege
de representerende eigenschap van pp.

Het laatste stukje van het bewijs was een voorbeeld van “redeneren in PA”. Het is in feite
een informele redenering, waarbij we echter alleen maar principes gebruiken die in PA afleidbaar
zijn, zodat we weten dat de hele bewijsgang ook formeel kan worden uitgevoerd.

Als we naar de definitie van de representerende formule @p in het bewijs van stelling 5.8
kijken, zien we dat deze, behalve pg, g en B, één universele kwantor Vi bevat en verder alleen
F-kwantoren; de kwantor Vi komt voor in de combinatie Vi(¢g(i,y) — ---); dit noemen we een
”beperkte kwantor”.

Definitie 5.9 FEen formule die opgebouwd is uit de volgende bouwstenen alleen:
i) atomaire formules en negaties van atomaire formules

i) 3, A,V

iii) beperkte kwantoren Vi(pg(i,t) — )

noemen we een X1 -formule.

Propositie 5.10 FElke primitief recursieve functie is nummersgewijs representeerbaar door een
31 -formule.

Bewijs. De functies die nummersgewijs representeerbaar zijn door een X;-formule, bevatten de
basisfuncties en zijn, blijkens het bewijs van stelling 5.8, gesloten onder primitieve recursie; merk
op dat in de definitie van pp de formules p¢, g en B “positief” voorkomen (d.w.z. rechts van
de implicatiepijl). Ga zelf na dat ze ook gesloten zijn onder compositie.

5.4 Codering van de taal Lp4 en het diagonalisatielemma

We beginnen met een “woordenboek” van tekens aan te leggen:

vV 3 ANV - =208 4+ - v =
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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Definitie 5.11 We kennen aan elke Lpa-term t een code 't' € N toe met recursie op t, als
volgt. We nemen aan de variabelen van onze logica genummerd zijn als v, v1, . ... Zet nu (zie het
woordenboek):

rvi—l —

(11,7)
0 = ()
rS(t)—l _ <8’rt—|>
rt+8—| _ <9 I't"l’l' 1>
rt'S—l _ <1 ’rt, -\>

Opgave 95. Bewijs dat de relatie Term: Term(z) dan en slechts dan als x de code is van een
Lpa-term, primitief recursief is.

Definitie 5.12 We kennen aan iedere Lpa-formule ¢ een code ¢’ € N toe, met recursie op @,
op de voor de hand liggende manier (zie weer het woordenboek):

I—t:S—\ — <12 I—t—l’——l>
oAy = (3¢ Y)
Yo' = (L, @)
o' = (2,0, ¢)

Er valt nu een hele waslijst van eigenschappen te controleren, die we voor het merendeel als op-
gaven stellen.

Opgave 96. Het predikaat Form(z): “x codeert een Lp4-formule”, is primitief recursief.

Opgave 97. Het predikaat Varvoork(y,z): “z codeert een formule ¢, en de variabele v, komt
voor in ¢” | is primitief recursief.

Opgave 98. Evenzo Vrijvoork(y, z): “z =" ¢' en v, komt vrij voor in ¢”, en VrijVoor(z,y, z):
“r="¢ en z="s en sis vrij voor v, in ¢”.

In wezen gaan al deze opgaven op dezelfde manier. Bijvoorbeeld Form(z) geldt dan en slechts

dan als
Jy, z < z(z = (12,y, 2) A Term(y) A Term(z))

\%
Jy,z < z(z = (3,y, 2z) AForm(y) A Form(z)) V

Omdat onze rijtjescodering zo is dat x,y,z < (x,y,z) voor alle z,y, 2z geeft dit een definitie
van de karakteristieke functie Xgorm, met recursie naar waardenverloop. Op deze manier kunnen
we vrijwel alle recursief gedefinieerde begrippen uit de logica omzetten in primitief recursieve
predikaten en operaties op de codes.

Nog een voorbeeld: de functie Tsub(x,1,y), die "s[t/v;] geeft alsy = s' en z =" t', en 0 anders.

0 als =(Term(x) A Term(y))
y alsy=(7)of y=(11,7) met j #1i
x alsy=(11,4)
(8, Tsub(z,4,2)) alsy=(8,2)
(9, Tsub(z, 4, z), Tsub(z,i,w)) alsy = (
(10, Tsub(z, 4, z), Tsub(z,i,w)) alsy = (

Tsub(z,i,y) =

9zw>
10, z, w)

Opgave 99. Definieer zelf analoog een primitief recursieve functie Sub(z,,y), die "¢[s/v;]" geeft
alsy =" enz ="s', en 0 anders.

De pointe van al deze definities (en bewijzen van primitief-recursiviteit) is natuurlijk dat al deze
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predikaten en functies nu, m.b.v. stelling 5.8, nummersgewijs representeerbaar zijn.

Conventie. We voeren nu de volgende afkortingsconventie in. Als F': N¥ — N primitief recursief
is en pp representeert ' in PA dan schrijven we, als t1, ... ,tx Lpa-termen zijn, F(ty,...,t;) alsof
het een Lp-term is. Als dit in een formule voorkomt, zeg in [F'(t1,...,t;)/z] vatten we dit op
als atkorting van Jw(pp(t1,. ..,k w) Aw/z]).

We zijn nu klaar voor de belangrijkste bouwsteen van het bewijs van Gdédels eerste onvolledighei-
dsstelling.

Lemma 5.13 (Diagonalisatielemma; ook wel dekpuntsstelling genoemd) Laat ¢ een Lp4-
formule zijn met vrije variabele vo. Dan is er een Lpa-formule ¢ zodat FV (b)) = FV () \ {vo}
(met FV () geven we de collectie vrije variabelen van v aan), zodat

PAF < o[ /uo]
Bewijs. Laat C' de formule ¢[Sub(vg,0,v0)/vo] zijn (denk aan onze afkortingsconventie!) en laat

¥ = ¢[Sub("C",0,7C") /o]

Dan geldt:
Sub("C",0,"C")
C[C o] =
PAF q "[Sub('C",0,°C") /ug] =
W =
5
Er volgt:

PAF @['¢'/vo] < ¢[Sub('C",0,°C") /vo] = 4
||

Merk de analogie op tussen formulering en bewijs van stelling 5.13 en die van de recursiestelling!
Historisch is echter het diagonalisatielemma ouder; in feite is Godels onvolledigheidsstelling een
belangrijke inspiratiebron geweest voor de ontwikkeling van de recursietheorie.

5.5 Codering van bewijzen en voltooiing van het bewijs van Godels
stelling

Volledig analoog aan de codering van de syntaxis in paragraaf 4 kunnen we nu ook bewijsbomen
van de natuurlijke deductie coderen. Ik doe dit enigszins schetsmatig omdat er geen wezenlijk
nieuwe ideeén aan ten grondslag liggen.

Leg weer net als in het begin van paragraaf 4, een woordenboek aan, nu van alle natuurlijke
deductieregels. Een gedeelte:

=56
8
8
S
>
<
<
8
RS
<
|
hS

DO |
o
ot

De boom f krijgt code (1, ¢') krijgt (2, z = z'); als 2 en % bomen zijn met codes z en y

) x=x (]
D D D
krijgt _fa/\—:z/j code (3,2,y, ¢ A1p'); als g code z heeft krijgt %f_sa code (4,1, z, Yv;p').

Zo is iedere code van een bewijsboom een rijtje waarvan het eerste element de laatst toegepaste
regel codeert, en het laatste element de conclusie.

Nu zijn niet alle op deze manier geconstrueerde codes van bomen ook codes van bewijsbomen;
bijvoorbeeld toepassing van de regel VI is onderworpen aan de restrictie dat de variabele niet vrij
mag voorkomen in enige hypothese van de boom.
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We definiéren dus een primitief recursief predicaat Hyp(x,y): z codeert formule ¢ en y een
formuleboom B en ¢ komt voor als hypothese in B. Dit gaat met een evidente recursie op de
formuleboom B. Een klein stukje:

ly=(1,z) V
3z, w,v < y(y = (3, z,w,v) A (Hyp(z, z) V Hyp(z,w))) V

Hyp(z,y) & A
y# (2 vi=v) A
y# (5,2, (5,z,w)) A

De laatste regel zegt, dat y niet een boom codeert met als laatste stap een —-introductie waar-
bij juist de formule gecodeerd door x wordt doorgestreept als hypothese (het is gerieflijk om
hier te werken met een natuurlijk deductiesysteem waarin, boven elke —-introductie ¢ — 1, elk
voorkomen van ¢ wordt doorgestreept als hypothese). Er is natuurlijk ook nog een ingewikkelde
voorwaarde bij een regel als 3-eliminatie. ..

Vervolgens construeren we een primitief recursief predikaat Bewijs(z): « codeert een formule-
boom, en bij elke intrductie van Vv; komt v; niet voor in enige hypothese van de relevante
subboom. Er zijn natuurlijk meer voorwaarden, maar dit laat ik aan de fantasie van delezer over.

We hebben ook een primitief recursief predikaat Ax(z): z codeert een axioma van PA (ga na
dat de codes van de axioma’s een primitief recursieve verzameling vormen: alle inductie-axioma’s
zijn van buiten van dezelfde vorm).

Opgave 100. Schrijf dit uit, d.w.z. definieer Ax(z) als primitief recursief predikaat.

Tenslotte is er een predikaat Bewpa: Bewpa(z,y) geldt precies als x een bewijsboom codeert
met conclusie de formule gecodeerd door y, en alle hypothesen van de boom zijn PA-axioma’s.

Ook dit predikaat is primitief recursief en dus nummersgewijs representeerbaar in PA. Laat
Bew(z,y) de Lpa-formule zijn die Bewpa representeert.

Lemma 5.14

i) PAF o= PAF 3zBew(zx, ')

i) PAF 3zBew(x,"p — ') A JzBew(z, ¢') — IzBew(x, ")

Bewijs. i) Als PA F ¢ is er een bewijsboom voor ¢ waarvan alle hypothesen PA-axioma’s
zijn. Voor zekere n (nl. de code van zo'n boom) geldt dan Bewpa(n, ¢'). Omdat Bew Bewpa
representeert volgt dat PA - Bew(7, ¢') zodat PA - JzBew(z, ¢').

ii) Stel de code in ons woordenboek voor de regel

=Y
(0

is k. Als (in PA!) Bew(z, @ — ') en Bew(y, ¢') dan volgt Bew((k,z,y, ¢"), ). [ |

— F

Opgave 101. Is het wel zo evident wat in het bewijs van lemma 5.14ii) beweerd wordt? Schets
een exact bewijs.

Stelling 5.15 (Gddels eerste onvolledigheidsstelling) PA is onvolledig.

Bewijs. Pas het diagonalisatielemma (5.13) toe op de formule —=3zBew(z,vp). Er is dus een
Lpa-zin 1 zodat _
PAF ¢ < —3zBew(z, ")
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Dan geldt: PA ¢ en PA Y/ —. L

Immers, stel PA F t. Per definitie van 1 volgt PA F =3xBew(z, ). Uit lemma 5.14(i) volgt
echter ook PA + 3xBew(x, '). Er volgt: PA is inconsistent, quod non. Want PA heeft een
model, zoals we gezien hebben. L

Stel PA = —; per definitie volgt PA - 3zBew(x, t'). Uit lemma 5.14i) volgt ook PA
JazBew(z, —"). Door tweemaal toepassen van lemma 5.14 volgt dan PA F JzBew(x, L'). Om-
dat N een model van PA is geldt dus voor zekere n € N: A = Bew (7, L'). Omdat Bew Bewp
representeert, volgt dat PA 1, en weer een tegenspraak. [ |

De zin v geconstrueerd in het bewijs van stelling 5.15 is de befaamde “Goédel-zin”. Hij heeft
velen in extase gebracht.
De zin die, in PA, uitdrukt dat PA consistent is, is de zin

—~JzBew(z, L)
Deze zin wordt vaak aangeduid met Conp4. In de volgende paragraaf zullen we zien dat
PAF ¢ < Conpa

zodat uit 5.15 volgt dat PA I/ Conpy. Oftewel: “PA bewijst zijn eigen consistentie niet”. Dit
feit is Godels tweede onvolledigheidsstelling.

We zullen ook zien dat dit geen speciale eigenschap van PA is: elke Lp4-theorie die PA uit-
breidt met een recursief opsombare verzameling axioma’s, is onvolledig op deze manier. Evenmin
speelt Lp4 een speciale rol: voldoende is een theorie in een taal waarin we over getallen kunnen
praten en waarin primitief recursieve functies (niet eens alle!) representeerbaar zijn; de theorie
moet wel een recursief opsombare verzameling axioma’s hebben. Dit gaat bijvoorbeeld op voor
Zermelo-Fraenkel verzamelingenleer ZF'.

5.6 X;-volledigheid en Godels tweede onvolledigheidsstelling

In deze paragraaf is de hoofdzaak het bewijs van Godels tweede onvolledigheidsstelling. Hierbij
komt een kwestie aan de orde die ook voor het bewijs van de stelling van Church van belang zal
zijn, nl. de X-volledigheid van PA. Dit is de bewering dat PA alle ware Y;-zinnen bewijst.

Definitie 5.16 De verzameling Ag-formules van Lp 4 is opgebouwd wit:
1. alle atomaire formules;
2. alle propositielogische tekens;

3. de “beperkte” kwantoren Vx <t en Jx <t (waar t een term is die x niet als vrije variabele
bevat)

Opgave 102. Bewijs m.b.v. de inductieaxioma’s van PA het zg. collectieprincipe:
PAFVy < t3zA(z,y) — JaVy < t3u < 2A(u,y)

Opgave 103. Bewijs m.b.v. de vorige opgave: voor elke ¥;1-formule ¢ is er een Agp-formule 9 en
een (mogelijk leeg) rijtje variabelen # zodat

PAF ¢« 379
Propositie 5.17 Voor elke Ag-formule @ met vrije variabelen 1, . . ., z, en voor alle my, ..., my €

N:
N E glmi,... .my) & PAF glmi/ay,..., 7 ]
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Bewijs. Inductie op ¢. Merk op dat m < n < PAFm <@, m+n=k < PA+-m+7 =k, etc.
De inductiestap voor propositionele connectieven is triviaal. Als nu ¢ = Vy < t1) met y ¢
FV(t), bewijs eerst de bewering dat voor alle my, ..., Myq1:

N EVy < mpi1b[my,...,m,] & PAF Yy < Mpib[mr/o, ...,y /2]

met inductie naar m,,41; gebruik hierbij dat PA + Vy(y < S(z) < y = 2z Vy < z). Merk dan op,
dat
(t[mr/z1, ... /)N =k = PAF t[mg/a, ..., Tn/an) = k

Dus
N EVy <tpmi/z1, ..., Mn/z,] =
N EVy < k[mr/z1,. .., Wn /] =
PAFVy < k[my/x1,...,mn/t,) =
PAFVy < tp[mi/z1,...,My/xy]
De inductiestap voor Jy < t is duaal en wordt aan de lezer overgelaten. [ |

Gevolg 5.18 (X;-volledigheid van PA) Voor ¥,-zinnen ¢ € Lpa geldt:
NEp& PAFp

Bewijs. Want als PAF ¢ < 3x1,..., 219 met ¢ € Ag dan geldt

NEp =
voor zekere ny,...,n; € N N Eny,...,nk] = met 5.17
voor zekere ny,...,ny € N PAF ¢Ynr/x1,... ,g/xx] =

PAF3xq,...,zp0

||
Nu is er, geheel analoog met de functie Sub(x,4,y) een functie Sub’(z1, ..., 2y, i1, ... ,in,y) zodat
Sub’("s1' ...y Sn ity sin, @) = @[81/Viys ..., 80/vi,]

Sub’ is primitief recursief.

Propositie 5.17 kan nu z6 worden gelezen: voor ¢ € Ag met vrije variabelen v;,,...,v;, , en
mi,...,mpy € N:

N Eolmy,...,m,] = 3kBewpa(k,Sub (1, ..., Tin yit,..ein, ©))
De juiste “formalisering” van deze bewering in PA luidt nu:
Propositie 5.19 Voor ¢ € Ag met vrije variabelen v;,, ..., v;, geldt:
PAFYzy -2 (0[T1 /iy, 20 /vi, | — Ik Bew(k, F(z1,...,7,)))
waar F de primitief recursieve functie
Xy - my Sub (T T iy i, @)

18.
Bewijs. Dit gaat met inductie naar ¢ en inductie (in PA) naar x1,...,x,, in volledige analogie

met propositie 5.17. We schrijven dit hier niet uit.

Gevolg 5.20 (geformaliseerde Y;-volledigheid van PA) Voor ¥1-zinnen ¢ geldt

PA‘ ¢ — JxBew(z, ")
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Bewijs. Laat PA+F ¢ < 31 - 2, met ¢ € Ag. Dan geldt wegens propositie 5.19
PAEVzy - xp(W]x1/Viy, -« oy X0 fvi, ] — TkBew(k, F(z1,...,2,)))

dus

PAF 3wy -z /viy,s - -, 0 /i, ] — 3kBew(k, 3xy - - - xp0[z1 /vy - - - T /i, )
oftewel PA+ ¢ — JaBew(z, ). |
Gevolg 5.21 Laat ¥ de Gédelzin wit 5.15 zijn. Dan:

PAF ¢ < Conpy

Bewijs. Daar met 5.14ii) makkelijk volgt PA + EI:EBeW(x,T) — EIzBew(x,T), is PAF ¢ —
Conpy4 duidelijk. Merk op dat =) equivalent is met een ¥1-zin, zodat we 5.20 kunnen toepassen:

PAF —p — JxBew(z, —1)")

Per definitie van ¢ geldt ook L
PAF - — JzBew(z, ")

zodat met 5.14 volgt

PAF =) — JzBew(z, L")

en met contrapositie

PAF Conpg — v

Gevolg 5.22 (Godels tweede onvolledigheidsstelling) PAt/ Conpy
Bewijs. Onmiddellijk. [ |

Overzien we nu wat we gebruikt hebben voor het bewijs, dan is dit:
- Primitief recursieve functies en relaties zijn nummersgewijs representeerbaar in PA;
- PA heeft een primitief recursieve verzameling axioma’s;
- PA is consistent, en bewijst alleen ware zinnen: PAF ¢ = N E ¢

In feite gebruiken we de laatste eigenschap niet helemaal: het is voldoende te weten dat PA alleen
ware Yq-zinnen bewijst (dit feit noemt men de w-consistentie van PA).

Met kleine verfijningen van het bewijs kunnen deze voorwaarden nog aanzienlijk worden
afgezwakt. Er geldt: als T een theorie is in de predikatenlogica zodat

- Primitief recursieve functies en relaties zijn nummersgewijs representeerbaar in T’
- T heeft een recursief opsombare verzameling axioma’s
- T is consistent

dan geldt Tt Conrp.

Dat de tweede voorwaarde afgezwakt kon worden, is wel te begrijpen. FEr is geen primitief
recursief predikaat Ax(z) meer, maar het predikaat Bewp(z,y): “x codeert een bewijs in T' van de
formule gecodeerd door y”, blijft recursief opsombaar en dus (op grond van de eerste voorwaarde)
definieerbaar door een X1-formule.

Dat de voorwaarde: T+ ¢ = A |= ¢ kan vervallen (zelfs voor ¢ € 1), werd enkele jaren na
Godels resultaat aangetoond door Rosser. Deze versterking is niet van belang ontbloot, want zij
geeft ons zeer veel modellen van PA:
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Wegens PA I Conp 4 is PA+32Bew(z, T) consistent; noem deze theorie PA;. Deze heeft dus
een model, waarin zich een getal bevindt dat een “P A-bewijs van | codeert”. Passen we de Godel-
constructie op PA; toe, dan vinden we PA; I/ Conpa, en dus is PAy := PA; + JrBew, (x,"L")
consistent (%1 representeert dan Bewp g, ); etcetera.

Een ander toepassinkje van dit idee is de Stelling van Léb. We hebben een paar keer de re-

a

denering gezien: “PA I ¢ dus ¢ is waar in N7, oftewel de zin JzBew(z, ¢') — ¢ is waar in N.

Vraag: voor welke ¢ is JzBew(z, ¢') — ¢ bewijsbaar in PA?
Opgave 104. Laat zien dat PA I/ JzBew(x, ') — 1 als ¢ de Godelzin is.

De stelling van Lob luidt, dat het alleen maar op een triviale manier kan, nl. als ¢ zelf al be-
wijsbaar is in PA:

Stelling 5.23 (stelling van Léb) Als PA + 3zBew(z, ¢') — ¢, dan PA & .

Bewijs. Stel PA - JzBew(z, ') — ¢, PA/ . Dan is PA + —¢ consistent en kunnen we de
Godelconstructie op PA + —¢ toepassen. Er volgt:

PA =+ a2 |71 COHPA+—\L,0

Nu geldt uiteraard
PAF Conpatyp < ~JzBew(z, = —L")

Dus PA+ ¢ I/ =3xBew(z, —p — L"). Maar dan volgt ook PA+—p I/ =3xBew(z, ¢') met 5.141),
omdat natuurlijk F ¢ < (=p —L1).

Dus PA I/ ~p — —JaBew(z, ') zodat met contrapositic PA I JzBew(z, ¢') — ¢, in strijd
met de aanname. | |

Opgave 105. Bewijs de stelling van Lob direkt vanuit het diagonalisatielemma:

1. door een ¥ te nemen zodat

PAF ¢ < JzBew(z, v — ¢')

2. door een 1) te nemen zodat

PAF ¢ o (FzBew(z, W) — )
Gebruik propositie 5.14, 3;-volledigheid en geformaliseerde X;-volledigheid van PA.

Opgave 106. (Paradox van de gehangene) Op een zaterdag zegt de rechter tegen de vero-
ordeelde: “Tussen nu en volgende week zult gij op een dag om 10 uur ’s morgens gehaald en
gehangen worden; en gij zult de dag van tevoren niet weten.”

De man redeneert nu als volgt. Het laatste tijdstip waarop ik gehangen kan worden is dus
volgende week zaterdag om 10 uur. Maar dan kan ik niet gehangen worden, want ik zou het een
dag lang van tevoren weten. Dus op z'n laatst vrijdag om 10 uur. Maar dan wist ik het al vanaf
donderdag om vijf over tien...Doorredenerend, komt hij tot de conclusie dat hij niet gehangen
kan worden, en slaapt opgelucht in.

Hij wordt op donderdag om 10 uur gehaald en gehangen; en hij wist het niet van tevoren.

1. Had hij ook op zaterdag nog gehaald kunnen worden?

2. Verklaar de paradox.
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5.7 Stellingen van Church en Tarski

Tenslotte behandelen we nog twee veel eenvoudiger stellingen uit de logica, die ook met codering
van formules te maken hebben.

De Stelling van Church luidt, dat de predikatenlogica onbeslisbaar is, d.w.z. dat er geen algo-
ritme is dat voor iedere formule ¢ in de zuivere predikatenlogica beslist of ¢ bewijsbaar is of niet.
Ik bewijs: er is een eindig geaxiomatiseerde theorie 7" in een eindige taal £ in de predikatenlogica,
zodat de verzameling {'¢' | T I ¢} niet recursief is.

Dit wil natuurlijk niet zeggen dat elke eindig geaxiomatiseerde theorie onbeslisbaar is: het kost
niet veel moeite om in te zien, dat elke volledige theorie die recursief opsombaar is, ook beslisbaar
is.

Laat £ = Lpa. Om één primitief recursief predikaat R nummersgewijs in PA te representeren
heb je maar eindig veel inductieaxioma’s nodig, evenals om te laten zien dat voor een primitief
recursief predikaat R(x1,...,Tp4+1):

Impp1R(ma, ... ,mpy1) = PAF 3yR(my, ..., My, y)

(waar R R representeert; dit noem ik de X;-volledigheid voor R)

Laat nu S de theorie zijn geaxiomatiseerd door: de axioma’s (1)—(4) van PA, plus precies die
inductieaxioma’s, nodig om Kleene’s T-predikaat T'(1, e, z, y) nummersgewijs te representeren en
de X1-volledigheid hiervoor te bewijzen.

Dan is {"¢' | S ¢} niet recursief; immers stel T representeert 7', dan geldt x  x gedefinieerd
& SFIWT(1,7,7,y) en omdat de code 3yT(1,7,7,y)" een primitief recursieve functie van x is,
kunnen we het standaardprobleem /C reduceren tot het probleem “S - p?”.

Merk op dat dezelfde redenering aantoont dat {'¢' | PA - ¢} ook strict r.e. is. Vraag: hoe
complex is de verzameling {'¢' | N |= ¢}?

Het antwoord hierop wordt gegeven door de stelling van Tarski, die uitspreekt dat deze verza-
meling niet arithmetisch is:

Stelling 5.24 (Tarski) Er is geen Lpa-formule met één vrije variabele vy, zodat voor alle Lp4-
zinnen 1 geldt:

NEY&NE Y]

Bewijs. Dit is een diagonalisatie zoals we er al meer gezien hebben. Stel ¢ als in de stelling. Er
is een primitief recursieve opsomming {¢, | ¥ € N} van alle £Lp4-formules met precies één vrije
variabele vg; dan is de functie

F(k,n) = @x[n/vo]

primitief recursief.
Zij nu ¢(vo) de formule —p[F (v, v0)/vo]. Dan komt ¢ in onze opsomming voor, zeg als @y, .
Er geldt echter:

N (lko] &
N = ([ko/vo] =
N E ¢l ¢lko/v] ] &
N o[F(ko, ko)]
N E ~([ko]
Een overduidelijke paradox is bereikt. [ |

Literatuur. Godels oorspronkelijke artikel is Uber formal unentscheidbare Sdtze der Principia
Mathematica und verwandte Systeme I, Monatshefte fiir Mathematik und Physik 38, pp. 173-198
(1931). De tweede onvolledigheidsstelling, daar aangekondigd, werd voor het eerst geheel bewezen
in:

Hilbert en Bernays, Grundlagen der Mathematik I (1934) en II (1939). Latere edities in 1968 en

1970.
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Er zijn tal van moderne exposities van Godels onvolledigheidsstellingen. Schetsmatig in Smoryniski’s
hoofdstuk in het Handbook of Mathematical Logic (ed. Barwise, North Holland 1977), uitvoeriger
in o.a.:
S.C. Kleene, Introduction to Metamathematics
G. Boolos, The Unprovability of Consistency
C. Smorynski, Self-reference and Modal Logic
Shoenfield, Mathematical Logic
R. Smullyan, Gddel’s Incompleteness Theorems
R. Kaye, Models of Peano Arithmetic
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