Utrecht, 27 september 2011

Numerieke Wiskunde

AW

7 N = "5; Universiteit Utrecht

Gerard Sleijpen /‘{/AA!\\*' Department of Mathematics

http://www.staff.science.uu.nl/~sleij101/




Benaderings kwaliteit

Benader f(xz) door p(x).

Verschillende keuze zq,...,zp, met x; <z ;41

e Lagrange equidistant: T; = xQ + jh:
— x in het ‘middelste’ interval (zm,x;,+41)
— x in een ‘rand’ interval (zg,x1)

e Lagrange, grotere dichtheid aan de rand:

r; = cos(m &2 (=0,1,...,k)

e Taylor, alle T in het midden: T; = Q-

Schat de fout in diverse benaderingen. Schat af

m(x) =(x —xzg)(x—2x1)...(x —x) & (k+1)!



Voor het schatten van k!, gebruik de

Formule van Stirling
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Interpretatie.

k
Op een factor v2nwk na groeit k! volgens (5> :

e



m(x) = (x —xzg)(x —x1)...(x — x1)
Equidistant. h >0, z; =19+ jh voor j =0,1,... k.

Voor z in het middelste interval.
k=2m — 1 oneven, x = t;, + sh met s € (0,1)
w(@)|/REHL = |s(s — 1) (s 4+ 1)(s — 2)(s + 2) ... (s — m)]
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m(x) = (x —xzg)(x —x1)...(x — x1)
Equidistant. h >0, z; =19+ jh voor j =0,1,... k.

Voor z in het middelste interval.
k=2m — 1 oneven, x = t;, + sh met s € (0,1)
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m(x) = (x —xzg)(x —x1)...(x — x1)
Equidistant. h >0, z; =19+ jh voor j =0,1,... k.
Voor z in het rand interval.
k= 2m — 1 oneven, x = tg + sh met s € (0,1)
()| /REHL = |s(s — 1) (s — 2)(s = 3) ... (5 — k)|
<H(Gs-2)(s—3)...(s—k)| <223 ... k=Y

k!
m(@)] < ok

Verschil met z in het midden ~ \3:;711; k=11 = ~ 300




Equidistant. h > 0O, x; = to + jsh voor 3 =0,1,...

e Voor x in het ‘middelste’ interval

fout| < = (S)FH D ()
e Voor x in het ‘rand’ interval
fout| < pEF1) pED (6

4(k—|—1)



Equidistant. h > 0O, x; = to + jsh voor 3 =0,1,...

e Voor x in het ‘middelste’ interval

fout| < 2 (M)

e Voor x in het ‘rand’ interval
fout| < pEF1) pED (6

4(k—|—1)

Voorbeeld. Op [-1,1], to = —1, h = 2/k.

z ‘middelste’ int.
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z ‘rand’ interval  |[fout| < 4(k—l-1)( 2)k+1 | p(k+1)(g)].
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m(x) = (x —xzg)(x —x1)...(x — x1)

Grotere dichtheid aan de rand: z; = cos(w t22).
Voor z in [—1, 1] geldt:

m(x) = 2_ka+1(x) = 27k cos ((k + 1)arccos(x))



m(x) = (x —xzg)(x —x1)...(x — x1)

Grotere dichtheid aan de rand: z; = cos(w t22).
Voor z in [—1, 1] geldt:

m(x) = 2_ka+1(x) = 27k cos ((k + 1)arccos(x))

m(x)| < 27F (z € [-1,4+1])



m(x) = (x —xzg)(x —x1)...(x — x1)

Grotere dichtheid aan de rand: z; = cos(w t22).

Voor z in [—1, 1] geldt:

m(x) = 2_ka_|_1(a:) = 27k cos ((k + 1)arccos(x))

Bewijs. cos(¢ + 1) + cos(¢p — ) = 2 cos(p) cos(y).
Met ¢ = karccos(x) en 1 = arccos(xz), vinden we
Ti+1(z) = 22T} (x) — Ti-1(x), To(z) =1, T1(z) = =.
Inductie levert
Tia1(x) = 2k2F+1 4+ lager graads termen

Invullen toont aan dat Ty4+1(x;) = 0 voor j =0,...,k.

Dus: m en 2 %744
— zijn beide van graad k + 1,
— hebben dezelfde nulpunten, en
— hebben beide leidende coéfficient 1
= T = Tk_|_1.



Equidistant. h > 0O, x; = to + jh voor 3y =0,1,...,k.

e Voor x in het ‘middelste’ interval

fout| < = (S)FH D ()
e Voor x in het ‘rand’ interval
fout| < pEF1) pED (6

4(k—|—1)

Voorbeeld. Op [-1,1], to = —1, h = 2/k.
(DL,

z ‘middelste’ int.
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sy DR FED ().

x ‘rand’ interval |fout| <

Grotere dichtheid aan de rand: z; = cos(m t22).
zin [-1,1]:  [fout] < (ML FEHD(9)

Alles in het midden (Taylor): zg = z; = x.

zin [-1,1]:  [fout] S A (p)FFL|rI+D(g)



Equidistant. h > 0O, x; = to + jh voor 3y =0,1,...,k.

e Voor x in het ‘middelste’ interval

fout| < = (S)FH D ()
e Voor x in het ‘rand’ interval
fout| < pEF1) pED (6

4(k—|—1)

Voorbeeld. Op [-1,1], to = —1, h = 2/k.
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ﬁ
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z ‘rand’ interval  |[fout| < CLanaFACan eI}

Grotere dichtheid aan de rand: z; = cos(m t22).
zin [-1,1]:  [fout] < (ML FEHD(9)

Merk op l<5<2<e.



Equidistant. h > 0O, x; = to + jsh voor 3 =0,1,...

e Voor x in het ‘middelste’ interval

fout| < 2 (M)

e Voor x in het ‘rand’ interval
fout| < pEF1) pED (6
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Voorbeeld. Op [-1,1], to = —1, h = 2/k.

f(z) =e* voor z € [—1,+1].
= fEFD@ =€t <e



Equidistant. h > 0O, x; = to + jsh voor 3 =0,1,...
e VVoor z in het ‘middelste’ interval

fout| < 2 (M)

e Voor x in het ‘rand’ interval
fout| < pEF1) pED (6

4(k—|—1)

Voorbeeld. Op [-1,1], to = —1, h = 2/k.

f(x) = H# =L (L—I—L) voor x € [—1,+41].

2512 2 \1+5z 1—bx

+
= f(k+1)(€) <( ?Z)_I_5§)(If—|:|_21)l + .. )

FEFD ()] < BF 1k 4 1)




Equidistant. h > 0O, x; = to + jsh voor 3 =0,1,...

e Voor x in het ‘middelste’ interval

fout| < 2 (M)

e Voor x in het ‘rand’ interval
fout| < pEF1) pED (6

4(k—|—1)

Voorbeeld. Op [-1,1], to = —1, h = 2/k.
f(z) = 1+T15x2 voor z € [—1,+1].

= FEFD ()] < BF 1k 4 1)



Equidistant. h > 0O, x; = to + jsh voor 3 =0,1,...

e VVoor z in het ‘middelste’ interval

fout| < = (S)FH D ()
e Voor x in het ‘rand’ interval

fout| < pEF1) pED (6

4(k—|—1)

Voorbeeld. Op [-1,1], to = —1, h = 2/k.
f(z) = 1+T15x2 voor z € [—1,+1].

= FEFD ()] < BF 1k 4 1)

z middelste interval: |fout| < (2)*T1(k + 1)!
z rand interval: [fout| < (32)*T1(k + 1)!



