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Evaluatiefouten

Voorbeeld. Beschouw f(z) = —x(xz—1)(x—2)-...-(x—8).
Hoe groot is de evaluatie fout in f(7)7

Schrijf uit als machten van x:
f(x) = a,lazg -+ a2x8 -+ a3:1:7 + ... 4+ a9z + aqo,
waarbij a = [—1,36, —546, 4536, —22449. 67284, —118124, 109584, —40320, 0].

We zoomen in rond . =7
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fand y are shifted by —0.00054297
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x—7 is plotted along the horizontal axis. %10~
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Evaluatiefouten

Voorbeeld. Beschouw f(z) = —x(xz—1)(x—2)-...-(x—8).
Hoe groot is de evaluatie fout in f(7)7

Schrijf uit als machten van x:
f(x) = alazg -+ a2x8 -+ a3:1:7 + ... 4+ a9z + aqo,
waarbij a = [—1,36, —546, 4536, —22449. 67284, —118124, 109584, —40320, 0].

We zoomen in rond . =7

Evalueren van f in x levert f(x) 4 £g9(x)
met g(x) = 18Jay||z|® + 17]azl|z|® + ... + 3lagl|z| + |a10]-
Inz=7is g(z) =2.41010.



Evaluatiefouten

Voorbeeld. Beschouw f(z) = —x(xz—1)(x—2)-...-(x—8).
Hoe groot is de evaluatie fout in f(7)7

Schrijf uit als machten van x:
f(x) = alazg -+ a2x8 -+ a3:1:7 + ... 4+ a9z + aqo,
waarbij a = [—1,36, —546, 4536, —22449. 67284, —118124, 109584, —40320, 0].

We zoomen in rond . =7

Evalueren van f in x levert f(x) 4 £g9(x)
met g(x) = 18Jay||z|® + 17]azl|z|® + ... + 3lagl|z| + |a10]-
Inz=7is g(z) =2.41010.

Andere manier van evalueren: volgens

fx) = —a2(z—1)(x—-2)-...-(x —8).
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Approximatiefouten

Approximatiefouten (ook wel benaderingsfouten genoemd)
hebben een structuur. Die kan je uitbuiten.

VVoorbeeld. Als f voldoende glad is, dan zijn er ¢; zodat

() = DL (f)(x) = c1th + coh® +c3h>+ ... voor h —O.

Hierbij is

Dy, (f)(z) = f(‘”+h2 —J@) oor h>0
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Differentieer f in x met stapgrootte h,ih,ih,...

1.26289613 1.26246670 1.26246715
1.26268175 1.26246704 1.26246715
1.26257448 1.26246712 1.26246715
1.26252082 1.26246714 1.26246715
1.26249399 1.26246715 1.26246715



Differentieer f in x met stapgrootte h,ih,ih,...

1.26289613 1.26246670 1.26246715
1.26268175 1.26246704 1.26246715
1.26257448 1.26246712 1.26246715
1.26252082 1.26246714 1.26246715
1.26249399 1.26246715 1.26246715

-0.0002144 3.346e-007 1.434e-013
-0.0001073 8.365e-008 -7.394e-014
-5.366e-005 2.091e-008 4.07e-013
-2.6383e-005 5.227e-009 -1.036e-012



Differentieer f in x met stapgrootte h,ih,ih,...

1.26289613 1.26246670 1.26246715
1.26268175 1.26246704 1.26246715
1.26257448 1.26246712 1.26246715
1.26252082 1.26246714 1.26246715
1.26249399 1.26246715 1.26246715

-0.0002144 3.346e-007 1.434e-013
-0.0001073 8.365e-008 -7.394e-014
-5.366e-005 2.091e-008 4.07e-013
-2.683e-005 5.227e-009 -1.036e-012

1.998 4 -1.94
1.999 4 -0.1817
2 4.001 -0.3928



Als f voldoende glad

f'(z) = Dyp(f)(z) = c1h+ coh? + c3h> + . ..
Schrijf I = f'(z) en D(h) = D (f)(x).

Als h 1) voldoende klein (zodat c¢oh? < ¢1h) en (%)
2) niet te klein (rekenfouten spelen geen rol)

dan I — D(h) = c1h en I — D(ih) = D(ih) — D(h)




Als f voldoende glad

f'(z) = Dyp(f)(z) = c1h+ coh? + c3h> + . ..
Schrijf I = f'(z) en D(h) = D (f)(x).

Als h 1) voldoende klein (zodat c¢oh? < ¢1h) en (%)

dan I — D(h) =~ c1h en

Dus I ~ D(3h) + (D(2R) — D(h)).

Is

2) niet te klein (rekenfouten spelen geen rol)

I— D(h) ~ D(3h) — D(h)

T(h) = 2D(zh) — D(h)

beter dan D(ih)?



Als f voldoende glad

f'(z) = Dyp(f)(z) = c1h+ coh? + c3h> + . ..
Schrijf I = f'(z) en D(h) = D (f)(x).

Als h 1) voldoende klein (zodat c¢oh? < ¢1h) en (%)
2) niet te klein (rekenfouten spelen geen rol)

dan I — D(h) = c1h en I — D(ih) = D(ih) — D(h)

Dus I ~ D(3h) + (D(2R) — D(h)).

Is T(h) =2D(ih) — D(h) beter dan D(ih)?

I —T(h)

2(1 — D(h)) — (I — D(h))
2(c1ih + coth? +...) — (cith + coh? +...)
= —icph? —2cgh3 — ... =chh?+ Lh3 + ...



Als f voldoende glad

f'(z) = Dyp(f)(z) = c1h+ coh? + c3h> + . ..
Schrijf I = f'(z) en D(h) = D (f)(x).

Als h 1) voldoende klein (zodat ¢sh? < ¢1h) en (%)
2) niet te klein (rekenfouten spelen geen rol)
dan I — D(h) = c1h en I — D(ih) = D(ih) — D(h)
D(ih) — D(h
Vi = DGR = D)
D(:h) — D(zh)

(I - D(h) - U-DGh) _ cah—ci3h _  1-
(I —=DGh)) — (I —=D@Gh))  cith —ciih 1 -

2 4

N+
|
N

V(h) =

N~



Als f voldoende glad

f'(z) = Dyp(f)(z) = c1h+ coh? + c3h> + . ..
Schrijf I = f'(z) en D(h) = D (f)(x).

Als h 1) voldoende klein (zodat c¢oh? < ¢1h) en (%)
2) niet te klein (rekenfouten spelen geen rol)

dan I — D(h) = c1h en I — D(ih) = D(ih) — D(h)

D(3h) — D(h)

V) = 5Ghy = bGhy ~

Als V(h) =2 (en V(ih) =2, ...)

dan hebben we er vertrouwen in dat (x) geldt.



Approximatiefouten

Approximatiefouten (ook wel benaderingsfouten genoemd)
hebben een structuur. Die kan je uitbuiten.

VVoorbeeld. Stel voor p,q € N, p < q,
I —D(h) =ch? +dh?+ ...

voor 'n grootheid I en 'n benadering D(h).

Voor verschillende h > 0 kunnen we D(h) uit rekenen en
die resultaten willen we gebruiken om I te bepalen.



Approximatiefouten

Approximatiefouten (ook wel benaderingsfouten genoemd)
hebben een structuur. Die kan je uitbuiten.

VVoorbeeld. Stel voor p,q € N, p < q,
I —D(h) =ch? +dh?+ ...

voor 'n grootheid I en 'n benadering D(h).

Opmerking. Ook bruikbaar als D(h) niet voor alle h > 0
gedefinieerd is.

Voorbeeld. Met h = % voor n € N, is D(h) de omtrek
van een n-zijdige regelmatige ingeschreven veelhoek van
een cirkel met diameter 1. (Opgave 19).



Stel voor p,q € N, p < q,
I —D(h) =ch? +dh?+ ...
h voldoende klein: I — D(h) = chP, I — D(3h) =~ (1)PchP

I — D(ih) =~

[D(3h) — D(h)]

2P — 1




Stel voor p,q € N, p < q,
I —D(h) =ch? +dh?+ ...
h voldoende klein: I — D(h) = chP, I — D(3h) =~ (1)PchP

I — D(ih) =~

[D(3h) — D(h)]

2P — 1

Dus I = D(3h) + 555 [D(3h) — D(h)] = 5pe [2PD(3h) — D(R)].

Is T(h) = [2PD(Lh) — D(h)] beter dan D(ih)?

2p — 1

I-T(h) = 5=7[2P( - D@Eh)) — (I — D(h)]

— [@Z _ 1) hd 4+ .. ]
dhd+ ...




Stel voor p,q € N, p < q,
I —D(h) =ch? +dh?+ ...
h voldoende klein: I — D(h) = chP, I — D(3h) =~ (1)PchP

D(ih) — D(h) _ ch? —c(2)PhP

D) — DGR~ ek — (oo 2

V(h) =

Als V(h) = 2P (en V(ih) = 2P, ...)
dan vertrouwen we er op dat

e h voldoende klein is zo dat |dh9 4 ...| < chP,

e Mmaar niet zo klein dat rekenfouten domineren.

V(h) noemen we het vertrouwensgetal.



Stel voor p,q e R, 0 <p < q,
I —D(h) =ch? +dh?+ ...
h voldoende klein: I — D(h) = chP, I — D(3h) =~ (1)PchP

D(ih) — D(h) _ ch? —c(2)PhP

D) — DGR~ ek — (oo 2

V(h) =

Als V(h) = 2P (en V(ih) = 2P, ...)
dan vertrouwen we er op dat

e h voldoende klein is zo dat |dh9 4 ...| < chP,

e Mmaar niet zo klein dat rekenfouten domineren.

V(h) noemen we het vertrouwensgetal.



Stel voor p,q € N, p < q,

I —D(h) =chP +dh?1+ ...
h voldoende klein: I — D(h) = chP, I — D(3h) =~ (1)PchP

D(ih) — D(h) _ ch? —c(2)PhP

V= D0m Dy e — Gy

P

Als V(h) = 2P (en V(ih) = 2P, ...)
dan vertrouwen we er op dat

e h voldoende klein is zo dat |dh9 4 ...| < chP,

e Mmaar niet zo klein dat rekenfouten domineren.

V(h) noemen we het vertrouwensgetal.

Recursief toepassen (vervang D(h) door T'(h), etc,.)
leidt tot het Romberg schema:



Romberg schema

h — D(h) -

Ty (h
1h— D(h) ~ SRERN
CmGh)
th — D(2h) T2(3h)
4 4 S T (1h) _—
13

Ta(h) o)

—
ih — D(h)

Als in j-de kolom fout evenredig hP (bereken de V;(h)) dan

1

—T.(1
e schat fout I —T;(Lh) volgens op _ 1

T (zh) — T;(h)|

e corrigeer volgens | T4 1(h) = 1 [Qij(%h) - Tj(h)}




Romberg schema

h — D(h)

~
T1(h)
Lh— D(h) ()
_NTGh) T T5(h)
1h—D(th) ~ To(1h)
CnGh) T
1h — D(1h)
Als  I—D(h)=cih +coh?+c3h3+... (¢;#0 Vj)
1
e schat fout I —T;(ih) volgens ST [Tj(ih) — Tj(h)]
i | T (h) = —— [297,(2h) — T(h
e corrigeer volgens | T;11(h) = ST [ i(Gh) — T5( )}

dan in j-de kolom de fout evenredig h? (bereken de Vi(h))



Romberg schema

h — D(h)

~
T1(h)
Sh—D(3h) PO
P T1(3h) T3(h)
Lh — D(th) _ To(Lh)
Ti(ih) ~
1p — D(:h)
Als I —D(h) =cph®+cah*+ch®+...  (cp; 0 Vj)
1
e schat fout I —T;(ih) volgens 1 [Tj(%h) — Tj(h)]
: 1 :
e corrigeer volgens | T;1(h) = 1 [47Tj(%h) — Tj(h)}

dan in j-de kolom de fout evenredig h?’/ (bereken de Vi(h))



Romberg schema

Romberg schema is een interpolatie schema.

Ter herinnering. Als pg f interpoleert op (xg,x1,x2)
p1 [ interpoleert op (x1,x9,x3)
dan interpoleert p gedefinieerd door
p@) = - —Zpo(e) + 2 p1(@)
o — T3 — IQ
f op (zo,z1,72,73): p(éb‘) ~ f(x).



Romberg schema

Romberg schema is een interpolatie schema.
ho>h1>ho>h3>0
Als pg D(h) interpoleert op (hg, h1,h>)
p1 D(h) interpoleert op (hq, ho, h3)
dan interpoleert p gedefinieerd door

_ x—hg x — hg
p(z) = ho h3po(w) + he hom(w)

D op (hg,h1,ho,h3):  p(h) = D(h).

In het bijzonder, p(0)~ D(0)=1.
Merk op dat we hier willen extrapoleren:
immers O ligt niet tussen hq, hy, ho, h3.



Romberg schema

Romberg schema is een interpolatie schema.
ho>h1>ho>h3>0
Als pg D(h) interpoleert op (hg, h1,h>)
p1 D(h) interpoleert op (hq, ho, h3)
dan interpoleert p gedefinieerd door

x — h3 — hg

p(z) = ho h3po( z) + he hom(w)

D op (h07h17h27h3> cn

—h3 —hg

p(0) = ho h3po( )+ e = hOm(O)

1

= [hop1(0) — h3po(0)]




Romberg schema

Romberg schema is een interpolatie schema.
ho>h1>ho>h3>0
Als pg D(h) interpoleert op (hg, h1,h>)
p1 D(h) interpoleert op (hq, ho, h3)
dan interpoleert p gedefinieerd door

x — h3 — hg

p(z) = ho h3po( z) + h hom(w)

D op (h07h17h27h3> cn

—h3 —hg

p(0) = ho h3po( )+ e = hOm(O)

1

= [hop1(0) — h3po(0)]

Fout: I —p(0) = (—hg)(—h1)(—h2)(—h3)z D (¢)



Romberg schema

Als I —D(h) =c1h 4 coh?4c3h3+ ...

ho — D(ho) ~ 5
1,0
hl — D(hl) < > T2,O ~_
> T1,1 ~ - T3,O
ho — D(hs) - P 151
P 112
hz — D(h3)
hiya
e schat fout I —T;, volgens PR [Tj,l — T],O]
0O  "j+41
. 1
e corrigeer volgens| T;41 9 = [ho Tj1—hjgqT; o}
’ hO - h,]_l_]- ’ 7




Romberg schema

Als I — D(h) = coh? 4 cqgh* 4+ cgh® + . ..

ho — D(ho) ~
1,0
— D(hl) < > T2,O ~_
P Tin P 13,0
ho — D(hs) - P 151
e 112
hz — D(h3)
h?
e schat fout I — T} volgens v _7 > [Tj,l Tj,o]
o) j+1
. 1 2
e corrigeer volgens Tj_|_1 0= "5 5 [ho T;1— h: +1T o}




Romberg schema

Als I — D(h) = c1h? 4 coh* 4+ c3h® + ...



Romberg schema

Als I — D(h) = c1h? 4 coh* 4+ c3h® + ...
dan interpoleer

de functie D(h) = c1h + coh? + c3h3 + ...
op h2, h2, ...

Dan D(h2) = D(k) en op D(h) is het schema gebaseerd
op c¢1h + ¢xh? 4 ... van toepassing.



Romberg schema

Als I —D(h) =cih 4+ coh?+c3h3+ ...

ho — D(ho) —
T1.0
h1 — D(h1) < > T20
P Tin P T30
ho—D(ho) — Ty
e 112
hz — D(h3)

e Hoe fout I —T3 ¢ te schatten?
— Gebruik I —Tj o= (—hg)(—h1) ... (=hj)ecj41 + O(hIT2)?
c; is (gewoonlijk) onbekend. Grootte O(hI12) onbekend.

— Voeg een rij vanuit een hy toe? Kan, maar is extra werk
(en wellicht ‘zit T3 o al in de afrondfouten’)

Gewoonlijk [I — T3,0| < |I — T270|Z
schat |I — T3,0| door |I — T370| SJ |T2,0 — T370|.



Romberg schema
Waarom andere rij h dan h,ih,ih,...7
Voorbeeld. h,ah,a?h,a3h,... met a € (3, 1).

Voordeel: Voor dezelfde minimale a9h (> Ph voor p < q)
verder in het Romberg schema T, . Gewoonlijk is T} g
(met h; = a’h) nauwkeuriger dan T,0 (met h; = LPh). Het
even nauwkeurig resultaat 7, , vereist een kleinere h;, =

(1) Th en kan aanleiding geven tot grotere effecten van
afrondfouten.



Romberg schema
Waarom andere rij h dan h,ih,ih,...7
Voorbeeld. h,ah,a?h,a3h,... met a € (3, 1).

Voordeel: Voor dezelfde minimale a9h (> Ph voor p < q)
verder in het Romberg schema T, . Gewoonlijk is T} g
(met h; = o/h) nauwkeuriger dan T}, o (met h; = Ph). Het
even nauwkeurig resultaat 7, , vereist een kleinere h;, =
(%)ﬁ‘eh en kan aanleiding geven tot grotere effecten van
afrondfouten.

VVoorbeeld. Bulirch rij h,ih, R, 1h, LA, ...

VVoordeel: grotere efficientie bij numeriek integreren



Samenvatting

e Evaluatiefouten hebben geen duidelijke structuur.
Een majorant kan relatief eenvoudig afgeleid worden.

e Approximatiefouten hebben een mooie structuur
en die kan uitgebuit worden:

— fouten kunnen ‘automatisch’ geschat worden

— er kan ‘automatisch’ vastgesteld worden
of deze schatting betrouwbaar is

— benaderingen kunnen m.b.v. de geschatte fout
gecorrigeerd worden

— deze procedure kan recursief worden toegepast.



