Evaluatiefouten

Utrecht, 9 december 2014

Numerieke Wiskunde

Voorbeeld. Beschouw f(z) = —z(z—1)(z—2)-...-(x—8).
Hoe groot is de evaluatie fout in f(7)7?

Schrijf uit als machten van x:

flz) = (111’9 + a2x8 + a3a:7 + ...+ agx + aqo,

waarbij a = [~1,36, —546,4536, —22449, 67284, —118124, 109584, —40320, 0]
NV We zoomen in rond o =7
N
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Approximatiefouten

Approximatiefouten (ook wel benaderingsfouten genoemd)
hebben een structuur. Die kan je uitbuiten.

Voorbeeld. Als f voldoende glad is, dan zijn er ¢; zodat

f'(z) = DR(f)(z) = c1h 4+ coh® 4+ c3h®+ ... voor h — 0.

Hierbij is

Dp(f)(z) = fe+ h}z — /(=) voor h>0
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Als f voldoende glad
f'@) = Dp(f)(x) = c1h + coh? + e3h™ + ...
Schrijf I = f/(z) en D(h) = Dy,(f)(x).

Als h 1) voldoende klein (zodat coh? < c1h) en (*)
2) niet te klein (rekenfouten spelen geen rol)

dan I — D(h)=cih en I — D(th) =~ D(ih) — D(h)

DGh) —D(h)

V) =56my —peny ™

(I-D(h) ~(I-DGh) _ eth—cigh _ 1~
(I-DGh)) — (I —D@Eh)) ~ cith—cith — "1
Als V(h) =2 (en V(ih) = 2, ...)

dan hebben we er vertrouwen in dat (x) geldt.

V(h) =

1

3 _
l—2.
2

Als f voldoende glad

F(@) = Dp(f)(@) = e1h + coh® 4+ e3h3 + ...
Schrijf I = f/(z) en D(h) = Dy,(f)(x).

Als h 1) voldoende klein (zodat ¢oh? < c1h) en (*)
2) niet te klein (rekenfouten spelen geen rol)

dan I — D(h) =~ cih en I — D(ih) = D(ih) — D(h)

Dus I ~ D(ih) + (D(:h) — D(R)).

Is T(h) =2D(ih) — D(h) beter dan D(ih)7?

I-T(h) = 2(I - D(h)) — (I — D(h))
2(c1ih + cpth? +..) — (crh + coh? +..)
= —lcoh? —2c3h3 — ... = c’2h2 + c’3h3 + ...

Stel voor p,q € N, p<q,
I —D(h) = ch? + dh? + ...
h voldoende klein: I — D(h) = chP, I — D(ih) =~ (3)PchP

1

— 1 ~~
I-DGh)~ o

[DGh) — D(R)]

Dus I ~ D(th) + 5-7[D(2h) — D(h)] = 5 [2PD(th) — D(h)].

1
2P — 1

Is |T(h) = [2PD(ih) — D(h)] | beter dan D(:h)?

I-T(h) = 1 [2P(I - D(zh)) — (I — D(h)]

ﬁ[@—z—l)hq+...]
= dhi+...



Romberg schema Romberg schema

h — D(h)

~ Ti(h) Romberg schema is een interpolatie schema.

_— ~
%th(%h)\T(lh)/Tz(h) \T(h) hg>h1>ho>h3>0
DRy RS gy 3 Als pg D(h) interpoleert op (hg, h1,h2)
3 Gh) Z_ Ly 2(3h)
. . _nGh) p1 D(h) interpoleert op (hy,ho, h3)
1h — D(ih)

dan interpoleert p gedefinieerd door
Als in j-de kolom fout evenredig h” (bereken de V;(h)) dan

— hg
p(z) = ho po( )+ "o — % (2)
1
e schat fout I —T;(ih) volgens | ——— [Tj(%h) - Tj(h)]
2p — 1 D op (hOahlthvh’?)) en
©) = " po(0) + (0)
o corrigeer volgens | Tj1(h) = : [QPTj(%h) —Tj(hﬂ P = ho—h3'° h hs — ho *

- hoiha[hopl(m — hapo(0)]

Fout: I —p(0) = (—ho)(—h1)(=h2)(=h3)7; D (&)

Romberg schema Romberg schema

Als I —D(h) =c1h 4 cph?4c3h3+ ... Als I —D(h) = coh? 4 cah®* 4+ cgh® + ...
ho — D(ho) . ho — D(ho) .
1,0 1.0
h1 — D(hl) < . > Tz,o o . h1 - D(h1) < T > TQ,O ~_ T
1,1 3,0 1,1 3,0
h2 — D(h2) < > Tor ~ h2 — D(h2) < . > Tor ~
P 1,2 P 1,2
ha — D(hs) ha — D(hs)
hiy h2 i
e schat fout I — T} volgens _ [Tj,l — ij] e schat fout I — T} volgens PR [Tj,
fo =i hg —hi
1 1

e corrigeervolgens| T4 0=

hq

o [hoTja — hyaTio|

Jj+1

I —T;0= (=hg)(=h1)...

(7/11)(/+l + (9(/11_'_2)

e corrigeer volgens| T,
j+1

— 2 2
0= 2 yE h3Tj1 — h341Tj o]

I —Tjo= (—/18)(—/1%) o (—/1?)('2]+2 + O(h2112)



Romberg schema

Als I —D(h) =c1h? 4 coh* 4 c3h® 4+ ...
dan interpoleer

de functie D(h) = c1h + coh? +c3h3 + ...
op h2,h?,...

Dan D(h2) = D(h) en op D(h) is het schema gebaseerd
op c1h 4 coh? 4+ ... van toepassing.

Romberg schema
Waarom andere rij h dan h,3ih,Lh,...7
Voorbeeld. h,ah,a?h,a3h,... met a € (,1).

Voordeel: Voor dezelfde minimale a?h (> Ph voor p < q)
verder in het Romberg schema T,o. Gewoonlijk is Tj o
(met h; = o’/h) nauwkeuriger dan T, o (met h; = iPh). Het
even nauwkeurig resultaat T), , vereist een kleinere h;4, =
()7 h en kan aanleiding geven tot grotere effecten van
afrondfouten.

Voorbeeld. Bulirch rij h,1h,1h, 1k, th, ...

Voordeel: grotere efficiéntie bij numeriek integreren

Romberg schema

Als I —D(h) =cih 4 cph?4c3h3 4 ...

ho — D(ho)
Tio
hi=D(h) " Tao
P T - P T30
ha=D(h2) L " Taa
P Ty
hz — D(h3)

e Hoe fout I — T3 te schatten?
— Gebruik I —Tjg = (—hg)(=h1) ... (=hj)cj41 + ORI T2)?
cj is (gewoonlijk) onbekend. Grootte O(h/I12) onbekend.

— Voeg een rij vanuit een hy toe? Kan, maar is extra werk
(en wellicht ‘zit T3 g al in de afrondfouten’)

Gewoonlijk |1 —T370| < |I - T2,0|I
schat |I — T370| door |I — T3,O| < |T2,O — T3,0|.

Samenvatting

e Evaluatiefouten hebben geen duidelijke structuur.
Een majorant kan relatief eenvoudig afgeleid worden.

e Approximatiefouten hebben een mooie structuur
en die kan uitgebuit worden:

— fouten kunnen ‘automatisch’ geschat worden

— er kan ‘automatisch’ vastgesteld worden
of deze schatting betrouwbaar is

— benaderingen kunnen m.b.v. de geschatte fout
gecorrigeerd worden

— deze procedure kan recursief worden toegepast.



