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Ny,: aantal individuen eind tijdvak n.

Aanname [Malthus, 1798]:
in ieder tijdvak: fractie s sterft, fractie g geboren

met k=149 —s, k IS de groeicoefficient

Oplossing. N, = (14 g —s)" Ng = " Np:

de groei is exponentieel

Wat gebeurt er op den duur (n — )7

k>1 = N, — oo VOOr n — oo

0<k<l = N,—0 voOr n —
k=1 = Nn:NO alle n




Bezwaren tegen het Malthus model

groeicoefficient kan afhangen van Nj,
groeicoéefficient kan afhangen van n,
groeicoéfficient kan afhangen van Ny, N,,_1,...

groeicoefficient kan beinvlioed worden door
andere soorten,

veranderingen kunnen optreden op elk
tijdstip (tijdsvakgedachte niet houdbaar)

groei kan plaats afhankelijk zijn



Bezwaren tegen het Malthus model

e Jroeicoéfficient kan afhangen van Ny,



Bezwaren tegen het Malthus model

e Jgroeicoéfficient kan afhangen van Ny, N,,_1,...



Program

Meerdere leeftijdsklassen

Leslie matrices

Eigenwaarden en eigenvectoren
Dominante eigenvector
Irreducibele, a-periodieke matrices
Markov ketens

Google's PageRanking

Lampen



e Meerdere leeftijdsklassen



Twee jarige planten

In jaar n  Ni(n): aantal planten in jaar n ontkiemt
N->(n): aantal planten in jaar n — 1 ontkiemt

Aanname:

e 50% van de 0O-jarige geeft zaad

e gemiddeld twee zaden van 0O-jarige ontkiemen

e 75% planten overleeft de winter

e gemiddeld vier zaden van de 1-jarige ontkiemen
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e 50% van de 0O-jarige geeft zaad

e gemiddeld twee zaden van 0O-jarige ontkiemen
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Model: Ni(n+1) =23 Ni(n) + 4 Na(n)
en Np(n+ 1) = 2N1(n).



Twee jarige planten

In jaar n  Ni(n): aantal planten in jaar n ontkiemt
N->(n): aantal planten in jaar n — 1 ontkiemt

Aanname:

e 50% van de 0O-jarige geeft zaad

e gemiddeld twee zaden van 0O-jarige ontkiemen

e 75% planten overleeft de winter

e gemiddeld vier zaden van de 1-jarige ontkiemen

Model: Ni(n+1) =23 Ni(n) + 4 Na(n)
en Np(n+ 1) = 2N1(n).
In “matrix taal”:

[Nl(n-l-l)] _ [1 4] [N1(n)]
No(n+1) > 0| | Na(n)



Evenwicht als
voor allen: Niy(n+1)=Ni(n) =a7 en

Na(n+ 1) = Nao(n) = as
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Evenwicht als
voor allen: Niy(n+1)=Ni(n) =a7 en
No(n 4+ 1) = Na(n) = az

al=l3o) e

1 4
& 1 eigenwaarde A = [

3
z 0



Evenwicht als
voor allen: Niy(n+1)=Ni(n) =a7 en
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voor alle n: Niy(n+ 1)/No(n+ 1) = Ni(n)/N>(n)
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Evenwicht als
voor allen: Niy(n+1)=Ni(n) =a7 en
No(n 4+ 1) = Na(n) = az

al=l3o) e

1 4
< 1 eigenwaarde A = [3 ]
z 0

Evenwichtige opbouw in leeftijd als
voor alle n: Niy(n+ 1)/No(n+ 1) = Ni(n)/N>(n)

&l =13 o) [

& )\ eigenwaarde A

Wanneer is evenwicht stabiel?
Wanneer is evenwichtige leeftijdsopbouw stabiel?



Beschouw de iteratie in R2

[fb‘l(n-l-l)] _ [all a12] [561(%)]

ro(n + 1) a1 azp | | z2(n)

Xp4-1 A X,



Beschouw de differentie vergelijking in R?

[961(%4-1) _ [&11 a12] [561(%)]
ro(n + 1) az1 a2 | | z2(n)
A X,

xn—l—l



Beschouw de recursie in R2

[fb’l(n-l-l) _ [all a12] [561(%)]
ro(n + 1) az1 a2 | | z2(n)
A X,

xn—l—l



Beschouw de iteratie in R2

[fb‘l(n-l-l)] _ [all a12] [561(%)]

ro(n + 1) a1 azp | | z2(n)

Xp4-1 A X,

Dan Xn=AX,_1=...= A"'Xg



Beschouw de iteratie in R2

[fb‘l(n-l-l)] _ [all a12] [561(%)]

zo(n + 1) a>1 a2 | | z2(n)
Xp4+1 = AXp
Dan Xn=AX,_1=...= A"'Xg

Eigenwaarden en eigenvektoren van A:

AV, = A1V en AV, = o Vo



Beschouw de iteratie in R2

[fb‘l(n-l-l)] _ [all a12] [561(%)]

zo(n + 1) a>1 a2 | | z2(n)
Xp4+1 = AXp
Dan Xn=AX,_1=...= A"'Xg

Eigenwaarden en eigenvektoren van A:

AV, = A1V en AV, = o Vo

Xg = Y1V1 + 2V =

Xn A" xg = A" (v1V1 + 72V2)
71 AV 4+ 72 Ay

Y1 AT V1 + 2 A5 Vo



Beschouw de iteratie in R2

[fb‘l(n-l-l)] _ [all a12] [561(%)]

zo(n + 1) a>1 a2 | | z2(n)
Xp4+1 = AXp
Dan Xn=AX,_1=...= A"'Xg

Eigenwaarden en eigenvektoren van A:

AV, = A1V en AV, = o Vo

Xo =71V1+72Ve = Xnp =71 A7V1+12A5V>



Beschouw de iteratie in R2

[fb‘l(n-l-l)] _ [all a12] [561(%)]

zo(n + 1) a>1 a2 | | z2(n)
Xp4+1 = AXp
Dan Xn=AX,_1=...= A"'Xg

Eigenwaarden en eigenvektoren van A:

AV, = A1V en AV, = o Vo

Xo =71V1+72Ve = Xnp =71 A7V1+12A5V>

)\ n
Xn = 71 AT <V1 + X2 (—2> V2>
Y1 \ M



Beschouw de iteratie in R2

[fb‘l(n-l-l)] _ [all a12] [561(%)]

zo(n + 1) a>1 a2 | | z2(n)
Xp4+1 = AXp
Dan Xn=AX,_1=...= A"'Xg

Eigenwaarden en eigenvektoren van A:

AV, = A1V en AV, = o Vo

X0 =71V1+ 72V = Xp=791A7V1+12A5V>
)\ mn
Xn = 71 AT <V1 + X2 (—2> V2>
v1 \A1

Als |Ap] < |A] , dan Xp =~ vy1 ATvy voor grote n.



Als  |Xo| < |A1], dan geldt, voor grote n,

o (Ao
v1+—(—) v
Y1

A1 is een dominante eigenwaarde als || < |A\1]

Vv, is dan een dominante eigenvector



Als  |Xo| < |A1], dan geldt, voor grote n,

o (Ao
v1+—(—) v
Y1

A1 is een dominante eigenwaarde als || < |A\1]

Vv, is dan een dominante eigenvector

Stelling. O is een stabiel evenwicht als 1 > |)\;|, 1 = 1, 2.



Als  |Xo| < |A1], dan geldt, voor grote n,

o (Ao
v1+—(—) v
Y1

A1 is een dominante eigenwaarde als || < |A\1]

Vv, is dan een dominante eigenvector
Stelling. O is een stabiel evenwicht als 1 > |)\;|, 1 = 1, 2.

Stelling. yv; is een stabiel evenwicht als A{ =1 > |Ay].

Er is een stabiel evenwicht als 1 dominante eigenwaarde A.



Als  |Xo| < |A1], dan geldt, voor grote n,

o (Ao
v1+—(—) v
Y1

A1 is een dominante eigenwaarde als || < |A\1]

Vv, is dan een dominante eigenvector
Stelling. O is een stabiel evenwicht als 1 > |)\;|, 1 = 1, 2.

Stelling. yv; is een stabiel evenwicht als A{ =1 > |Ay].

Er is een stabiel evenwicht als 1 dominante eigenwaarde A.

Stelling. v is een stabiele opbouw als A\{ dominant.
Er is een stabiele leeftijdsopbouw als
A een dominante eigenwaarde heeft.



Voorbeeld. [Twee jarige planten]

Bereken de eigenwaarden A = [é g .
4
(RHA—ADrz(l—M-@AyJLZ
= A°-\-3
A eigenwaarde < M -A-3=0 <&
1-+13

A=)\

1413
2



Voorbeeld. [Twee jarige planten]

1 4
Bereken de eigenwaarden A = [3 ol
Z
3
det(A—AD) = (1-2) (-2 -4
= A°-\-3
A eigenwaarde & M -A-3=0 &
1+ 13 1—-+/13
A=)\ = +2 f A== >

1 geen eigenwaarde: dus geen evenwicht # 0.



Voorbeeld. [Twee jarige planten]

1 4
Bereken de eigenwaarden A = [3 ol
4
3
det (A —AI) = (1—>\)-(—>\)—4-Z
= A°-\-3
A eigenwaarde & M -A-3=0 &
1+ +v13 1—-+13
A=A = +2 of A=) = >

1 geen eigenwaarde: dus geen evenwicht # 0.

A1 > 1. dus O geen stabiel evenwicht.



Voorbeeld. [Twee jarige planten]

30

1 4
Bereken de eigenwaarden A = [ ]
4

det (A —AD) = (1—/\).(_,\)_4;

= A°-\-3
)\ eigenwaarde < M —-\A-3=0 <

1+4++13 1—-+v13

1 geen eigenwaarde: dus geen evenwicht # 0.

A1 > 1. dus O geen stabiel evenwicht.

: : . A
A1 > |Ao|: A1 dominante eigenwaarde met eigenv. v = [ 31].
a

A
Dus ~ [ 31] stabiele evenwichtige leeftijdsopbouw.
4



Iteratie in beeld

X1
A— [ 11041 —0.0204
= | 0.0408  0.8959
M =11 X =0.9




Iteratie in beeld

D
A— [ 11041 —0.0204
= | 0.0408  0.8959
M =11 X =0.9




Iteratie in beeld

I3
A— [ 11041 —0.0204
= | 0.0408  0.8959
M =11 X =0.9




Iteratie in beeld

T4
A— [ 11041 —0.0204
= 0.0408 0.8959
M =11 X =0.9




Iteratie in beeld

5
A— [ 11041 —0.0204
= | 0.0408  0.8959
M =11 X =0.9




Iteratie in beeld

L6
A— [ 11041 —0.0204
= | 0.0408  0.8959
M =11 X =0.9




Iteratie in beeld

7
A— [ 11041 —0.0204
= 0.0408 0.8959
M =11 X =0.9




Iteratie in beeld

g
A— [ 11041 —0.0204
= | 0.0408  0.8959
M =11 X =0.9




Iteratie in beeld

L9
A— [ 11041 —0.0204
= | 0.0408  0.8959
M =11 X =0.9




Iteratie in beeld

10
A— [ 11041 —0.0204
= | 0.0408  0.8959
M =11 X =0.9




Iteratie in beeld

11
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M =11 X =0.9




Iteratie in beeld

12
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13
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Iteratie in beeld
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A— [ 11041 —0.0204
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Iteratie in beeld

20
A— [ 11041 —0.0204
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Iteratie in beeld

X1
A— [ 11041 —0.0204
= | 0.0408  0.8959
M =11 X =0.9




Iteratie in beeld

D
A— [ 11041 —0.0204
= | 0.0408  0.8959
M =11 X =0.9




Iteratie in beeld

I3
A— [ 11041 —0.0204
= | 0.0408  0.8959
M =11 X =0.9




Iteratie in beeld

T4
A— [ 11041 —0.0204
= 0.0408 0.8959
M =11 X =0.9




Iteratie in beeld

5
A— [ 11041 —0.0204
= | 0.0408  0.8959
M =11 X =0.9




Iteratie in beeld

L6
A— [ 11041 —0.0204
= | 0.0408  0.8959
M =11 X =0.9
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7
A— [ 11041 —0.0204
= 0.0408 0.8959
M =11 X =0.9




Iteratie in beeld

g
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L0

Iteratie in beeld




L5

Iteratie in beeld




Iteratie in beeld

L10




Iteratie in beeld

L15




Iteratie in beeld

L20
A— 0.9531 -0.0153
— | 0.0306 0.7969
A1 =0.95, X =0.8




L0

Iteratie in beeld




L1

Iteratie in beeld




L2

Iteratie in beeld




L3

Iteratie in beeld




T4

Iteratie in beeld




L5

Iteratie in beeld




L6

Iteratie in beeld




T7

Iteratie in beeld




L8

Iteratie in beeld




L0

Iteratie in beeld




L1

Iteratie in beeld




L2

Iteratie in beeld




L3

Iteratie in beeld




T4

Iteratie in beeld




L5

Iteratie in beeld




L6

Iteratie in beeld




T7

Iteratie in beeld




Iteratie in beeld

g
A— [ 04000 2.0000
=1 0.2000 0
XA» = —0.4633 \; = 0.8633




L0

Iteratie in beeld




L1

Iteratie in beeld




L2

Iteratie in beeld




L3

Iteratie in beeld




T4

Iteratie in beeld




L5

Iteratie in beeld




L6

Iteratie in beeld




T7

Iteratie in beeld




L8

Iteratie in beeld

__ | 0.8000 —-0.7000

A=1 10000 0

A12 = 0.4+ 0.7348i




Complexe getallen

A=a-+ibecC danis a=Re(\) en b=Im(})).
a+ib=re? a=iA+N), b=21i(A-2)

voor r=1/a?+b2=|\>0 en

é € [0,27) zodat a=r cos(d), b=rsin(¢) (tan(¢) = 2)

a

\CEC. Dan M=\, AFc=\4+7¢
S

a,beR, NX=re?cC. Dan
Re(A(a+ b)) = r cos(op)a — r sin(¢) b.
o, 3,a,b € R. Dan

aa — b= Re(yz) voor ~v=a+41i3, z=a-+1ib



Complexe eigenwaarden

Stel A alleen reéle coéfficienten.
Av; = \1vy. Dus AV; = AV; = Av; = \1V] = \{V7.
Als X1 € C\R, dan X> = X; en v, =Vj.

Schrijf vi = w7 +w»> met wq,W»> reéle vectoren.
Omdat Xg een reéle vector is, zijn er o, € R zodat

Xg = aWq + W = Re((a — i8) (w1 + iw>))
Schrijf v = a —¢38. Dan
1 . 1 _

Xo = Re(wv1) = S (V1 +V1) = S (V1 +7v2)

Dus
1 _
Xn = Ao = S(YAIV1 +7A1V2)

Met A1 = [A\1|e'® en v = |y| e is

Xn = |y[|A1|" (cos(v + ne)wi — sin(y + ned)wy)



L0

Iteratie in beeld




L5

Iteratie in beeld




Iteratie in beeld

L10




Iteratie in beeld

L15




Iteratie in beeld

L20




Iteratie in beeld

L25




Iteratie in beeld

L30




L0

Iteratie in beeld




L5

Iteratie in beeld




Iteratie in beeld

L10




Iteratie in beeld

L15




Iteratie in beeld

L20




Iteratie in beeld

L25




Iteratie in beeld

L30




Iteratie in beeld

L30
A— 0.7500 1.0000
~— | —0.0300 1.1000
A1 =0.95, X =0.9




Program

Meerdere leeftijdsklassen

Leslie matrices

Eigenwaarden en eigenvectoren
Dominante eigenvector
Irreducibele, a-periodieke matrices
Markov ketens

Google's PageRanking

Lampen



Leslie matrices

m leeftijdsgroepen (tijdvak bv. 1 jaar)
Ni(n) aantal individuen van leeftijd k— 1 begin n-de tijdvak

Aanname [Leslie]:
e In elk tijdvak overleeft de fractie s van leeftijd £ — 1
e Aantal O-jarige hangt lineair af
van de vruchtbaarheid van de diverse leeftijdsgroepen




Leslie matrices

m leeftijdsgroepen (tijdvak bv. 1 jaar)
Ni(n) aantal individuen van leeftijd k— 1 begin n-de tijdvak

Aanname [Leslie]:
e In elk tijdvak overleeft de fractie s van leeftijd £ — 1
e Aantal O-jarige hangt lineair af
van de vruchtbaarheid van de diverse leeftijdsgroepen

Model: Nk_l_]_(n + 1) = Sk Nk(n) &
Ni(n+1) = g1 N1(n) + ... 4+ gm Nm(n)



Leslie matrices

m leeftijdsgroepen (tijdvak bv. 1 jaar)
Ni(n) aantal individuen van leeftijd k— 1 begin n-de tijdvak

Aanname [Leslie]:

e In elk tijdvak overleeft de fractie s van leeftijd £ — 1
e Aantal O-jarige hangt lineair af

van de vruchtbaarheid van de diverse leeftijdsgroepen

Model: Nk_|_1(n + 1) = Sk Nk(n) &
Ni(n+1) = g1 N1(n) + ... 4+ gm Nm(n)

In matrix taal

 Ni(n+1) | 91 92 - 9m-1 gm| | N1(n)
No(n+ 1) s1. 0 ... O o) No(n)
N3(n+1) | =0 so» ... O 0 N3(n)

N4+ 1| [0 0 . spme1 0| Nu(n)



Leslie matrices

m leeftijdsgroepen (tijdvak bv. 1 jaar)
Ni(n) aantal individuen van leeftijd k— 1 begin n-de tijdvak

Aanname [Leslie]:
e In elk tijdvak overleeft de fractie s van leeftijd £ — 1
e Aantal O-jarige hangt lineair af
van de vruchtbaarheid van de diverse leeftijdsgroepen

Model: Nk_|_1(n + 1) = Sk Nk(n) &
Ni(n+1) = g1 N1(n) + ... 4+ gm Nm(n)

In matrix taal Xp4+1 = AXp
91 9o Im—1 9m | N1(n)
s1 O 0 0 No(n)
met =10 s5 0 0 en Xp = | N3(n)
i O O Sm—1 O _Nm(n)




Leslie matrices

m leeftijdsgroepen (tijdvak bv. 1 jaar)
Ni(n) aantal individuen van leeftijd k— 1 begin n-de tijdvak

Aanname [Leslie]:
e In elk tijdvak overleeft de fractie s van leeftijd £ — 1
e Aantal O-jarige hangt lineair af
van de vruchtbaarheid van de diverse leeftijdsgroepen

Model: Nk_l_]_(n + 1) = Sk Nk(n) &
Ni(n+1) = g1 N1(n) + ... 4+ gm Nm(n)

In matrix taal Xp4+1 = AXp
91 9o Im—1 9m | N1(n)
s1 O 0 0 No(n)
met =10 s5 0 0 en Xp = | N3(n)
i O O Sm—1 O _Nm(n)

Leslie matrix




Leslie matrix



Leslie matrix



e Eigenwaarden en eigenvectoren



Evenwicht als
voor allen: Nj(n+1)=N;(n) =a; voorj=1,...,m



Evenwicht als
voor alle n:

a

a1

= A«

voor j=1,...,m



Evenwicht als
voor alle n:

o

a1

Nij(n+1) =N;(n) =a; voorj=1,...,m

= A«

=

1 eigenwaarde A



Evenwicht als
voor allen: Nj(n+1)=N;(n) =a; voorj=1,...,m

Q]
=Aa <& 1 eigenwaarde A

a

Evenwichtige opbouw in leeftijd als voor alle n:
N;(n+1)/N;j(n+ 1) = N;(n)/N;(n) voor alles,j =1,...,m.



Evenwicht als

voor allen: Nj(n+1)=N;(n) =a; voorj=1,...,m

a1

a =Aa <& 1 eigenwaarde A

Evenwichtige opbouw in leeftijd als voor alle n:
N;(n+1)/N;j(n+ 1) = N;(n)/N;(n) voor alles,j =1,...,m.

Aﬁz AE & )\ eigenwaarde A



Evenwicht als

voor allen: N;(n+1)=N;(n) =«a; voorj=1,...

J

a1

a =Aa <& 1 eigenwaarde A

Evenwichtige opbouw in leeftijd als voor alle n:

N;(n+1)/Nj(n+ 1) = N;(n)/N;(n) voorallei,j =1,...

Aﬁz AE & )\ eigenwaarde A

Wanneer is evenwicht stabiel?
Wanneer is evenwichtige leeftijdsopbouw stabiel?



Beschouw de iteratie in R™

Xp4+1 = AXp



Beschouw de iteratie in R™

Xp4+1 = AXp
Dan Xn=AX,_1=...= A*Xg

Eigenwaarden en eigenvectoren van A:

AVJZAJV] (j=1,...,m).

Xo = v1V1i+...+YmVm = Xn = 71 XerLV1+

o Ym AL, Vi



Beschouw de iteratie in R™

Xp4+1 = AXp
Dan Xn=AX,_1=...= A*Xg

Eigenwaarden en eigenvectoren van A:

AVJZ)\]V] (j=1,...,m).

XO=’71V1—|—...—|-’yme — an’)/lxibvl—l—...—k’ym)\%vm

PURNL - n
Xn:’71>\717J <V1+B<_2> V2+---+fy ( ) Vm)

Y1 \A1



Beschouw de iteratie in R™

Xp4+1 = AXp
Dan Xn=AX,_1=...= A*Xg

Eigenwaarden en eigenvectoren van A:

AVJZ)\]V] (j=1,...,m).

XO=’71V1—|—...—|-’yme — an’)/lxibvl—l—...—k’ym)\%vm

Ao\ A\
Xn:’71>\717J V1+7_2 22 V2+---+fym s Vm
Y1 \A1

Als |X;| <|A1] allej>1 ,
dan Xpn &~ y1 ATVy voor grote n.



e Dominante eigenvector



Als  |X;| <|A1] alle j > 1, dan geldt, voor grote n,

Y n (A n
vl+”—2</\—2> Vot ...+ ( ) Vi

Xn = v1 A\ ~ Y1 AT V1

71 1

A1 is een dominante eigenwaarde als  |\;| < [A1] (j > 1)
V1 is dan een dominante eigenvector



Als  |X;| <|A1] alle j > 1, dan geldt, voor grote n,

Y n (A n
vl+”—2</\—2> Vot ...+ ( ) Vi

Xn = v1 A\ ~ Y1 AT V1

71 1

A1 is een dominante eigenwaarde als  |\;| < [A1] (j > 1)
V1 is dan een dominante eigenvector

Stelling. 0 is een stabiel evenwicht < 1> [N\, i =1,...,m.



Als  |X;| <|A1] alle j > 1, dan geldt, voor grote n,

Y n (A n
vl+”—2</\—2> Vot ...+ ( ) Vi

Xn = v1 A\ ~ Y1 AT V1

71 1

A1 is een dominante eigenwaarde als  |\;| < [A1] (j > 1)
V1 is dan een dominante eigenvector

Stelling. 0 is een stabiel evenwicht < 1> [N\, i =1,...,m.

Stelling. yv; is een stabiel evenwicht < Ay =1 > |A\;| (> 1).
Er is een stabiel evenwicht als 1 dominante eigenwaarde A.



Als  |X;| <|A1] alle j > 1, dan geldt, voor grote n,

Y n (A n
vl+”—2</\—2> Vot ...+ ( ) Vi

Xn = v1 A} ~ Y1 AT V1

71 1

A1 is een dominante eigenwaarde als  |\;| < [A1] (j > 1)
V1 is dan een dominante eigenvector

Stelling. 0 is een stabiel evenwicht < 1> )], i=1,...,m.

Stelling. yv; is een stabiel evenwicht < Ay =1 > |A\;| (> 1).
Er is een stabiel evenwicht als 1 dominante eigenwaarde A.

Stelling. v is een stabiele opbouw << A1 dominant.
Er is een stabiele leeftijdsopbouw als
A een dominante eigenwaarde heeft.



Wat gebeurt er als A1 niet dominant, als |\1| = |Ap|?



Wat gebeurt er als A1 niet dominant, als |\1| = |Ap|?

VVoorbeelden.

1 O
O 1

A =1

o A= , Ao =1

H] evenwicht.



Wat gebeurt er als A1 niet dominant, als |\1| = |Ap|?

VVoorbeelden.

1 O
O 1

A =1
1] A2:11

met Xg = [1_1|_€] IS X1 = [11_6].

o A —

H] evenwicht.



Wat gebeurt er als A1 niet dominant, als |\1| = |Ap|?

VVoorbeelden.

110 A =1 1 :
o A— 0 1| Ao =1 [1] evenwicht.
met xozll_ll_‘g] IS xlzll_ll_‘g].

1 .
Ao = —1° [1] evenwicht.



Wat gebeurt er als A1 niet dominant, als |\1| = |Ap|?

VVoorbeelden.

110 A =1 1 :
o A— 0 1| Ao =1 [1] evenwicht.
met Xg = lre IS X1 = 1+€.
1 1
10 1 A =1 1 :
° A_ll O]’ Ao = —1° 1]evenwu:ht.
1+4+¢ 1
Xo = 1 = X1 = 14 ¢ , X0 = X0, ...




Wat gebeurt er als A1 niet dominant, als |\1| = |Ap|?

VVoorbeelden.

110 A =1 1 :
o A— 0 1| Ao =1 [1] evenwicht.
met Xg = lre IS X1 = 1+€.
1 1
10 1 A =1 1 :
° A_ll O]’ Ao = —1° lllevenwmht.
1+4+¢ 1
Xo = 1 = X1 = 14 ¢ , X0 = X0, ...

111 A =1 1 :
° A_[ ] Mo 1 [O] evenwicht.



Wat gebeurt er als A1 niet dominant, als |\1| = |Ap|?

VVoorbeelden.

. A=
.A=[

1 0O
O 1

, H] evenwicht.

met Xg = [1_1|_€] IS X1 = llTsl.

H] evenwicht.

[Cl) evenwicht.

e[l - net

3



Wat gebeurt er als A1 niet dominant, als |\1| = |Ap|?

VVoorbeelden.

11 0 A =1 1 .
o A= 0 1| Ao =1 [1] evenwicht.
met Xg = lre IS X1 = 1+6.
1 1
10 1 A =1 1 .
° A_ll O]’ Ao = —1 lllevenwmht.
_|1+e _ _
Xo—[ 1 ]:> 1—[1+6,X2—X0,...
Al
° A:[O )\], A1 =A==\
AM n}\n—l
n
=15



Wat als de eigenvectoren geen basis vormen?



Wat als de eigenvectoren geen basis vormen?

n n—1
AL = o oA | ]

'A:[o/\ 0 A




Wat als de eigenvectoren geen basis vormen?

A1 A p ATl
° A:[O L A= =) = A'= 0 X ]
(A1 0 O] AT 0
e A=|0 X 1], A=A3 = A'"'= |0 )\g n\
0 0 Ax 0 O

n—1

n




Wat als de eigenvectoren geen basis vormen?

A1 An pan—l
° A:[O L A== = A'= 0 X ]
(A1 O O] (AT 0 0 ]
e A=|0 X 1|, X=X3 =A'=|0 N 3!
|0 0 Ao 0 0 A%

Schrijf Xxg =~v1 €1 + v €e> 4+ y3e3. Stel v1 #= 0.
Stel |A1| > |A2|. Merk op vi = e1. Dan geldt, voor grote n,

A\ n by n—1 by n
Xn = 71 AT 61+E(—2)62+£E(—2> eQ-I-E(—Q)es
71 \ M1 A1 71 \ M1 v1 \ M1

~ Y1 )\?Vl.




Wat als de eigenvectoren geen basis vormen?

A1 An pan—l
° A:[O L A= =) = A'= 0 X ]
(A1 O O] (AT 0 0 ]
e A=|0 X 1|, X=X3 =A'=|0 N 3!
|0 0 Ao 0 0 A%

Schrijf Xxg =~v1 €1 + v €e> 4+ y3e3. Stel v1 #= 0.
Stel |A1| > |A2|. Merk op vi = e1. Dan geldt, voor grote n,

A\ n by n—1 by n
X, = 71 M0 |eg + 22 (_2) e, 4 103 (_2) e, 3 (_2> e
Y1 \ A1 A1 71 \ A1 v1 \ A1

Stelling. Als A1 dominante eigenwaarde met eigenvector v;.

~ Y1 )\?Vl.

Dan geldt, voor iedere Xq,
en voor grote n, Xn = A" Xg & 71 AT V1.



Relevantie

Stel A1 dominant. Bijologisch relevant?

Alleen als X1 eR, A1 >0
en alle coefficienten van eigenvector niet negatief.



Relevantie

Stel A1 dominant. Bijologisch relevant?

Alleen als X1 eR, A1 >0
en alle coefficienten van eigenvector niet negatief.

Stel |A\1| = |X\o|. Biologisch relevant?



Relevantie
Stel A1 dominant. Bijologisch relevant?

Alleen als X1 eR, A1 >0
en alle coefficienten van eigenvector niet negatief.

Stel |A\1| = |X\o|. Biologisch relevant?

VVoorbeeld. m =3

O 0 6 _ 2
A=1|10o0 A eigenwaarde = A\~ =1,
|2 " dus [A\1] = |A2] = 23],
0 1o (Al = [A2] = [As]
6 (36 (12 6]
Met zg= |6|iszy=]| 3 |, 20o=|18|, 23 =1|6,...
| 6 | 2 1 6




Machtsmethode

Stel A is een m X m matrix
met een dominante eigenwaarde \; en eigenvector v;.

Stelling. Voor iedere Xp,

geldt, voor grote n, Xn = A" Xg =~ 71 AT V1.



Machtsmethode

Stel A is een m X m matrix
met een dominante eigenwaarde \; en eigenvector v;.

Stelling. Voor iedere Xp,

geldt, voor grote n, Xn = A" Xg =~ 71 AT V1.

Notatie. e; is de j-de standaard basis vector.
y=(y1,--,um)T = e€jy=y;



Machtsmethode

Stel A is een m X m matrix
met een dominante eigenwaarde \; en eigenvector v;.

Stelling. Voor iedere Xp,

geldt, voor grote n, Xn = A" Xg =~ 71 AT V1.

elx
_ 1™
Gevolg. Met tn = oT

T 1 geldt n||—>moo’un:>\1



Machtsmethode

Stel A is een m X m matrix
met een dominante eigenwaarde \; en eigenvector v;.

Stelling. Voor iedere Xp,

geldt, voor grote n, Xn = A" Xg =~ 71 AT V1.
elx,
Gevolg. Met e eldt  lim =\

Machtsmethode.

Gevolg. Als v; zo geschaald is dat e{v; = 1, dan



e Irreducibele, a-periodieke matrices



Matrices en grafen

matrix graaf

0 1
11
A_jcl)

0 3

o O

Matrix (graaf) is irreducibel als
je in de graaf van ieder punt naar ieder ander punt kunt

lopen (via de lijnen in de aangegeven richting),
anders is de matrix (graaf) reducibel.

Periode matrix (graaf) = ggd(aantal lijnen rondwandeling)

waarbij de grootste gemene deler (ggd) genomen wordt
over alle rondwandelingen.

Matrix is a-periodiek als periode = 1.



Dominantie
Xn_|_1 = A X,

Zij A= (A;;) een m x m matrix.
AVj = )\]V‘7
orden de eigenwaarden Aj met eigenvectoren vV, ZO dat

A1 > Ao > ..o > A,



Dominantie
Xn_|_1 = A X,

Zij A= (A;;) een m x m matrix.
AVj = )\]V‘7
orden de eigenwaarden Aj met eigenvectoren vV, ZO dat

(A1l = [A2] = = [l (A = (A4l = Re(X) > Re(Aj41)



Dominantie
Xn_|_1 = A X,

Zij A= (A;;) een m x m matrix.
AVj = )\]V‘7
orden de eigenwaarden Aj met eigenvectoren vV, ZO dat

(A1l = [A2] = = [l (A = (A4l = Re(X) > Re(Aj41)

Stelling [Perron & Frobenius].

Stel A;; >0 alled,j=1,...,m. Dan geldt

e )\ > 0.

e Er is een eigenvector vq bij A1y met alle coéfficienten > 0.

e Als bovendien A irreducibel en a-periodiek = A1 dominant.



VVoorbeeld



Voorbeeld A=

O NI~ O
W QO =
-

O

A is irreducible. ggd(2,3) = 1, dus a-periodiek.

Dus, A heeft een dominante eigenwaarde.
Noem deze A. Dan \ > 0O,

1
3 _ _ |1
A —§>\—1—O, A>1 en v=|35A

1
6
IS de bijbehorende eigenvector. v is dominant.




(0 1 6
Voorbeeld A= % 0 0

030
A is irreducible. ggd(2,3) = 1, dus a-periodiek.

Dus, A heeft een dominante eigenwaarde.
Noem deze A. Dan \ > 0O,

1
3 _ __
>\—§>\—1—O, A>1 en v=|35A

1
6
IS de bijbehorende eigenvector. v is dominant.

Interpretatie: Geen evenwicht (behalve de triviale). De
bevolking groeit exponentieel en op den duur volgens een
stabiele evenwichtige leeftijdsopbouw:

Xn =~ v A"V voor grote n.

Voor iedere v > 0 is vV 'n stabiele leeftijdsopbouw.



Leslie matrices

g1 92 --- I9m—-1 Gm

s1 O ... 0 O
A= |0 sp ... O O
_O O ... sm—1 O_

Zij hiy=1, ho=s1hy, hg=so0ho, ....

Stelling. det(A — \I) =
A" — g1 hq Al —gzhg)\m_z — .. — gm hm.
v = (hy A" ho A2 ha A3 ) T

s;>0, g, >0 alle: & ggd({z’|hig7; = O}) =1

= A1 dominant en X\; > 0.



VVoorbeeld.

Beschouw voor s > 0, de Leslie matrix

e \Voor welke s is er evenwicht?
e Is het evenwicht stabiel?
e Bereken de evenwicht(en).

A =

oN"-o

WO =

o o




VVoorbeeld. B .

@)

Beschouw voor s > 0, de Leslie matrix A =

N|—
o ™ o
W~ O

o

e \Voor welke s is er evenwicht?
e Is het evenwicht stabiel?
e Bereken de evenwicht(en).

h1 =1, hp = 3s, hg = £s & 9gd({ilhig; # 0}) = ggd(2,3) = 1.



VVoorbeeld. - .

@)

Beschouw voor s > 0, de Leslie matrix A =

N|—
o ™ o
W~ O

o

e \Voor welke s is er evenwicht?
e Is het evenwicht stabiel?
e Bereken de evenwicht(en).

h1 =1, hp = 3s, hg = £s & 9gd({ilhig; # 0}) = ggd(2,3) = 1.
Dus, A heeft een dominante eigenwaarde > O.
Als A\ eigenwaarde A met eigenvector v dan

1 1.1
AN _ZsA—s=0 en v= ()% Zs) =s)".
2 2776



VVoorbeeld. B .

O 1 6
Beschouw voor s > 0, de Leslie matrix A = %s OO0
o 10

| 3 i

e \Voor welke s is er evenwicht?
e Is het evenwicht stabiel?
e Bereken de evenwicht(en).

h1 =1, hp = 3s, hg = £s & 9gd({ilhig; # 0}) = ggd(2,3) = 1.
Dus, A heeft een dominante eigenwaarde > O.
Als A\ eigenwaarde A met eigenvector v dan

1 1.1
AN _ZsA—s=0 en v= ()% Zs) =s)".
2 2776

1 is eigenwaarde < er is evenwicht < s = 2/3.

Voor s =2/3 is A =1 de enige oplossing > 0.

Dus, voor s =2/3, is 1 dominant,

is v(1,%,5)T 'n evenwicht (iedere v > 0),

het evenwicht is stabiel, de leeftijdsopbouw is stabiel.



Over het bewijs van Perron & Frobenius

Zij A = (A;;) een m x m matrix.

Avj = >\j Vv, Aj eigenwaarde, V; eigenvector zodat

(A1l > A2 = o > | Aml, [N = A p1] = Re(X) > Re(Ajp1)
Stelling. Stel A >0, dw.z., A;; >0 alle 4,5=1,...,m



Over het bewijs van Perron & Frobenius

Zij A = (A;;) een m x m matrix.

Avj = >\j Vv, Aj eigenwaarde, V; eigenvector zodat

(Al = [A2] = = [l (A = (A4l = Re(Xj) > Re(Aj41)
Stelling. Stel A > 0. Dan geldt
e )\ >0.

e Er is een eigenvector vi bij Ay met alle coéfficienten > 0.



Over het bewijs van Perron & Frobenius

Zij A = (A;;) een m x m matrix.

Avj = >\j Vv, Aj eigenwaarde, V; eigenvector zodat

(Al = [A2] = = [l (A = (A4l = Re(Xj) > Re(Aj41)
Stelling. Stel A > 0. Dan geldt

e )\ >0.

e Er is een eigenvector vi bij Ay met alle coéfficienten > 0.

_[1 0
VVoorbeeld. A = [O 1].

Al = o =1, Vi = [1] maar ook vy = [_11]



Over het bewijs van Perron & Frobenius

Zij A = (A;;) een m x m matrix.

Avj = >\j Vv, Aj eigenwaarde, V; eigenvector zodat

(A1l > A2 = o > | Aml, [N = A p1] = Re(X) > Re(Ajp1)
Stelling. Stel A > 0. Dan geldt

e )\ >0.

e Er is een eigenvector vi bij Ay met alle coéfficienten > 0.

e Als bovendien A irreducibel en a-periodiek = A1 dominant.



Over het bewijs van Perron & Frobenius

Zij A = (A;;) een m x m matrix.

Avj = >\j Vv, >\j eigenwaarde, V; eigenvector zodat

(A1l > A2 = o > | Aml, [N = A p1] = Re(X) > Re(Ajp1)
Stelling. Stel A > 0. Dan geldt

e )\ >0.

e Er is een eigenvector vi bij Ay met alle coéfficienten > 0.

e Als bovendien A irreducibel en a-periodiek = A1 dominant.

Opmerkingen. A > 0.
e Als A1 dominant is, dan is v; uniek op schaling na.



Over het bewijs van Perron & Frobenius

Zij A = (A;;) een m x m matrix.

Avj = >\j Vv, >\j eigenwaarde, V; eigenvector zodat

(Al = [A2] = = [l (A = (A4l = Re(Xj) > Re(Aj41)

Stelling. Stel A > 0. Dan geldt
e )\ >0.

e Er is een eigenvector vi bij Ay met alle coéfficienten > 0.

e Als bovendien A irreducibel en a-periodiek = A1 dominant.

Opmerkingen. A > 0.
e Als A1 dominant is, dan is v; uniek op schaling na.

e A irreducibel en a-periodiek = alle coéeff. vi1 > 0.



Over het bewijs van Perron & Frobenius

Zij A = (A;;) een m x m matrix.

Avj = >\j Vv, Aj eigenwaarde, V; eigenvector zodat

(A1l > A2 = o > | Aml, [N = A p1] = Re(X) > Re(Ajp1)
Stelling. Stel A > 0. Dan geldt

e )\ >0.

e Er is een eigenvector vi bij Ay met alle coéfficienten > 0.

e Als bovendien A irreducibel en a-periodiek = A1 dominant.



Over het bewijs van Perron & Frobenius

Zij A = (A;;) een m x m matrix.
Avj = >\j Vv, )\j eigenwaarde, V; eigenvector zodat

(Al = [A2] = = [l (A = (A4l = Re(Xj) > Re(Aj41)

Stelling. Stel A > 0.

A irreducibel en a-periodiek = A; dominant.



Zij A = (A;;) een m x m matrix, m > 1.

Stelling. Stel A\ is dominant.
Voor iedere Xq,

geldt, voor grote n, Xn = A" Xg ~ 71 AT V1.



Zij A = (A;;) een m x m matrix, m > 1.
Stelling. Stel A\ is dominant.

Voor iedere Xq,

geldt, voor grote n, Xn = A" Xg ~ 71 AT V1.
Stel ook nog A > 0.

Stel, e]Txo >0 voor alle j. =

o eJTxn > 0 voor alle 3, alle n.

_
o 0< py = —1Xn

SHn=erx,, M 7 Mz0

o 0L eijn ~ A} ejT(fylvl) = e]T(yl v1) > 0 voor alle j.



Zij A = (A;;) een m x m matrix, m > 1.
Stelling. Stel A\ is dominant.

Voor iedere Xq,

geldt, voor grote n, Xn = A" Xg ~ 71 AT V1.

Stelling. Stel A >0 en A1 dominant. Dan A; > 0 en,

voor 'n scalair 1, zijn alle coéff. v1 vy > 0.



Zij A = (A;;) een m x m matrix, m > 1.
Stelling. Stel A\ is dominant.

Voor iedere Xq,

geldt, voor grote n, Xn = A" Xg ~ 71 AT V1.

Stelling. Stel A >0 en A1 dominant. Dan A; > 0 en,

voor 'n scalair 1, zijn alle coéff. v1 vy > 0.

Gevolg. Stel A > 0. Dan A1 >0 en

er is een bijbehorende eigenvector met alle coéff. > 0.



Zij A = (A;;) een m x m matrix, m > 1.

Stelling. Stel A\ is dominant.
Voor iedere Xq,

geldt, voor grote n, Xn = A" Xg ~ 71 AT V1.

Stelling. Stel A >0 en A1 dominant. Dan A; > 0 en,

voor 'n scalair 1, zijn alle coéff. v1 vy > 0.

Gevolg. Stel A > 0. Dan A1 >0 en

er is een bijbehorende eigenvector met alle coéff. > 0.

Bewijsschets. Zij, voor € > 0, A, de matrix die ontstaat door bij
alle coéfficienten van A ¢ op te tellen. A. is irreducibel en a-periodiek.
Dus er is een dominante eigenwaarde en die is > 0 en een bijbehorende
eigenvector met alleen coéefficienten > 0. Laat nu € naar O gaan.



Program

Meerdere leeftijdsklassen

Leslie matrices

Eigenwaarden en eigenvectoren
Dominante eigenvector
Irreducibele, a-periodieke matrices
Markov ketens

Google's PageRanking

Lampen



Op dag n
pn KanNs op zon

qn Kans op bewolkte hemel
rn Kans op regen

Aanname:
“kans op’’,
van dag tot dag

Pt 2 5 2

Pn+1= |Qn+1 | = Pp, met P = 5 3 0
| "n+41 | o 1L 1

_ 2 2.




Markov ketens

m verschillende toestanden. In toestand j is,
in volgend tijdvak, de kans op toestand 2 gelijk aan Pij-

[ P11 P12 .- Plm [ p1(n) |
p=| P21 P22 Pam | p,= 2:92( )
| Pml Pm2 --- Pmm _ | pm(n) _
Po,P1,... IS 'n discrete Markov keten als

P,+1=Pp, allen

met P kansmatrix & pg toestandsvector
(d.w.z. kolomsom(men) =1 & alle coéffienten > 0).

Stelling. p,, toestandsvector voor alle n.
P heeft eigenwaarde 1 & |A| < 1 alle eigenwaarden X\ van P.

P irreducibel & a-periodiek = 1 dominant =
3 1 stabiele stationaire toestandsvector.



Op dag n

pn, Kans op zon,
gn kans op bewolkte hemel, & P =
rn KanNs op regen

O N N
N, O N+

NI= Wi~ O

Stel zon op dag 0 =
kans op regen op dag 5 is gelijk
aan de (3,1) coéfficiént van P?>.



Op dag n

pn, Kans op zon,
gn kans op bewolkte hemel, & P =
rn KanNs op regen

N~ W~ O+

Kans voor het eerst regen op dag 57

1 1
2 6 U
~ _ |1 1
1
0 5 0]

Zonopdag 0 =
kans op eerste regen op dag 5

~

is de (3,1) coéfficiént van P>,



Hoelang duurt het gemiddeld voordat het regent?



Hoelang duurt het gemiddeld voordat het regent?

Y n x kans eerste regen op dag n

oo
= (3,1) coéfficient van > nP".

n=1



Hoelang duurt het gemiddeld voordat het regent?

Y n x kans eerste regen op dag n

oo
= (3,1) coéfficient van > nP".

n=1

Stelling. Als voor alle eigenwaarden XA van A geldt

A < 1,

oo
dan SA'=A0-A)L

n=1



Hoelang duurt het gemiddeld voordat het regent?

Y n x kans eerste regen op dag n

oo
= (3,1) coéfficient van > nP".

n=1

Stelling. Als voor alle eigenwaarden XA van A geldt

A < 1,

oo
dan SA'=A0-A)L

n=1

o0
S nA'=A0-A)2
n=1



Stelling. P kansmatrix.

po toestandsvector = p,, = P"pg toestandsvector.

Bewijs. e; is de j-de standaard basisvector, 1 = (1,..., 1)



Stelling. P kansmatrix.

po toestandsvector = p,, = P"pg toestandsvector.

Bewijs. e; is de j-de standaard basisvector, 1 = (1,..., 1)
p=(p1,...,pm)' toestandsvector, dat wil zeggen,
p; >0 alle j=1,...,m en Z;-n:lpj:L

pj = €;Pp, =310 =1"P.



Stelling. P kansmatrix.

po toestandsvector = p,, = P"pg toestandsvector.

Bewijs. e; is de j-de standaard basisvector, 1 = (1,..., 1)

p toestandsvector < e;-rp >0 & 1=1Tp.



Stelling. P kansmatrix.

po toestandsvector = p,, = P"pg toestandsvector.

Bewijs. e; is de j-de standaard basisvector, 1 = (1,..., 1)

p toestandsvector < e;-rp >0 & 1=1Tp.

P = (p;;) kansmatrix, dat wil zeggen,
pi; >0allei,j en M. p.:=1allej.

1 = Z?Ln:l Dij = ]_TPej alle 3 <~ 1'"P=1".



Stelling. P kansmatrix.

po toestandsvector = p,, = P"pg toestandsvector.

Bewijs. e; is de j-de standaard basisvector, 1 = (1,..., 1)

p toestandsvector < e;-rp >0 & 1=1Tp.

P kansmatrix & P>0 & 1'P=1"T.



Stelling. P kansmatrix.

po toestandsvector = p,, = P"pg toestandsvector.

Bewijs. e; is de j-de standaard basisvector, 1 = (1,..., 1)

p toestandsvector < e;-rp >0 & 1=1Tp.
P kansmatrix & P>0 & 1'P=1"T.

e/p, =¢e/P"pg > 0:
som van producten van getallen > 0 is > 0.

1"p, =1"Ppg=1"P" lpg=...=1Tpy = 1.



Stelling. P kansmatrix.

P heeft eigenwaarde 1 & |A| <1 alle eigenwaarden X van P.

Bewijs. €, is de j-de standaard basisvector, 1 =(1,...,1)"



Stelling. P kansmatrix.

P heeft eigenwaarde 1 & |A| <1 alle eigenwaarden X van P.

Bewijs. €, is de j-de standaard basisvector, 1 =(1,...,1)"

1"P=17T = P'1=1.
Dus 1 is een eigenwaarde van PT.

= O=det(P" -I)=det((P -1)") = det(P —1I).

Dus 1 is een eigenwaarde van P.



Stelling. P kansmatrix.

P heeft eigenwaarde 1 & |A| <1 alle eigenwaarden X van P.

Bewijs. €, is de j-de standaard basisvector, 1 =(1,...,1)"

1"P=17T = P'1=1.
Dus 1 is een eigenwaarde van PT.

= O=det(P" -I)=det((P -1)") = det(P —1I).

Dus 1 is een eigenwaarde van P.

Evenzo, als )\ is een eigenwaarde van AT.
= O =det(AT —AI) =det((A = XI)T) = det(A — \I).

Dus X\ is een eigenwaarde van A.



Stelling. )\ eigenwaarde A < )\ eigenwaarde AT

Intermezzo

X0 =7v71V1+ ...+ YmVm, met AV, = A\,V;

Zij wi zo dat ATwi = A\jwy, of, equivalent, w{ A = \jwj:

w1 is een links eigenvector bij de eigenwaarde 1.
Stelling. Als A\; dominant, dan vy = W{Xg/W{Vj.

Als vi en wy bekend zijn, dan kan ~; berekend worden.



Stelling. )\ eigenwaarde A < )\ eigenwaarde AT

Intermezzo

X0 =7v71V1+ ...+ YmVm, met AV, = A\,V;

Zij wi zo dat ATwi = A\jwy, of, equivalent, w{ A = \jwj:

w1 is een links eigenvector bij de eigenwaarde 1.
Stelling. Als A\; dominant, dan vy = W{Xg/W{Vj.

i Tv. = wJTAV, = \.wlv.
Bewijs. AW Vv, =W{AV; = A\;W V.

Dus, of X\ = )\j, of W—ll_V‘7 = 0.



Stelling. )\ eigenwaarde A < )\ eigenwaarde AT

Intermezzo

X0 =7v71V1+ ...+ YmVm, met AV, = A\,V;

Zij wi zo dat ATwi = A\jwy, of, equivalent, w{ A = \jwj:

w1 is een links eigenvector bij de eigenwaarde 1.
Stelling. Als A\; dominant, dan vy = W{Xg/W{Vj.

ii Ty. — w/l = N w]lv.
Bewijs. AW Vv, =W{AV; = A\;W V.
o — ). 3 Ty . —

Dus, of >\1_>\], of w;v,; = 0.

Als A1 dominant, dan Xy # X; (5> 1):

W—1I—XO — 'YlW—lrvl + ...+ 'YmW—erm = 'YlW—lrvl-



Stelling. P kansmatrix.

P heeft eigenwaarde 1 & |A| <1 alle eigenwaarden X van P.

Bewijs. €, is de j-de standaard basisvector, 1 =(1,...,1)"

1"P=17T = P'1=1.
Dus 1 is een eigenwaarde van PT.

= O=det(P" -I)=det((P -1)") = det(P —1I).

Dus 1 is een eigenwaarde van P.



Stelling. P kansmatrix.

P heeft eigenwaarde 1 & |A| <1 alle eigenwaarden X van P.

Bewijs. e; is de j-de standaard basisvector, 1 = (1,..., 1)7"
1'"P=1"T = PT1=1.
Dus 1 is een eigenwaarde van P .

= O=det(P" —-I) =det((P-1I)") = det(P —-1).

Dus 1 is een eigenwaarde van P.

Alternatief bewijs. P > 0.

Dus (Perron-Frobenius) is er een
eigenwaarde, zeg A1, met A1 > 0, \1 > |>\j| alle 7, en
bijbehorende eigenvector vi met alle coordinaten > 0.

1'vi=1"Pvy = );1"vy. Omdat 1Tvy > 0 volgt \; = 1.



Stelling. P kansmatrix.

P heeft eigenwaarde 1 & |A| <1 alle eigenwaarden X van P.

Bewijs. €, is de j-de standaard basisvector, 1 =(1,...,1)"
Stel Pv=)J\v.

Dan  [Allv|=[Av|=[PV| < Py,

hierbij is |v| coordinaatsgewijs absolute waarde nemen

en geldt < coOrdinaatsgewijs.

Dus AL v =1T(Al[v) <1TP|v[=1T]v|

= A <1



Stelling. P kansmatrix.

P heeft eigenwaarde 1 & |A| <1 alle eigenwaarden X van P.

Bewijs. €, is de j-de standaard basisvector, 1 =(1,...,1)"
Stel Pv=)J\v.

Dan  [Allv|=[Av|=[PV| < Py,

hierbij is |v| coordinaatsgewijs absolute waarde nemen

en geldt < coOrdinaatsgewijs.

Dus AL v =1T(Al[v) <1TP|v[=1T]v|

= A <1

Opmerking. Als 1T|A| <1T,
dan |X;| <1 alle eigenwaarden A\; van A.



Stelling. P kansmatrix.

P heeft eigenwaarde 1 & |A| <1 alle eigenwaarden X van P.

Bewijs. €, is de j-de standaard basisvector, 1 =(1,...,1)"
Stel Pv=)J\v.

Dan  [Allv|=[Av|=[PV| < Py,

hierbij is |v| coordinaatsgewijs absolute waarde nemen

en geldt < coOrdinaatsgewijs.

Dus AL v =1T(Al[v) <1TP|v[=1T]v|

= A <1

Opmerking. Als 1T|A| < 1T,
dan |X;| <1 alle eigenwaarden A\; van A.



Op dag n

pn, Kans op zon,
gn kans op bewolkte hemel, & P =
rn KanNs op regen

N~ W~ O+

Kans voor het eerst regen op dag 57

1 1
2 6 U
~ _ |1 1
1
0 5 0]

Zonopdag 0 =
kans op eerste regen op dag 5

~

is de (3,1) coéfficiént van P>,



Hoelang duurt het gemiddeld voordat het regent?

Y n x kans eerste regen op dag n

oo
= (3,1) coéfficient van > nP".

n=1

Stelling. Als voor alle eigenwaarden XA van A geldt

A < 1,

oo
dan SA'=A0-A)L

n=1

o0
S nA'=A0-A)2
n=1



Is |\;| <1 voor iedere eigenwaarde )\; van e (P;;)7?

Schrijf  (g1,q2,93) =17P.

Bekijk een eigenwaarde A met eigenvector v: Pv = )\v.
Omdat ¢g; <1 alle j volgt dat |A| <1



Is |\;| <1 voor iedere eigenwaarde )\; van e (P;;)7?
Schrijf  (g1,q2,93) =17P.

Bekijk een eigenwaarde A met eigenvector v: Pv = )\v.
Omdat ¢; <1 alle j volgt dat |A| < 1:

ANLIT v=1TAv|=1T|Pv|<1TPlv[< 17|V



Is |\;| <1 voor iedere eigenwaarde )\; van e (P;;)7?
Schrijf  (g1,q2,93) =17P.

Bekijk een eigenwaarde A met eigenvector v: Pv = )\v.
Omdat ¢; <1 alle j volgt dat |A| < 1:

A1 vl <1'|v



Is |\;| <1 voor iedere eigenwaarde )\; van e (P;;)7?

Schrijf  (g1,q2,93) =17P.

Bekijk een eigenwaarde A met eigenvector v: Pv = )\v.

Omdat ¢g; <1 alle j volgt dat |A| <1

Stel Pv=v = (v;) met v; > 0 alle j.
1'v=1"Pv<1Tv.

Omdat g3 < 1 kan dit alleen maar als vz = 0.



Is |\;| <1 voor iedere eigenwaarde )\; van e (P;;)7?
Schrijf  (g1,q2,93) =17P.
Bekijk een eigenwaarde A met eigenvector v: Pv = )\v.
Omdat ¢g; <1 alle j volgt dat |A| <1
Stel Pv=v = (v;) met v; > 0 alle j.

1'v=1"Pv<1Tv.

Omdat g3 < 1 kan dit alleen maar als vz = 0.

Omdat er in de graaf van P een pad is (bewandelen in de
aangegeven richting!) van punt j naar punt 3 is v = 0.



Is |\;| <1 voor iedere eigenwaarde )\; van e (P;;)7?
Schrijf  (g1,q2,93) =17P.
Bekijk een eigenwaarde A met eigenvector v: Pv = )\v.
Omdat ¢g; <1 alle j volgt dat |A| <1
Stel Pv=v = (v;) met v; > 0 alle j.

1'v=1"Pv<1Tv.

Omdat g3 < 1 kan dit alleen maar als vz = 0.

Omdat er in de graaf van P een pad is (bewandelen in de
aangegeven richting!) van punt j naar punt 3 is v = 0.

VVoorbeeld. Pad ey ~» e> ~» e3
Als v1 > 0 dan vp = Prqv1 + ... >0, want op ... alles > 0.
Dus vz =...4 P3ovp + ... > 0. Echter v3 =0.



Is |\;| <1 voor iedere eigenwaarde )\; van e (P;;)7?

Schrijf  (g1,q2,93) =17P.

Bekijk een eigenwaarde A met eigenvector v: Pv = )\v.
Omdat ¢g; <1 alle j volgt dat |A| <1

Stel Pv=v = (v;) met v; > 0 alle j.
1'v=1"Pv<1Tv.
Omdat g3 < 1 kan dit alleen maar als vz = 0.

~

Omdat er in de graaf van P
van ieder punt 53 een pad is naar punt 3
IS v = 0: blijkbaar is er geen eigenwaarde A = 1.



Is |\;| <1 voor iedere eigenwaarde )\; van e (P;;)7?

Schrijf  (g1,q2,93) =17P.

Bekijk een eigenwaarde A met eigenvector v: Pv = )\v.
Omdat ¢g; <1 alle j volgt dat |A| <1

Stel Pv=v = (v;) met v; > 0 alle j.
1'v=1"Pv<1Tv.
Omdat g3 < 1 kan dit alleen maar als vz = 0.

~

Omdat er in de graaf van P
van ieder punt 53 een pad is naar punt 3
IS v = 0: blijkbaar is er geen eigenwaarde A = 1.

Omdat P;; > 0 is er een eigenwaarde Ay zodat

A1 2> |[Aj] alle 5. Dus 1 > X1 > |)4].



Is |\;| <1 voor iedere eigenwaarde )\; van e (P;;)7?

Schrijf  (g1,q2,93) =17P.

Bekijk een eigenwaarde A met eigenvector v: Pv = )\v.
Omdat ¢g; <1 alle j volgt dat |A| <1

Stel Pv=v = (v;) met v; > 0 alle j.
1'v=1"Pv<1Tv.
Omdat g3 < 1 kan dit alleen maar als vz = 0.

~

Conclusie. Omdat er in de graaf van P
van ieder punt 3 een pad is naar punt 3 is

~

[A;] <1 alle eigenwaarden \; van P.



Zij P = (P;;) een m x m matrix.
I5vj = Ajvj: )\j eigenwaarde, V, eigenvector zodat

(A1l = (A2 = oo 2 [Aml, (A = [Aj41] = Re(A)) > Re(Aj41)

Schrijf (g1,...,gm) = 1TP. Merk op ¢; > 0 alle j.

Stelling. Stel P > 0. Dan

A1 > 0.
Stel bovendien ¢; <1 alle je{1,...,m}. Dan
A1 € [0, 1].
Als g, <1 voor een zekere jg € {1,...,m} en als er in de
graaf van P van ieder punt j € {1,...,m} een pad is naar

het punt jg, dan
A1 € [0,1).



e Google’'s PageRanking



Google’s pageranking



Google’s pageranking

e Google = 10100 1932, Milton Sirotto.



Google’s pageranking
e Google = 10100 1932, Milton Sirotto.

Aantal elementaire deeltjes in het heelal
wordt geschat op 1089,



Google’s pageranking
e Google = 10100 1932, Milton Sirotto.

Aantal verschillende volgorden waarop 80 studenten
in een collegezaal met 80 stoelen kunnen zitten is

80! >Google.



Google’s pageranking

e Google = 10100 1932, Milton Sirotto.
Googleplex = 10G00gdle



Google’s pageranking

e Google = 10100 1932, Milton Sirotto.
Googleplex = 10G00gdle

e Geboorte WWW: 19809.

o Geboorte Google:
Larry Page & Sergey Brin (John Kleinberg) 1998



Google. Iedere internetpagina I, heeft een zeker belang
(PageRank) pg.

Het belang p;. wordt bepaald door de naar I, linkende pa-
gina’s.

Bij iedere internet search met Google ordent Google de
hits volgens dalende PageRank

Hoe bepaalt Google de PageRanks?
— principes
— berekenmethode



Google. Iedere internetpagina I, heeft een zeker belang
(PageRank) pg.

Aanname [Page&Brin 1998]:

e Het belang van iedere pagina I, is het totaal
van de belangen die iedere pagina, die naar I linkt,
aan I, toe kent.

e Als I naar £ andere verschillende pagina’s linkt,
dan kent [, aan ieder van deze pagina’'s
1/¢-de deel van zijn belang toe.
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van de belangen die iedere pagina, die naar I linkt,
aan I, toe kent.

e Als I naar £ andere verschillende pagina’s linkt,
dan kent [, aan ieder van deze pagina’'s
1/¢-de deel van zijn belang toe.

Model. p= (p1,...,pm)".
Schaal p, zodat 1Tp =3 p,. = 1.




Google. Iedere internetpagina I, heeft een zeker belang
(PageRank) pg.

Aanname [Page&Brin 1998]:

e Het belang van iedere pagina I, is het totaal
van de belangen die iedere pagina, die naar I linkt,
aan I, toe kent.

e Als I naar £ andere verschillende pagina’s linkt,
dan kent [, aan ieder van deze pagina’'s
1/¢-de deel van zijn belang toe.

Model. p= (p1,...,pm)".
Schaal p, zodat 1Tp =3 p,. = 1.

0 1/3 1 1/2 1/3
O 0 0 0 1/3

Met P=|0 1/3 0 1/2 0 |,
O 0 0 0 1/3
1 1/30 0 O




Model. Pp=(p1,...,pm)" .

Stelling. Als het www irreducibel is en a-periodiek dan
convergeert de machtsmethode startend met pg = %1.



Model. Pp=(p1,...,pm)" .

Stelling. Als het www irreducibel is en a-periodiek dan
convergeert de machtsmethode startend met pg = %1.

Bewijs. P is een kansmatrix, 1 is de dominante eigen-
waarde, p is de bijbehorende dominante kans eigenvector.

Commentaar. De machtsmethode is een primitieve me-
thode, maar is voor dit soort problemen met gigantische
matrices nog steeds de efficiéntste.

Reden: alleen matrix-vector vermenigvuldigingen nodiqg.

Opmerking. De nullen in P worden niet opgeslagen,
alleen de waarde van de nullen en de locatie ervan:
vb 1,7, B j

51,1

2,1,1/3



Model. Pp=(p1,...,pm)" .

Stelling. Als het www irreducibel is en a-periodiek dan
convergeert de machtsmethode startend met pg = %1.

Problemen.

Reducibel — dangling nodes
(wel links ernaar toe, geen links ervan af).
— onsamenhangend
(geen links van een deel naar een ander deel
en visa versa).

Periodiek — machtsmethode convergeert niet.



Model. Pp=(p1,...,pm)" .

Stelling. Als het www irreducibel is en a-periodiek dan
convergeert de machtsmethode startend met pg = %1.

Problemen.

Reducibel — dangling nodes
(wel links ernaar toe, geen links ervan af).
— onsamenhangend
(geen links van een deel naar een ander deel
en visa versa).

Periodiek — machtsmethode convergeert niet.

Oplossing Google.
Dangling nodes linken in feite naar alle internetpagina’s:
Als I, geen link heeft, dan p;, =+

m

voor alle 1 (ook 1 = k).



Model. Pp=(p1,...,pm)" .

Stelling. Als het www irreducibel is en a-periodiek dan
convergeert de machtsmethode startend met pg = %1.

Problemen.

Reducibel — dangling nodes
(wel links ernaar toe, geen links ervan af).
— onsamenhangend
(geen links van een deel naar een ander deel
en visa versa).

Periodiek — machtsmethode convergeert niet.

Oplossing Google.
Dangling nodes linken in feite naar alle internetpagina’s:

Als I;, geen link heeft, dan p;;, = = voor alle i (ook i = k).

Pagina’'s worden ook bereikt via de navigatiebalk van de browser:
Teleportatie. Met T = 1117, beschouw (1 —a)P +aT.



(1 —a)P 4+ aT is een a-periodiek, irreducibele kansmatrix.

Stelling. De machtsmethode, met pg = %1? convergeert.
Per iteratiestap reduceert de fout (op den duur) met een
factor 1 — a.

Google. o= 0.157777



(1 —a)P 4+ aT is een a-periodiek, irreducibele kansmatrix.

Stelling. De machtsmethode, met pg = %1? convergeert.
Per iteratiestap reduceert de fout (op den duur) met een
factor 1 — «.

Bewijs. De eigenwaarde A\q = 1 is dominant.
Wat kunnen we zeggen over de andere eigenwaarden?

Stel [(1—a)P4+aT]lv=Av met |} < 1.
= 1T'v=0.
= [(1—-—a)P+aT]v=(1—-a)Pv=)\v.

Dus Vv eigenvector P en
A= (1 - «a) x eigenwaarde P

= A <1—-q«



Program

Meerdere leeftijdsklassen

Leslie matrices

Eigenwaarden en eigenvectoren
Dominante eigenvector
Irreducibele, a-periodieke matrices
Markov ketens

Google's PageRanking

Lampen



e m lampen kunnen ieder met een eigen schakelaar
aan of uit gezet worden.

e Telkens wordt om de minuut random een schakelaar gekozen
en de schakelaar wordt random (50% kans) omgezet.

e In het begin zijn alle lampen uit.

Hoeveel lampen branden er gemiddeld?
Hoelang duurt het gemiddeld voordat alle lampen branden?
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en de schakelaar wordt random (50% kans) omgezet.

e In het begin zijn alle lampen uit.
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Gerelateerde vragen:

Zijn er vlovrije honden?
Gaat de geest weer in de fles?



e m lampen kunnen ieder met een eigen schakelaar
aan of uit gezet worden.

e Telkens wordt om de minuut random een schakelaar gekozen
en de schakelaar wordt random (50% kans) omgezet.

e In het begin zijn alle lampen uit.

Hoeveel lampen branden er gemiddeld?
Hoelang duurt het gemiddeld voordat alle lampen branden?

Gerelateerde vragen:

Zijn er vlovrije honden? Opgave 2.6.9.
Gaat de geest weer in de fles? Voorbeeld 2, §2.5



e m lampen kunnen ieder met een eigen schakelaar
aan of uit gezet worden.

e Telkens wordt om de minuut random een schakelaar gekozen
en de schakelaar wordt random (50% kans) omgezet.

e In het begin zijn alle lampen uit.



e m lampen kunnen ieder met een eigen schakelaar
aan of uit gezet worden.

e Telkens wordt om de minuut random een schakelaar gekozen
en de schakelaar wordt random (50% kans) omgezet.

e In het begin zijn alle lampen uit.

Model. p, = (po(n),p1(n),...,pm(n))":

pj(n) is de kans dat er in de n-de minuut
precies 3 lampen branden.

Let op. De vector heeft lengte m + 1.
We hebben de coodrdinaten vanaf 0 (O lampen aan)
genummerd.
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P is een irreducibel en a-periodieke kansmatrix
= 1 is de dominante eigenwaarde.

Bijbehorende eigenvector?



P is een irreducibel en a-periodieke kansmatrix
= 1 is de dominante eigenwaarde.

01000
10200
P=10I4+Q), metQ=|0 2 0 2 0O
00201
000! O

Q is een kansmatrix en als Qv = v, dan Pv = v.

Als v = (1,v1,vp,...)", dan vy =1, 14 2v; = vq, etc.
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v = (vg,v1,...)' een dominante eigenvector van P.

m . .
Biniomiaal ontwikkeling. (a 4+b)" = »_ (T’) a’l b7,

j=0
in het bijzonder 2™ = (1 4+ 1) = Y} v;.



P is een irreducibel en a-periodieke kansmatrix
= 1 is de dominante eigenwaarde.

met m = m! IS
V; — . —
g J gt (m — j)!

v = (vg,v1,...)' een dominante eigenvector van P.
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de dominante toestands eigenvector v = 27 "v.



P is een irreducibel en a-periodieke kansmatrix
= 1 is de dominante eigenwaarde.

met m = m! IS
V; — . —
g J gt (m — j)!

v = (vg,v1,...)' een dominante eigenvector van P.

De rij van toestandsvectoren p,, convergeert naar

de dominante toestands eigenvector v = 27 "v.

De kans op alle lampen aan: 27 My, = 27 M.
met m = 100 is 2100 = (210)10 ~, (103)10 = 1030,



