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Optimaliseren

V ⊂ Rn en f : V → R.

Probleem. Vind x0 ∈ V zo dat f(x0) ≥ f(x) voor alle x ∈ V.

Voorbeeld. f : [a, b]→ R continu differentieerbaar.

Dan x ∈ {a, b} of df
dx

(x0) = 0

Oplosmethode.

1) Gebruik Newton om de nulpunten xi van f ′ te bepalen

2) Vind maximum: vergelijk f(xi), f(a), f(b).



Optimaliseren

V ⊂ Rn en f : V → R.

Probleem. Vind x0 ∈ V zo dat f(x0) ≥ f(x) voor alle x ∈ V.

Voorbeeld. n > 1.

1) Vind nulpunten van

F ≡ Df ≡ grad(f) ≡ ( ∂ f
∂x1

, . . . ∂ f
∂xn

)T : V → Rn

Gebruik Newton: xn+1 = xn − (DF(xn))−1F(xn)

met DF =




∂F1
∂x1

. . . ∂F1
∂xn... ...

∂Fn
∂x1

. . . ∂Fn
∂xn


 =




∂2 f
∂x1 ∂x1

. . . ∂2 f
∂xn ∂x1... ...

∂2 f
∂x1 ∂xn

. . . ∂2 f
∂xn ∂xn




2) Vergelijk f waarden in de gevonden xi met die in de

randpunten.



Newton

Voordelen. Snelle convergentie

Problemen.

1) Vindt geen randextrema
(in hogere dimensies is de rand groot)

2) Kan “blijven hangen” in lokale extrema

3) Werkt alleen als f glad is
(minimaal twee maal continu differentieerbaar).

4) De stappen zijn rekenintensief voor hogere dimensies



Newton

Voordelen. Snelle convergentie

Problemen.

1) Vindt geen randextrema
(in hogere dimensies is de rand groot)

2) Kan “blijven hangen” in lokale extrema

3) Werkt alleen als f glad is
(minimaal twee maal continu differentieerbaar).

4) De stappen zijn rekenintensief voor hogere dimensies

Vaak is er geen rand:

Voorbeeld. Ladingsverdeling op een bol

(minimale energie).
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dagelijks kunnen verwerkt worden:

480 hammen (H), 400 pork bellies (B), 230 picnic hammen (P)
420 kunnen gerookt worden, en met overwerk nog eens 250

Winst per item (in dollars)

vers gerookt (regulier) gerookt (overwerk)
H 8 14 11
B 4 12 7
P 4 13 9

Hoe kan in het totaal het meeste winst gemaakt worden?



dagelijks kunnen verwerkt worden:

480 hammen (H), 400 pork bellies (B), 230 picnic hammen (P)
420 kunnen gerookt worden, en met overwerk nog eens 250

Winst per item (in dollars)

vers gerookt (regulier) gerookt (overwerk)
H 8 14 11
B 4 12 7
P 4 13 9

Dagelijkse aantallen (nog te bepalen onbekenden x1, . . . , x9)

vers gerookt (regulier) gerookt (overwerk)
H x1 x2 x3
B x4 x5 x6
P x7 x8 x9

Maximaliseer 8x1 + 14x2 + 11x3 + 4x4 + . . . + 9x9
onder de beperkingen x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, . . . , x9 ≥ 0,
x1+x2+x3 = 480, x4+x5+x6 = 400, x7+x8+x9 = 230

x2 + x5 + x8 ≤ 420, x3 + x6 + x9 ≤ 250



Voorbeeld.

f(x) ≡ cTx met c ∈ Rn (Lineaire vorm op Rn)

en V = {x ∈ Rn | aT
i x ≤ βi voor i = 1, . . . , m},

waarbij ai ∈ Rn en βi ∈ R (i = 1, . . . .m).



Voorbeeld.

f(x) ≡ cTx met c ∈ Rn (Lineaire vorm op Rn)

en V = {x ∈ Rn | aT
i x ≤ βi voor i = 1, . . . , m},

waarbij ai ∈ Rn en βi ∈ R (i = 1, . . . .m).

Getallenvoorbeeld. Met c =




8
14
11
4
12
7
4
13
9




, x =




x1
x2
...

x9




is cTx = 8x1 + 14x2 + 11x3 + 4x4 + . . . + 9x9



Voorbeeld.

f(x) ≡ cTx met c ∈ Rn (Lineaire vorm op Rn)

en V = {x ∈ Rn | aT
i x ≤ βi voor i = 1, . . . , m},

waarbij ai ∈ Rn en βi ∈ R (i = 1, . . . .m).

Getallenvoorbeeld.

Met a1 = −e1 ≡




−1
0
0
...
0



en β1 = 0 ,

is aT
1x ≤ β1 de ongelijkheid x1 ≥ 0.



Voorbeeld.

f(x) ≡ cTx met c ∈ Rn (Lineaire vorm op Rn)

en V = {x ∈ Rn | aT
i x ≤ βi voor i = 1, . . . , m},

waarbij ai ∈ Rn en βi ∈ R (i = 1, . . . .m).

Getallenvoorbeeld.

Met a10 =




1
1
1
0
...
0




, β10 = 480, is

{
aT
10x ≤ β10

−aT
10x ≤ −β10

de gelijkheid x1 + x2 + x3 = 480



Voorbeeld.

f(x) ≡ cTx met c ∈ Rn (Lineaire vorm op Rn)

en V = {x ∈ Rn | aT
i x ≤ βi voor i = 1, . . . , m},

waarbij ai ∈ Rn en βi ∈ R (i = 1, . . . .m).

Gewoonlijk maar een punt waarin f maximaal is, :-)

maar dat ligt op de rand van V. :-(

Barrière invoeren? Inwendigpunt methode.



Voorbeeld.

f(x) ≡ cTx met c ∈ Rn (Lineaire vorm op Rn)

en V = {x ∈ Rn | aT
i x ≤ βi voor i = 1, . . . , m},

waarbij ai ∈ Rn en βi ∈ R (i = 1, . . . .m).

Lineair programmering. Los op

max cTx doel, doelfunctie

zodat aT
i x ≤ βi voor alle i = 1, . . . , m. beperkingen

Opmerking. Een aantal ongelijkheden mogen ook gelijk-

heden zijn (dus voor een aantal i ∈ {1, . . . , m} mag ook

gelden aT
i x = βi). Voor het schrijfgemak gebruiken we al-

leen ≤. Maar onze beweringen zijn ook correct voor deze

algemenere situatie.
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Voorbeeld.

f(x) ≡ cTx met c ∈ Rn (Lineaire vorm op Rn)

en V = {x ∈ Rn | aT
i x ≤ βi voor i = 1, . . . , m},

waarbij ai ∈ Rn en βi ∈ R (i = 1, . . . .m).

Lineair programmering. Los op

max cTx doel, doelfunctie

zodat aT
i x ≤ βi voor alle i = 1, . . . , m. beperkingen

Stelling. Als 1) V een hoekpunt heeft en
2) het maximum wordt aangenomen op V

dan wordt het maximum aangenomen in een hoekpunt.

Discussie. V hoeft geen hoekpunt te hebben (v.b.
V = {(x1, x2, x3)

T | x1 + x2 + x3 ≤ 1, x1 + x2 + x3 ≥ 0}:
V ligt tussen twee paralelle vlakken)



Voorbeeld.

f(x) ≡ cTx met c ∈ Rn (Lineaire vorm op Rn)

en V = {x ∈ Rn | aT
i x ≤ βi voor i = 1, . . . , m},

waarbij ai ∈ Rn en βi ∈ R (i = 1, . . . .m).

Lineair programmering. Los op

max cTx doel, doelfunctie

zodat aT
i x ≤ βi voor alle i = 1, . . . , m. beperkingen

Stelling. Als 1) V een hoekpunt heeft en
2) het maximum wordt aangenomen op V

dan wordt het maximum aangenomen in een hoekpunt.

Discussie. Als V (half) onbegrensd is kan het maximum

in ∞ liggen (het max. wordt dan niet aangenomen op V).
(v.b. maximaliseer x1 + x2 op
V = {(x1, x2)

T | x1 − x2 ≤ 0, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0})



Voorbeeld.

f(x) ≡ cTx met c ∈ Rn (Lineaire vorm op Rn)

en V = {x ∈ Rn | aT
i x ≤ βi voor i = 1, . . . , m},

waarbij ai ∈ Rn en βi ∈ R (i = 1, . . . .m).

Lineair programmering. Los op

max cTx doel, doelfunctie

zodat aT
i x ≤ βi voor alle i = 1, . . . , m. beperkingen

Stelling. Als 1) V een hoekpunt heeft en
2) het maximum wordt aangenomen op V

dan wordt het maximum aangenomen in een hoekpunt.

Discussie. Het maximum kan in meerdere punten in V
aangenomen worden (de ande andere punten hoeven geen

hoekpunt te zijn). (v.b maximaliseer x2 op
{(x1, x2)

T | 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1}.)
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Dieet

m Voedingsstoffen V1, . . . , Vm (vitaminen, mineralen, kool-

hydraten, . . . ). Keuze uit n ingrediënten I1, . . . , In.

Aanname:
• Het dagelijkse dieet moet minstens βi microgram Vi bevatten.
• Een gram van ingrediënt Ij bevat aij microgram Vi.
• Een gram van ingrediënt Ij kost cj euro.

Opdracht. Bepaal het goedkoopste dieet waarmee je ge-

zond blijft.



Aanbevolen Dagelijkse Hoeveelheid (ADH)
volwassene van 30 jaar

ADH maximum etiket eenheid

Vitamine A 800-1000 3000 800 g
Vitamine B1 1.1 geen max 1,4 mg
Vitamine B2 1.5 geen max 1,6 mg
Vitamine B3 (Niacine) 17 35 18 mg
Vitamine B5 (Pantotheenzuur) 5 geen max 6 mg
Vitamine B6 1.5 25 2,0 mg
Vitamine B8 (Biotine) 150 geen max 150 g
Vitamine B11 (Foliumzuur) 300 1000 200 g
Vitamine B12 2.8 geen max 1,0 g
Vitamine C 70 open 60 mg
Vitamine D 2,5 50 5,0 g
Vitamine E 9,3-11,8 300 10 mg
Vitamine K 80 geen max - g
Calcium 1000 2500 800 mg
Fosfor 800 open 800 mg
Magnesium 300 - 300 mg
Koper - 5 - mg
Fluor - open - mg
Chroom 125 geen max - g
Jodium 150 600 150 g
IJzer 14 open 14 mg
Mangaan 5 geen max - mg
Molybdeen 160 600 - g
Borium - open - mg
Seleen - 300 g
Zink 15 25 15 mg
Kalium 3100 open - mg
Natrium 2000 - mg
Chloride 2000 - mg



Hoeveelheid per 100 g kJkcal g g g g g g mg g g g g g mg mg mg mg mg mg mg mg µg mg mg mg

6. GRAANPRODUCTEN

En
er
gi
e

En
er
gi
e

Ei
w
itt
en

Ve
tt
en

Ve
rz
ad
ig
de
 v
et
te
n

En
ke
lv
. o
nv
. v
et
te
n

M
ee
rv
. o
nv
. v
et
te
n

Li
no
lz
uu
r

C
ho
le
st
er
ol

Ve
rt
ee
rb
. K
oo
lh
yd
ra
te
n

Su
ik
er
s

Ze
tm
ee
l

Ve
ze
ls

W
at
er

N
at
ri
um

Ka
liu
m

C
al
ci
um

Fo
sf
or

M
ag
ne
si
um

Ijz
er

Ko
pe
r

Zi
nk

Vi
t. 
A-
ac
tiv
ite
it

Vi
t. 
B1

Vi
t. 
B2

Vi
t. 
C

7 Granenbrood 253 1059

Beschuit 383 1601

Beschuit, volkoren 367 1536

Beschuit, voltarwe 409 1710

Beschuit, voltarwe met sesam 444 1858

Boerenbrood 298 1247

Brood, bruin 243 1017

Brood, wit 268 1120

Croissant 475 1985

Koffiekoek 393 1642

Koffiekoek met abrikozen 268 1121

Koffiekoek met chocolade 382 1596

Koffiekoek met rozijnen 267 1114

Koffiekoek suisse 277 1157

Melkbrood 242 1013

Piccolo 303 1266

Pistolet 292 1223

Roggebrood 229 959

Rozijnenbrood 280 1173

Sandwich, gesuikerd 330 1383

Stokbrood 283 1184

Suikerbrood 310 1298

Toost 385 1611

Volkorenbrood 241 1007

Voltarwebrood 255 1067
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Dieet

m Voedingsstoffen V1, . . . , Vm (vitaminen, mineralen, kool-

hydraten, . . . ). Keuze uit n ingrediënten I1, . . . , In.

Aanname:
• Het dagelijkse dieet moet minstens βi microgram Vi bevatten.
• Een gram van ingrediënt Ij bevat aij microgram Vi.
• Een gram van ingrediënt Ij kost cj euro.

Opdracht. Bepaal het goedkoopste dieet waarmee je ge-

zond blijft.

Model. xj is de dagelijkse hoeveelheid van ingrediënt Ij.

Schrijf x ≡ (x1, . . . , xn)T, c ≡ (c1, . . . , cn)T, ai ≡ (ai,1, . . . , ai,n)
T.

Minimalizeer cTx met x zo dat aT
i x ≥ βi (i = 1, . . . , m).



Dieet

m Voedingsstoffen V1, . . . , Vm (vitaminen, mineralen, kool-

hydraten, . . . ). Keuze uit n ingrediënten I1, . . . , In.

Aanname:
• Het dagelijkse dieet moet minstens βi microgram Vi bevatten.
• Een gram van ingrediënt Ij bevat aij microgram Vi.
• Een gram van ingrediënt Ij kost cj euro.

Opdracht. Bepaal het goedkoopste dieet waarmee je ge-

zond blijft.

Model. xj is de dagelijkse hoeveelheid van ingrediënt Ij.

Schrijf x ≡ (x1, . . . , xn)T, c ≡ (c1, . . . , cn)T, ai ≡ (ai,1, . . . , ai,n)
T.

Minimalizeer cTx met x zo dat aT
i x ≥ βi (i = 1, . . . , m).

Maximalizeer −cTx met x zo dat −aT
i x ≤ −βi (i = 1, . . . , m).



Spoorboekje



Voorbeeld.

f(x) ≡ cTx met c ∈ Rn (Lineaire vorm op Rn)

en V = {x ∈ Rn | aT
i x ≤ βi voor i = 1, . . . , m},

waarbij ai ∈ Rn en βi ∈ R (i = 1, . . . .m).

Lineair programmering. Los op

max cTx doel, doelfunctie

zodat aT
i x ≤ βi voor alle i = 1, . . . , m. beperkingen

Stelling. Als 1) V een hoekpunt heeft en
2) het maximum wordt aangenomen op V

dan wordt het maximum aangenomen in een hoekpunt.

Vaak is het al moeilijk om een punt in V te vinden
(te berekenen).
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Stelling. Als 1) V een hoekpunt heeft en
2) het maximum wordt aangenomen op V

dan wordt het maximum aangenomen in een hoekpunt.

Opmerking. Als V begrensd is, dan wordt het maximum

op V aangenomen.



Voorbeeld.

f(x) ≡ cTx met c ∈ Rn (Lineaire vorm op Rn)

en V = {x ∈ Rn | aT
i x ≤ βi voor i = 1, . . . , m},

waarbij ai ∈ Rn en βi ∈ R (i = 1, . . . .m).

Lineair programmering. Los op

max cTx doel, doelfunctie

zodat aT
i x ≤ βi voor alle i = 1, . . . , m. beperkingen

Stelling. Als 1) V een hoekpunt heeft en
2) het maximum wordt aangenomen op V

dan wordt het maximum aangenomen in een hoekpunt.

Terminologie. Punten in V zijn acceptabele punten.



Voorbeeld.

f(x) ≡ cTx met c ∈ Rn (Lineaire vorm op Rn)

en V = {x ∈ Rn | aT
i x ≤ βi voor i = 1, . . . , m},

waarbij ai ∈ Rn en βi ∈ R (i = 1, . . . .m).

Lineair programmering. Los op

max cTx doel, doelfunctie

zodat aT
i x ≤ βi voor alle i = 1, . . . , m. beperkingen

Stelling. Als 1) V een hoekpunt heeft en
2) het maximum wordt aangenomen op V

dan wordt het maximum aangenomen in een hoekpunt.

Terminologie. Punten in V zijn feasible.



Program

• Optimaliseren

• Lineaire programmering

• Voorbeelden

• Polytopen

• Intermezzo: rang

• Intermezzo: notatie

• Hoekpunten

• Intermezzo: vegen

• Standaard vorm

• Simplex methode

• Positiviteitsristricties

• Het eerste hoekpunt



Terminologie. Beschouw een a ∈ Rn en een β ∈ R.

{x ∈ Rn | aTx ≤ β} is een halfruimte,

{x ∈ Rn | aTx = β} is een hypervlak.



Terminologie. Beschouw een a ∈ Rn en een β ∈ R.

{x ∈ Rn | aTx ≤ β} is een halfruimte,

{x ∈ Rn | aTx = β} is een hypervlak.

x0 ≡
β

aTa
a ∈ {x ∈ Rn | aTx = β}.

Als y ∈ Rn zo dat aTy = 0 dan x0+y ∈ {x ∈ Rn | aTx = β}.



Terminologie. Beschouw een a ∈ Rn en een β ∈ R.

{x ∈ Rn | aTx ≤ β} is een halfruimte,

{x ∈ Rn | aTx = β} is een hypervlak.

Als ai ∈ Rn en βi ∈ R dan heet

V ≡ {x | aT
i x ≤ βi (i = 1, . . . , m)} =

m⋂

i=1

{x | aT
i x ≤ βi}

een polytoop.

Een polyeder of veelvlak is een begrensd polytoop.
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Terminologie. Beschouw een a ∈ Rn en een β ∈ R.

{x ∈ Rn | aTx ≤ β} is een halfruimte,

{x ∈ Rn | aTx = β} is een hypervlak.

Als ai ∈ Rn en βi ∈ R dan heet

V ≡ {x | aT
i x ≤ βi (i = 1, . . . , m)} =

m⋂

i=1

{x | aT
i x ≤ βi}

een polytoop.

Een polyeder of veelvlak is een begrensd polytoop.

−1 0 1 2 3 4 5
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4



Terminologie. Beschouw een a ∈ Rn en een β ∈ R.

{x ∈ Rn | aTx ≤ β} is een halfruimte,

{x ∈ Rn | aTx = β} is een hypervlak.

Als ai ∈ Rn en βi ∈ R dan heet

V ≡ {x | aT
i x ≤ βi (i = 1, . . . , m)} =

m⋂

i=1

{x | aT
i x ≤ βi}

een polytoop.

Een polyeder of veelvlak is een begrensd polytoop.

Notatie.

Met A ≡


aT
1...

aT
m


, b ≡




β1
...

βm


 en x ≤ y als xj ≤ yj alle j

is V = {x | Ax ≤ b}



Terminologie. Beschouw een a ∈ Rn en een β ∈ R.

{x ∈ Rn | aTx ≤ β} is een halfruimte,

{x ∈ Rn | aTx = β} is een hypervlak.

Als ai ∈ Rn en βi ∈ R dan heet

V ≡ {x | aT
i x ≤ βi (i = 1, . . . , m)} =

m⋂

i=1

{x | aT
i x ≤ βi}

een polytoop.

Een polyeder of veelvlak is een begrensd polytoop.

Lineair programmering. Los op

max cTx

zodat Ax ≤ b.



Met p en q in Rn is

[p,q] ≡ {αp + (1− α)q | α ∈ [0,1]}
= q + {α(p− q) | α ∈ [0,1]}

het lijnstuk tussen p en q.



Met p en q in Rn is

[p,q] ≡ {αp + (1− α)q | α ∈ [0,1]}
het lijnstuk tussen p en q.

Als p 6= q, dan bekijken we ook

(p,q) ≡ {αp + (1− α)q | α ∈ (0,1)} .



Met p en q in Rn is

[p,q] ≡ {αp + (1− α)q | α ∈ [0,1]}
het lijnstuk tussen p en q.

Als p 6= q, dan bekijken we ook

(p,q) ≡ {αp + (1− α)q | α ∈ (0,1)} .

Met pj in Rn (j = 0,1, . . . , k) is

S ≡ {
k∑

j=0

αj pj | αj ≥ 0,
k∑

j=0

αj = 1}

een polytoop,

Als p1−p0, p2−p0, . . . , pk−p0 lineair onafhankelijk

zijn dan heet S een k-simplex.



Met p en q in Rn is

[p,q] ≡ {αp + (1− α)q | α ∈ [0,1]}
het lijnstuk tussen p en q.

Als p 6= q, dan bekijken we ook

(p,q) ≡ {αp + (1− α)q | α ∈ (0,1)} .

Met pj in Rn (j = 0,1, . . . , k) is

S ≡ {
k∑

j=0

αj pj | αj ≥ 0,
k∑

j=0

αj = 1}

een polytoop,

Als p1−p0, p2−p0, . . . , pk−p0 lineair onafhankelijk

zijn dan heet S een k-simplex.

p0 = 0 en pj = ej de j-de standaard basis vector (k = n)

geeft het eenheidssimplex in Rn



Definitie. Een verzameling U ⊂ Rn is convex als

voor alle p,q ∈ U ⇒ [p,q] ⊂ U.
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voor alle p,q ∈ U ⇒ [p,q] ⊂ U.

Stelling. U en W convex ⇒ U ∩W convex.

Stelling. Halfruimtes en hypervlakken zijn convex.

Stelling. Polytopen zijn convex.

Definitie. Zij U een convexe verzameling.

Een p in U is een hoekpunt van U als

p 6∈ (x,y) voor alle x,y ∈ U , x 6= y.



Definitie. Een verzameling U ⊂ Rn is convex als

voor alle p,q ∈ U ⇒ [p,q] ⊂ U.

Stelling. U en W convex ⇒ U ∩W convex.

Stelling. Halfruimtes en hypervlakken zijn convex.

Stelling. Polytopen zijn convex.

Definitie. Zij U een convexe verzameling.

Een p in U is een hoekpunt van U als

p 6∈ (x,y) voor alle x,y ∈ U , x 6= y.

Hoe zie je in hogere dimensies of p een hoekpunt is?



Lineair programmering. Los op

max cTx

zodat Ax ≤ b.

Hier is A een m× k matrix
b ∈ Rm, c ∈ Rk

en wordt x ∈ Rk gezocht.

Schrijf V ≡ {x ∈ Rk | Ax ≤ b}.
Stelling. Als 1) V een hoekpunt heeft en

2) het maximum wordt aangenomen op V
dan wordt het maximum aangenomen in een hoekpunt.

Hoe vind je een hoekpunt in V?



Program

• Optimaliseren

• Lineaire programmering

• Voorbeelden

• Polytopen

• Intermezzo: rang

• Intermezzo: notatie

• Hoekpunten

• Intermezzo: vegen

• Standaard vorm

• Simplex methode

• Positiviteitsristricties

• Het eerste hoekpunt



Intermezzo I: rang

Beschouw een m bij n matrix A.

Definitie/Stelling. De rang van A

= het aantal lineair onafhankelijke kolommen van A

= het aantal lineair onafhankelijke rijen van A

de rang, rang(A), van A is ≤ min(m, n).



Intermezzo I: rang

Beschouw een m bij n matrix A.

Definitie/Stelling. De rang van A

= het aantal lineair onafhankelijke kolommen van A

= het aantal lineair onafhankelijke rijen van A

de rang, rang(A), van A is ≤ min(m, n).

Stelling.

• rang(A) < n ⇔ er is een v ∈ Rn, v 6= 0 zo dat Av = 0:

• m = n & A volle rang ⇔ A inverteerbaar.
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Intermezzo II: Notatie

Matlab conventies.
A =




1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12
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Intermezzo II: Notatie

Matlab conventies.
A =




1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12




A(3,2) = 10

A(3, :) =
[
9 10 11 12

]
, A(:,2) =




2
6
10




A([1,3], :) =

[
1 2 3 4
9 10 11 12

]
, A(:, [2,4]) =




2 4
6 8
10 12




A([1,3], [2,4]) =

[
2 4
10 12

]
b =



1
2
3


 ⇒ b([1,3]) =

[
1
3

]



Intermezzo II: Notatie

Matlab conventies.
A =




1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12




Als I de rij [1,3] is en J is de rij [2,4] dan is

A(I, :) =

[
1 2 3 4
9 10 11 12

]
, A(:, J) =




2 4
6 8
10 12


.

Met i 6∈ I bedoelen we dat het getal i ∈ {1,2,3}
niet voorkomt in de rij I, bv, 2 6∈ [1,3].

We gebruiken (zo veel mogelijk)
i en I voor rijen van A en coördinaten van b en
j en J voor kolommen van A en coördinaten van x.



Intermezzo II: Notatie

Matlab conventies.
A =




1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12




Als I de rij [3,1] is en J is de rij [4,2] dan is

A(I, :) =

[
9 10 11 12
1 2 3 4

]
, A(:, J) =




4 2
8 6
12 10


.



Intermezzo II: Notatie

Matlab conventies.
A =




1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12




B =



13 14
15 16
17 18


 .

Dan

[A,B] =




1 2 3 4 13 14

5 6 7 8 15 16

9 10 11 12 17 18






Intermezzo II: Notatie

Matlab conventies.
A =




1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12




Voorbeeld. Met A =



aT
1...

aT
m


 en b =




β1
...

βm




noteren we de ongelijkheid

aT
i x ≤ βi

ook als

A(i, :)x ≤ b(i).
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Lineair programmering. Los op

max cTx

zodat Ax ≤ b.

Hier is A een m bij k matrix
b ∈ Rm, c ∈ Rk

en wordt x ∈ Rk gezocht.

Schrijf V ≡ {x ∈ Rk | Ax ≤ b}.
Stelling. Als 1) V een hoekpunt heeft en

2) het maximum wordt aangenomen op V
dan wordt het maximum aangenomen in een hoekpunt.

Hoe vind je een hoekpunt in V?



A is m× k, b ∈ Rm, k ≤ m, V ≡ {x ∈ Rk | Ax ≤ b}.
Terminologie. p ∈ Rk is een basispunt voor V als

er een rij I is van k verschillende getallen uit {1,2, . . . , m}
waarvoor A(I, :) inverteerbaar is en A(I, :)p = b(I).

Stelling. p ∈ V.
p is een hoekpunt van V ⇔ p is een basispunt voor V.

Interpretatie. In de k-dim. ruimte: hoekpunten zijn
snijpunten van k hypervlakken {x ∈ Rk | A(i, :)x = b(i)}
(i uit een rij I van k verschillende getallen uit {1, . . . , m}).

In 2-d (k = 2), snijpunten van 2 lijnen.
In 3-d (k = 3), snijpunten van 3 vlakken.

Opmerking. Als I = [I ′, i] een rij is van verschillende
getallen uit {1, . . . , m} en A(I, :) heeft niet volle rang,
dan is, met H(I) ≡ {x ∈ Rk | A(I, :)x = b(I)},

H(I ′) parallel aan (een deel van) H(i).



A is m× k, b ∈ Rm, k ≤ m, V ≡ {x ∈ Rk | Ax ≤ b}.
Terminologie. p ∈ Rk is een basispunt voor V als

er een rij I is van k verschillende getallen uit {1,2, . . . , m}
waarvoor A(I, :) inverteerbaar is en A(I, :)p = b(I).

Stelling. p ∈ V.
p is een hoekpunt van V ⇔ p is een basispunt voor V.

Interpretatie. In de k-dim. ruimte: hoekpunten zijn
snijpunten van k hypervlakken {x ∈ Rk | A(i, :)x = b(i)}.
Ribben (lijnstukken tussen buurhoekpunten) liggen op de

doorsnede van k − 1 hypervlakken.



A is m× k, b ∈ Rm, k ≤ m, V ≡ {x ∈ Rk | Ax ≤ b}.
Terminologie. p ∈ Rk is een basispunt voor V als

er een rij I is van k verschillende getallen uit {1,2, . . . , m}
waarvoor A(I, :) inverteerbaar is en A(I, :)p = b(I).

Stelling. p ∈ V.
p is een hoekpunt van V ⇔ p is een basispunt voor V.

Voorbeeld. Stel V bestaat uit die x = (x1, x2, x3)T ∈ R3 waarvoor




x1 − 7x2 + 4x3 ≤ 6
2x1 + 5x2 − x3 ≤ 9
4x1 − 6x2 + 3x3 ≤ 16
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0

Dan is k = 3, m = 6.

Met A =




1 −7 4
2 5 −1
4 −6 3
−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1




en b =




6
9

16
0
0
0




is V = {x ∈ R3 | Ax ≤ b}.



A is m× k, b ∈ Rm, k ≤ m, V ≡ {x ∈ Rk | Ax ≤ b}.
Terminologie. p ∈ Rk is een basispunt voor V als

er een rij I is van k verschillende getallen uit {1,2, . . . , m}
waarvoor A(I, :) inverteerbaar is en A(I, :)p = b(I).

Stelling. p ∈ V.
p is een hoekpunt van V ⇔ p is een basispunt voor V.

Voorbeeld.

Met A =




1 −7 4
2 5 −1
4 −6 3
−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1




en b =




6
9

16
0
0
0




is V = {x ∈ R3 | Ax ≤ b}.

(0,0,0)T is een hoekpunt:

— het is acceptabel (immers 1 · 0− 7 · 0 + 4 · 0 = 0 ≤ 6, . . . ) en

— A([4,5,6], :) = −I3 is inverteerbaar.



A is m× k, b ∈ Rm, k ≤ m, V ≡ {x ∈ Rk | Ax ≤ b}.
Terminologie. p ∈ Rk is een basispunt voor V als

er een rij I is van k verschillende getallen uit {1,2, . . . , m}
waarvoor A(I, :) inverteerbaar is en A(I, :)p = b(I).

Stelling. p ∈ V.
p is een hoekpunt van V ⇔ p is een basispunt voor V.

Voorbeeld.

Met A =




1 −7 4
2 5 −1
4 −6 3
−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1




en b =




6
9

16
0
0
0




is V = {x ∈ R3 | Ax ≤ b}.

A([2,3,4], :) =




2 5 −1
4 −6 3
−1 0 0


 is inverteerbaar. De oplossing van

A([2,3,4], :)p = b([2,3,4]) =




9
16
0


 is p =




0
43/9

134/9




Echter A(1, :)p = 9 > 6 en dat is niet acceptabel.
Dus dit basispunt is geen hoekpunt.



A is m× k, b ∈ Rm, k ≤ m, V ≡ {x ∈ Rk | Ax ≤ b}.
Terminologie. p ∈ Rk is een basispunt voor V als

er een rij I is van k verschillende getallen uit {1,2, . . . , m}
waarvoor A(I, :) inverteerbaar is en A(I, :)p = b(I).

Stelling. p ∈ V.
p is een hoekpunt van V ⇔ p is een basispunt voor V.

Heeft een polytoop altijd hoekpunten?
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A is m× k, b ∈ Rm, k ≤ m, V ≡ {x ∈ Rk | Ax ≤ b}.
Terminologie. p ∈ Rk is een basispunt voor V als

er een rij I is van k verschillende getallen uit {1,2, . . . , m}
waarvoor A(I, :) inverteerbaar is en A(I, :)p = b(I).

Stelling. p ∈ V.
p is een hoekpunt van V ⇔ p is een basispunt voor V.
Stelling. Stel V = {x ∈ Rk | Ax ≤ b} 6= ∅.
V heeft een hoekpunt ⇔ A heeft volle rang (= k).

Hoe vind je hoekpunten?

Bereken de basispunten en check of ze in V zitten

(kan veel werk zijn).



Lineair programmering. Los op

max cTx

zodat Ax ≤ b.

Stelling. Als 1) V een hoekpunt heeft en
2) het maximum wordt aangenomen op V

dan wordt het maximum aangenomen in een hoekpunt.

Moet je alle hoekpunten checken
om het maximum te vinden?



Lineair programmering. Los op

max cTx

zodat Ax ≤ b.

Stelling. Als 1) V een hoekpunt heeft en
2) het maximum wordt aangenomen op V

dan wordt het maximum aangenomen in een hoekpunt.

Als A een m× k matrix is, dan zijn er

(mk ) =
m!

(m− k)! k!

verschillende manieren een k × k matrix A(I, :) te maken.

Dus voor bv k = 70 en m = 100 zijn er

(100
70 ) ≈ 31025 potentiële basispunten/hoekpunten.

Met m = 350 en k = 200 zijn er

(350
200) ≈ 2.710102 combinaties: meer dan 1 Google



Lineair programmering. Los op

max cTx

zodat Ax ≤ b.

Stelling. Als 1) V een hoekpunt heeft en
2) het maximum wordt aangenomen op V

dan wordt het maximum aangenomen in een hoekpunt.

Alternatief. Onderzoek alleen hoekpunten
die potentiëel interessant zijn.



Lineair programmering. Los op

max cTx

zodat Ax ≤ b.

Stelling. Als 1) V een hoekpunt heeft en
2) het maximum wordt aangenomen op V

dan wordt het maximum aangenomen in een hoekpunt.

Oplosmethode.

• Vind een hoekpunt van V
• Herhaal

◦ Vind vanuit dat hoekpunt een richting langs de
rand van V waar langs de doelfunctie groter wordt.
Stop als er niet zo’n richting is.

◦ Loop vanuit dat hoekpunt in die richting
tot een volgend hoekpunt van V



Lineair programmering. Los op

max cTx

zodat Ax ≤ b.

Stelling. Als 1) V een hoekpunt heeft en
2) het maximum wordt aangenomen op V

dan wordt het maximum aangenomen in een hoekpunt.

Oplosmethode.

• Vind een hoekpunt van V
• Herhaal

◦ Vind vanuit dat hoekpunt een richting langs de
rand van V waar langs de doelfunctie groter wordt.
Stop als er niet zo’n richting is.

◦ Loop vanuit dat hoekpunt in die richting
tot een volgend hoekpunt van V

Stelling. Het hoekpunt waarin gestopt wordt is ’n
maximalizerende x (’n x die het lp-probleem oplost).



Lineair programmering. Los op

max cTx

zodat Ax ≤ b.

Stelling. Als 1) V een hoekpunt heeft en
2) het maximum wordt aangenomen op V

dan wordt het maximum aangenomen in een hoekpunt.

Oplosmethode.

• Vind een hoekpunt van V
Opmerking. Het vinden van het eerste hoekpunt is vaak

gemakkelijk: in veel toepassingen is 0 een hoekpunt.

Dit is het geval als A0 = 0 ≤ b en als in de matrix A de

restricties x ≥ 0 opgenomen zijn.



Lineair programmering. Los op

max cTx

zodat Ax ≤ b.

Stelling. Als 1) V een hoekpunt heeft en
2) het maximum wordt aangenomen op V

dan wordt het maximum aangenomen in een hoekpunt.

Oplosmethode.

Voor het vinden van

“hoekpunten van V en
richtingen langs de rand van V”

moeten stelsels met A(I, :) opgelost worden.

Dit gaat middels vegen.



Program

• Optimaliseren

• Lineaire programmering

• Voorbeelden

• Polytopen

• Intermezzo: rang

• Intermezzo: notatie

• Hoekpunten

• Intermezzo: vegen

• Standaard vorm

• Simplex methode

• Positiviteitsristricties

• Het eerste hoekpunt



Intermezzo III: Vegen

Los op door partieel
vegen



2 2 1
6 5 0
7 2 −1







x1
x2
x3


 =




7
17
15






Intermezzo III: Vegen

Los op door partieel
vegen

2 2 1 7
6 5 0 17
7 2 −1 15



Intermezzo III: Vegen

Los op door partieel
vegen

2 2 1 7
6 5 0 17
7 2 −1 15



Intermezzo III: Vegen

Los op door partieel
vegen

2 2 1 7
6 5 0 17
7 2 −1 15

Veeg de 1ste kolom
vanaf de 2de rij

2 2 1 7
0 −1 −3 −4
0 −5 −4.5 −9.5



Intermezzo III: Vegen

Los op door partieel
vegen

2 2 1 7
6 5 0 17
7 2 −1 15

Veeg de 1ste kolom
vanaf de 2de rij

2 2 1 7
0 −1 −3 −4
0 −5 −4.5 −9.5

Opmerking. We hebben de eerste rij gebruikt om de eer-

ste kolom te vegen.

In het resulterend stelsel dat gevormd wordt door de ove-

rige rijen speelt x1 geen rol: uit dit resulterend stelsel is x1

geëlimineerd.



Intermezzo III: Vegen

Los op door partieel
vegen

2 2 1 7
6 5 0 17
7 2 −1 15

Veeg de 1ste kolom
vanaf de 2de rij

2 2 1 7
0 −1 −3 −4
0 −5 −4.5 −9.5

Veeg de 2de kolom
vanaf de 3de rij

2 2 1 7
0 −1 −3 −4
0 0 10.5 10.5



Intermezzo III: Vegen

Los op door partieel
vegen

2 2 1 7
6 5 0 17
7 2 −1 15

Veeg de 1ste kolom
vanaf de 2de rij

2 2 1 7
0 −1 −3 −4
0 −5 −4.5 −9.5

Veeg de 2de kolom
vanaf de 3de rij

2 2 1 7
0 −1 −3 −4
0 0 10.5 10.5

x2 is geëlimineerd uit het resulterend stelsel.



Intermezzo III: Vegen

Los op door partieel
vegen

2 2 1 7
6 5 0 17
7 2 −1 15

Veeg de 1ste kolom
vanaf de 2de rij

2 2 1 7
0 −1 −3 −4
0 −5 −4.5 −9.5

Veeg de 2de kolom
vanaf de 3de rij

2 2 1 7
0 −1 −3 −4
0 0 10.5 10.5

Los x op door terug substitutie:

10.5x3 = 10.5 ⇒ x3 = 1.
−x2 − 3x3 = −4 ⇒ x2 = 4− 3x3 = 1.
2x1 + 2x2 + x3 = 7 ⇒ x1 = (7− 2x2 − x3)/2 = 2



Intermezzo III: Vegen

Los op door partieel
vegen

2 2 1 7
6 5 0 17
7 2 −1 15

Veeg de 1ste kolom
vanaf de 2de rij

2 2 1 7
0 −1 −3 −4
0 −5 −4.5 −9.5

Veeg de 2de kolom
vanaf de 3de rij

2 2 1 7
0 −1 −3 −4
0 0 10.5 10.5

Los x op door terug substitutie:

10.5x3 = 10.5 ⇒ x3 = 1.
−x2 − 3x3 = −4 ⇒ x2 = 4− 3x3 = 1.
2x1 + 2x2 + x3 = 7 ⇒ x1 = (7− 2x2 − x3)/2 = 2



Intermezzo III: Vegen

Los op door volledig
vegen

2 2 1 7
6 5 0 17
7 2 −1 15



Intermezzo III: Vegen

Los op door volledig
vegen

2 2 1 7
6 5 0 17
7 2 −1 15

Veeg de 1ste kolom
en schaal 1ste rij

2 2 1 7
0 −1 −3 −4
0 −5 −4.5 −9.5



Intermezzo III: Vegen

Los op door volledig
vegen

2 2 1 7
6 5 0 17
7 2 −1 15

Veeg de 1ste kolom
en schaal 1ste rij

1 1 0.5 3.5
0 −1 −3 −4
0 −5 −4.5 −9.5



Intermezzo III: Vegen

Los op door volledig
vegen

2 2 1 7
6 5 0 17
7 2 −1 15

Schaal 1ste rij en
veeg de 1ste kolom

1 1 0.5 3.5
0 −1 −3 −4
0 −5 −4.5 −9.5



Intermezzo III: Vegen

Los op door volledig
vegen

2 2 1 7
6 5 0 17
7 2 −1 15

Schaal 1ste rij en
veeg de 1ste kolom

1 1 0.5 3.5
0 −1 −3 −4
0 −5 −4.5 −9.5

Schaal 2de rij en
veeg de 2de kolom

1 0 −2.5 −0.5
0 1 3 4
0 0 10.5 10.5



Intermezzo III: Vegen

Los op door volledig
vegen

2 2 1 7
6 5 0 17
7 2 −1 15

Schaal 1ste rij en
veeg de 1ste kolom

1 1 0.5 3.5
0 −1 −3 −4
0 −5 −4.5 −9.5

Schaal 2de rij en
veeg de 2de kolom

1 0 −2.5 −0.5
0 1 3 4
0 0 10.5 10.5

Schaal 3de rij en
veeg de 3de kolom

1 0 0 2
0 1 0 1
0 0 1 1



Intermezzo III: Vegen

Los op door volledig
vegen

2 2 1 7
6 5 0 17
7 2 −1 15

Schaal 1ste rij en
veeg de 1ste kolom

1 1 0.5 3.5
0 −1 −3 −4
0 −5 −4.5 −9.5

Schaal 2de rij en
veeg de 2de kolom

1 0 −2.5 −0.5
0 1 3 4
0 0 10.5 10.5

Schaal 3de rij en
veeg de 3de kolom

1 0 0 2
0 1 0 1
0 0 1 1

Rest een triviaal stelsel: x =



2
1
1






Intermezzo III: Vegen

Los op door volledig
vegen

0 2 1 3
6 5 0 17
7 2 −1 15



Intermezzo III: Vegen

Los op door volledig
vegen

0 2 1 3
6 5 0 17
7 2 −1 15

Vind pivot in de 1ste kolom
schaal en veeg de 1ste kolom
(op de pivot na)

0 2 1 3
1 5

6
0 17

6

0 −23
6
−1 −39

6

Pivot in kolom 1 is getal ai0 1 6= 0.

Voor numerieke stabiliteit, i0 = argmaxi |ai1|.



Intermezzo III: Vegen

Los op door volledig
vegen

0 2 1 3
6 5 0 17
7 2 −1 15

Vind pivot in de 1ste kolom
schaal en veeg de 1ste kolom
(op de pivot na)

0 2 1 3
1 5

6
0 17

6

0 −23
6
−1 −39

6

Vind pivot in de 2de kolom
schaal en veeg de 2de kolom
(op de pivot na)

0 1 0.5 1.5
1 0 − 5

12
19
12

0 0 11
12

11
12

Pivot in kolom 2 is getal ai0 2 6= 0 met ai0 1 = 0.

Voor numerieke stabiliteit, i0 = argmaxi {|ai2| | ai1 = 0}.



Intermezzo III: Vegen

Los op door volledig
vegen

0 2 1 3
6 5 0 17
7 2 −1 15

Vind pivot in de 1ste kolom
schaal en veeg de 1ste kolom
(op de pivot na)

0 2 1 3
1 5

6
0 17

6

0 −23
6
−1 −39

6

Vind pivot in de 2de kolom
schaal en veeg de 2de kolom
(op de pivot na)

0 1 0.5 1.5
1 0 − 5

12
19
12

0 0 11
12

11
12

Vind pivot in de 3de kolom
schaal en veeg de 3de kolom
(op de pivot na)

0 1 0 1
1 0 0 2
0 0 1 1



Intermezzo III: Vegen

Los op door volledig
vegen

0 2 1 3
6 5 0 17
7 2 −1 15

Vind pivot in de 1ste kolom
schaal en veeg de 1ste kolom
(op de pivot na)

0 2 1 3
1 5

6
0 17

6

0 −23
6
−1 −39

6

Vind pivot in de 2de kolom
schaal en veeg de 2de kolom
(op de pivot na)

0 1 0.5 1.5
1 0 − 5

12
19
12

0 0 11
12

11
12

Vind pivot in de 3de kolom
schaal en veeg de 3de kolom
(op de pivot na)

0 1 0 1
1 0 0 2
0 0 1 1

Rest een triviaal stelsel: x =



2
1
1






Intermezzo III: Vegen

Opmerking.

Vegen verandert de matrix maar niet de oplossing.

Opmerking. Vegen verandert niet de rang van de matrix:

als we beginnen met de matrix A en we eindigen met Ã

(bijvoorbeeld Ã = I) dan is rang(A) = rang(Ã).

Een vierkante matrix A is inverteerbaar dan en slechts dan

als volledig vegen (met pivots) een permutatie matrix

oplevert (een matrix met in iedere rij en in iedere kolom

precies een 1 en de rest 0, een matrix als


0 1 0
1 0 0
0 0 1


. )



Intermezzo III: Vegen

Partieel vegen.

+ Goedkoper (voor n× n matrix ≈ 2
3
n3 flop)

Volledig vegen.

Duurder (≈ 4
3
n3 flop)

+ Overzichtelijker.

Voor de overzichtelijkheid lossen we hier lineair

programmeringsproblemen hier op middels volledig vegen



Intermezzo III: Vegen

Vegen. Gegeven a1,a2 ∈ Rn, β1, β2 ∈ R.

Voor α ∈ R geldt:

x ∈ Rn voldoet aan

{
aT
1x = β1

aT
2x = β2

dan en slechts dan

als x voldoet aan

{
aT
1x = β1

(a2 − αa1)
Tx = β2 − αβ1



Intermezzo III: Vegen

Vegen. Gegeven a1,a2 ∈ Rn, β1, β2 ∈ R.

Voor α ∈ R geldt:

x ∈ Rn voldoet aan

{
aT
1x = β1

aT
2x = β2

dan en slechts dan

als x voldoet aan

{
aT
1x = β1

(a2 − αa1)
Tx = β2 − αβ1

Doel. Kies α zodat de nieuwe vector a2−αa1 een 0 heeft

op een ‘gewenste plek’.



Intermezzo III: Vegen

Vegen. Gegeven a1,a2 ∈ Rn, β1, β2 ∈ R.

Voor α ∈ R geldt:

x ∈ Rn voldoet aan

{
aT
1x = β1

aT
2x = β2

dan en slechts dan

als x voldoet aan

{
aT
1x = β1

(a2 − αa1)
Tx = β2 − αβ1

Vegen kan ook gebruikt worden om de doelfunctie te ver-

eenvoudigen:

Bewering. Stel x ∈ V impliceert aT
1x = β1.

Dan geldt voor iedere α ∈ R: cTx en (c − αa1)
Tx nemen

op V het maximum aan in dezelfde x.



Intermezzo III: Vegen

Vegen. Gegeven a1,a2 ∈ Rn, β1, β2 ∈ R.

Voor α ∈ R geldt:

x ∈ Rn voldoet aan

{
aT
1x = β1

aT
2x = β2

dan en slechts dan

als x voldoet aan

{
aT
1x = β1

(a2 − αa1)
Tx = β2 − αβ1

Vegen kan ook gebruikt worden om de doelfunctie te ver-

eenvoudigen:

Bewering. Stel x ∈ V impliceert aT
1x = β1.

Dan geldt voor iedere α ∈ R: cTx en (c − αa1)
Tx nemen

op V het maximum aan in dezelfde x.

Bewijs. (c− αa1)
Tx = cTx− β1



Intermezzo III: Vegen

Vegen. Gegeven a1,a2 ∈ Rn, β1, β2 ∈ R.

Voor α ∈ R geldt:

x ∈ Rn voldoet aan

{
aT
1x = β1

aT
2x = β2

dan en slechts dan

als x voldoet aan

{
aT
1x = β1

(a2 − αa1)
Tx = β2 − αβ1

Werkt dit ook voor ongelijkheden?



Intermezzo III: Vegen

Vegen. Gegeven a1,a2 ∈ Rn, β1, β2 ∈ R.

Voor α ∈ R geldt dan?

x ∈ Rn voldoet aan

{
aT
1x ≤ β1

aT
2x ≤ β2

dan en slechts dan

als x voldoet aan

{
aT
1x ≤ β1

(a2 − αa1)
Tx ≤ β2 − αβ1



Intermezzo III: Vegen

Vegen. Gegeven a1,a2 ∈ Rn, β1, β2 ∈ R.

Voor α ≤ geldt:

x ∈ Rn voldoet aan

{
aT
1x ≤ β1

aT
2x ≤ β2

dan

voldoet x aan

{
aT
1x ≤ β1

(a2 − αa1)
Tx ≤ β2 − αβ1



Intermezzo III: Vegen

Vegen. Gegeven a1,a2 ∈ Rn, β1, β2 ∈ R.

Voor α ≤ geldt:

x ∈ Rn voldoet aan

{
aT
1x ≤ β1

aT
2x ≤ β2

dan

voldoet x aan

{
aT
1x ≤ β1

(a2 − αa1)
Tx ≤ β2 − αβ1

Strategie. Vervang

iedere ‘gecompliceerde’ ongelijkheid

door een ‘gecompliceerde’ gelijkheid
plus een eenvoudige ongelijkheid

middels een nieuwe zgn slack variabele.



Intermezzo III: Vegen

Vegen. Gegeven a1,a2 ∈ Rn, β1, β2 ∈ R.

Voor α ≤ geldt:

x ∈ Rn voldoet aan

{
aT
1x ≤ β1

aT
2x ≤ β2

dan

voldoet x aan

{
aT
1x ≤ β1

(a2 − αa1)
Tx ≤ β2 − αβ1

Strategie. Vervang

iedere ‘gecompliceerde’ ongelijkheid

door een ‘gecompliceerde’ gelijkheid
plus een eenvoudige ongelijkheid

middels een nieuwe zgn slack variabele.

Voorbeeld.



3x1 − 7x2 + 4x3 = 6
2x1 + 5x2 − x3 ≤ 9
4x1 − 6x2 + 3x3 ≤ 16
. . .

⇔





3x1 − 7x2 + 4x3 = 6
2x1 + 5x2 − x3 + x4 = 9
4x1 − 6x2 + 3x3 ≤ 16
. . . , x4 ≥ 0



Intermezzo III: Vegen

Vegen. Gegeven a1,a2 ∈ Rn, β1, β2 ∈ R.

Voor α ≤ geldt:

x ∈ Rn voldoet aan

{
aT
1x ≤ β1

aT
2x ≤ β2

dan

voldoet x aan

{
aT
1x ≤ β1

(a2 − αa1)
Tx ≤ β2 − αβ1

Strategie. Vervang

iedere ‘gecompliceerde’ ongelijkheid

door een ‘gecompliceerde’ gelijkheid
plus een eenvoudige ongelijkheid

middels een nieuwe zgn slack variabele.

Voorbeeld.



3x1 − 7x2 + 4x3 = 6
2x1 + 5x2 − x3 ≤ 9
4x1 − 6x2 + 3x3 ≤ 16
. . .

⇔





3x1 − 7x2 + 4x3 = 6
2x1 + 5x2 − x3 + x4 = 9
4x1 − 6x2 + 3x3 + x5 = 16
. . . , x4 ≥ 0, x5 ≥ 0



Intermezzo III: Vegen

Vegen. Gegeven a1,a2 ∈ Rn, β1, β2 ∈ R.

Voor α ≤ geldt:

x ∈ Rn voldoet aan

{
aT
1x ≤ β1

aT
2x ≤ β2

dan

voldoet x aan

{
aT
1x ≤ β1

(a2 − αa1)
Tx ≤ β2 − αβ1

Strategie. Vervang

iedere ‘gecompliceerde’ ongelijkheid

door een ‘gecompliceerde’ gelijkheid
plus een eenvoudige ongelijkheid

middels een nieuwe zgn slack variabele.

MOTTO: Slacks voor zorgeloos vegen



A) VA is de collectie x ∈ R3 waarvoor





3x1 − 7x2 + 4x3 = 6
2x1 + 5x2 − x3 ≤ 9
4x1 − 6x2 + 3x3 ≤ 16
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0




3 −7 4
2 5 −1
4 −6 3
−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1







x1

x2

x3




=
≤
≤
≤
≤
≤




6
9
16
0
0
0




B) Voer slack variabelen in: VB is de collectie x ∈ R5 waarvoor





3x1 − 7x2 + 4x3 = 6
2x1 + 5x2 − x3 + x4 = 9
4x1 − 6x2 + 3x3 + x5 = 16
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0,
x4 ≥ 0, x5 ≥ 0




3 −7 4 0 0
2 5 −1 1 0
4 −6 3 0 1
−1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1







x1

x2

x3

x4

x5




=
=
=
≤
≤
≤
≤
≤




6
9
16
0
0
0
0
0




C) VC = VB is de collectie x ∈ R5 waarvoor x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0 en





3x1 − 7x2 + 4x3 = 6
2x1 + 5x2 − x3 + x4 = 9
4x1 − 6x2 + 3x3 + x5 = 16




3 −7 4 0 0
2 5 −1 1 0
4 −6 3 0 1







x1

x2

x3

x4

x5


 =




6
9
16






A) VA is de collectie x ∈ R3 waarvoor





3x1 − 7x2 + 4x3 = 6
2x1 + 5x2 − x3 ≤ 9
4x1 − 6x2 + 3x3 ≤ 16
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0




3 −7 4
2 5 −1
4 −6 3
−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1







x1

x2

x3




=
≤
≤
≤
≤
≤




6
9
16
0
0
0




C) VC = VB is de collectie x ∈ R5 waarvoor x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0 en





3x1 − 7x2 + 4x3 = 6
2x1 + 5x2 − x3 + x4 = 9
4x1 − 6x2 + 3x3 + x5 = 16




3 −7 4 0 0
2 5 −1 1 0
4 −6 3 0 1







x1

x2

x3

x4

x5


 =




6
9
16




Ieder punt (x1, x2, x3)
T in VA correspondeert met precies

een punt (x1, x2, x3, x4, x5)
T in VC

(gegeven x1, x2, x3, liggen x4 en x5 vast).

In het bijzonder:

Stelling. Ieder hoekpunt van VA correspondeert met pre-

cies een hoekpunt van VC.



A) VA is de collectie x ∈ R3 waarvoor





3x1 − 7x2 + 4x3 = 6
2x1 + 5x2 − x3 ≤ 9
4x1 − 6x2 + 3x3 ≤ 16
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0




3 −7 4
2 5 −1
4 −6 3
−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1







x1

x2

x3




=
≤
≤
≤
≤
≤




6
9
16
0
0
0




C) VC = VB is de collectie x ∈ R5 waarvoor x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0 en





3x1 − 7x2 + 4x3 = 6
2x1 + 5x2 − x3 + x4 = 9
4x1 − 6x2 + 3x3 + x5 = 16




3 −7 4 0 0
2 5 −1 1 0
4 −6 3 0 1







x1

x2

x3

x4

x5


 =




6
9
16




VA is de projectie van VC op de (x1, x2, x3)-coördinaten:

VA = {(x1, x2, x3)
T | (x1, x2, x3, x4, x5)

T ∈ VC}



A) VA is de collectie x ∈ R3 waarvoor





3x1 − 7x2 + 4x3 = 6
2x1 + 5x2 − x3 ≤ 9
4x1 − 6x2 + 3x3 ≤ 16
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0




3 −7 4
2 5 −1
4 −6 3
−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1







x1

x2

x3




=
≤
≤
≤
≤
≤




6
9
16
0
0
0




C) VC = VB is de collectie x ∈ R5 waarvoor x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0 en





3x1 − 7x2 + 4x3 = 6
2x1 + 5x2 − x3 + x4 = 9
4x1 − 6x2 + 3x3 + x5 = 16




3 −7 4 0 0
2 5 −1 1 0
4 −6 3 0 1







x1

x2

x3

x4

x5


 =




6
9
16




VA is de projectie van VC op de (x1, x2, x3)-coördinaten:

VA = {(x1, x2, x3)
T | (x1, x2, x3, x4, x5)

T ∈ VC}

Voor bijvoorbeeld c = (−1,4,1)T is

maximalizeer cTx voor x ∈ VA

equivalent met

maximalizeer cT
Cx voor x in VC en cC ≡ (−1,4,1,0,0)T.



Wat als er geen positiviteitsrestrictie zit op bv x1?



Wat als er geen positiviteitsrestrictie zit op bv x1?

Elimineer x1: komen we op terug



Program

• Optimaliseren

• Lineaire programmering

• Voorbeelden

• Polytopen

• Intermezzo: rang

• Intermezzo: notatie

• Hoekpunten

• Intermezzo: vegen

• Standaard vorm

• Simplex methode

• Positiviteitsristricties

• Het eerste hoekpunt



Lineair programmering. Los op

max cTx

zodat Ax ≤ b.

Lineair programmering in standaardvorm. Los op

max cTx

zodat Ax = b en x ≥ 0.

Breng op standaard vorm door

1) slack variabelen in te voeren:

Beperking wordt: Ax = b met xj ≥ 0 alle j ∈ J,

waarbij J ⊂ {1, . . . , n} en xj ∈ R voor j 6∈ J

2) en de xj te elimineren waarvoor j 6∈ J

Opmerking. Voor een algemeen LP mogen ongelijkhe-

den in Ax ≤ b ook gelijkheden zijn. In de standaardvorm

betreft x ≥ 0 alle coördinaten van x.



Lineair programmering. Los op

max cTx

zodat Ax ≤ b.

Lineair programmering in standaardvorm. Los op

max cTx

zodat Ax = b en x ≥ 0.

Breng op standaard vorm door

1) slack variabelen in te voeren:

Beperking wordt: Ax = b met xj ≥ 0 alle j ∈ J,

waarbij J ⊂ {1, . . . , n} en xj ∈ R voor j 6∈ J

2) en de xj te elimineren waarvoor j 6∈ J

Opmerking. De matrix A = Astand in standaardvorm is
geconstrueerd uit de matrix A = Alp voor het algemene
LP-probleem. De matrices zijn echter niet hetzelfde:

Alp is smal en hoog (m× k met, gewoonlijk, m > k),
Astand is breed en laag (`×n met, gewoonlijk, ` < n, m = n = k+`).



Lineair programmering. Los op

max cTx

zodat Ax ≤ b.

Lineair programmering in standaardvorm. Los op

max cTx

zodat Ax = b en x ≥ 0.

Breng op standaard vorm door

1) slack variabelen in te voeren:

Beperking wordt: Ax = b met xj ≥ 0 alle j ∈ J,

waarbij J ⊂ {1, . . . , n} en xj ∈ R voor j 6∈ J

2) en de xj te elimineren waarvoor j 6∈ J

Naar standaardvorm:
• Slacks voor zorgeloos vegen
• Elimineer mogelijk niet positieve elementen



Lineair programmering. Los op

max cTx

zodat Ax ≤ b.

Stelling. Als 1) V een hoekpunt heeft en
2) het maximum wordt aangenomen op V

dan wordt het maximum aangenomen in een hoekpunt.

Oplosmethode.

• Vind een hoekpunt van V
• Herhaal

◦ Vind vanuit dat hoekpunt een richting langs de
rand van V waar langs de doelfunctie groter wordt.
Stop als er niet zo’n richting is.

◦ Loop vanuit dat hoekpunt in die richting
tot een volgend hoekpunt van V

Stelling. Het hoekpunt waarin gestopt wordt is ’n
maximalizerende x (’n x die het lp-probleem oplost).



Lineair programmering. Los op

max cTx

zodat Ax ≤ b.

Stelling. Als 1) V een hoekpunt heeft en
2) het maximum wordt aangenomen op V

dan wordt het maximum aangenomen in een hoekpunt.

Oplosmethode.

Voor het vinden van

“hoekpunten van V en
richtingen langs de rand van V”

moeten stelsels (met Alp(I, :) of met Astand(:, J)) opgelost

worden. Dit gaat middels vegen. Daarom is het handig om

het lineair programmeringsprobleem eerst op standaard-

vorm te brengen.



Lineair programmering in standaardvorm. Los op

max cTx

zodat Ax = b en x ≥ 0.

Hier is A een `× n matrix van rang `, ` < n

b ∈ R`, c ∈ Rn

en wordt x ∈ Rn gezocht.

Schrijf V ≡ {x ∈ Rn | Ax = b en x ≥ 0}.
Stelling. Als 1) V ≡ {x ∈ Rn | Ax = b en x ≥ 0} 6= ∅ en

2) maximum cTx wordt aangenomen op V
dan wordt het max. aangenomen in een hoekpunt van V.



Lineair programmering in standaardvorm. Los op

max cTx

zodat Ax = b en x ≥ 0.

Stelling. Als 1) V ≡ {x ∈ Rn | Ax = b en x ≥ 0} 6= ∅ en
2) maximum cTx wordt aangenomen op V

dan wordt het max. aangenomen in een hoekpunt van V.

Simplex methode.
• Breng het lp-probleem op standaardvorm.
• Vind een hoekpunt van V.
• Herhaal
◦ Vind vanuit dat hoekpunt een richting langs de

rand van V waarin de doelfunctie groter wordt.
Stop als er niet zo’n richting is.

◦ Loop vanuit dat hoekpunt in die richting
tot een volgend hoekpunt van V

Stelling. Het hoekpunt waarin gestopt wordt is ’n
maximalizerende x (x lost het lp-probleem in standaard-

vorm op).



Lineair programmering in standaardvorm. Los op

max cTx

zodat Ax = b en x ≥ 0.

Stelling. Als 1) V ≡ {x ∈ Rn | Ax = b en x ≥ 0} 6= ∅ en
2) maximum cTx wordt aangenomen op V

dan wordt het max. aangenomen in een hoekpunt van V.

Hoe vind je een hoekpunt in V?



A is `× n, ` < n, b ∈ R`, V = {x ∈ Rn | Ax = b en x ≥ 0}.
Terminologie. p ∈ Rn is een basispunt voor V als

er een rij J is van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
waarvoor • A(:, J) inverteerbaar is,

• A(:, J)p(J) = b,
• p(j) = 0 voor iedere j 6∈ J.

J wordt een basis genoemd.

Stelling. p is een hoekpunt van V
⇔ p ≥ 0 & p is een basispunt voor V.



A is `× n, ` < n, b ∈ R`, V = {x ∈ Rn | Ax = b en x ≥ 0}.
Terminologie. p ∈ Rn is een basispunt voor V als

er een rij J is van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
waarvoor • A(:, J) inverteerbaar is,

• A(:, J)p(J) = b,
• p(j) = 0 voor iedere j 6∈ J.

J wordt een basis genoemd.

Stelling. p is een hoekpunt van V
⇔ p ≥ 0 & p is een basispunt voor V.

Als het ‘veeg’ proces voor de vergelijking

A(:, J)p(J) = b

uitvoerbaar is dan is A(:, J) inverteerbaar.
Dit is efficiënt en levert gelijk een basispunt p.

Met volledig vegen en J geschikt nummeren is

A(:, J) = I` en is p(J) = b en p(j) = 0 als j 6∈ J



A is `× n, ` < n, b ∈ R`, V = {x ∈ Rn | Ax = b en x ≥ 0}.
Terminologie. p ∈ Rn is een basispunt voor V als

er een rij J is van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
waarvoor • A(:, J) inverteerbaar is,

• A(:, J)p(J) = b,
• p(j) = 0 voor iedere j 6∈ J.

Stelling. p is een hoekpunt van V
⇔ p ≥ 0 & p is een basispunt voor V.

Voorbeeld. V bestaat uit x = (x1, x2, x3, x4, x5, x6)T ∈ R6 waarvoor




x1 − 7x2 + 4x3 + x4 = 6
2x1 + 5x2 − x3 + x5 = 9
4x1 − 6x2 + 3x3 + x6 = 16
x1, x2, x3, x4, x5, x6 ≥ 0

Dan is ` = 3, n = 6, V = {x ∈ R6 | Ax = b, x ≥ 0},

waarbij A =




1 −7 4 1 0 0
2 5 −1 0 1 0
4 −6 3 0 0 1


 en b =
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A is `× n, ` < n, b ∈ R`, V = {x ∈ Rn | Ax = b en x ≥ 0}.
Terminologie. p ∈ Rn is een basispunt voor V als

er een rij J is van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
waarvoor • A(:, J) inverteerbaar is,

• A(:, J)p(J) = b,
• p(j) = 0 voor iedere j 6∈ J.

Stelling. p is een hoekpunt van V
⇔ p ≥ 0 & p is een basispunt voor V.

Voorbeeld. ` = 3, n = 6, V = {x ∈ R6 | Ax = b, x ≥ 0},

waarbij A =




1 −7 4 1 0 0
2 5 −1 0 1 0
4 −6 3 0 0 1


 en b =
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A is `× n, ` < n, b ∈ R`, V = {x ∈ Rn | Ax = b en x ≥ 0}.
Terminologie. p ∈ Rn is een basispunt voor V als

er een rij J is van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
waarvoor • A(:, J) inverteerbaar is,

• A(:, J)p(J) = b,
• p(j) = 0 voor iedere j 6∈ J.

Stelling. p is een hoekpunt van V
⇔ p ≥ 0 & p is een basispunt voor V.

Voorbeeld. ` = 3, n = 6, V = {x ∈ R6 | Ax = b, x ≥ 0},

waarbij A =




1 −7 4 1 0 0
2 5 −1 0 1 0
4 −6 3 0 0 1


 en b =
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.

A(:, [4,5,6]) = I3 is inverteerbaar,

p = (0,0,0,6,9,16)T is een hoekpunt.



A is `× n, ` < n, b ∈ R`, V = {x ∈ Rn | Ax = b en x ≥ 0}.
Terminologie. p ∈ Rn is een basispunt voor V als

er een rij J is van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
waarvoor • A(:, J) inverteerbaar is,

• A(:, J)p(J) = b,
• p(j) = 0 voor iedere j 6∈ J.

Stelling. p is een hoekpunt van V
⇔ p ≥ 0 & p is een basispunt voor V.

Voorbeeld. ` = 3, n = 6, V = {x ∈ R6 | Ax = b, x ≥ 0},

waarbij A =




1 −7 4 1 0 0
2 5 −1 0 1 0
4 −6 3 0 0 1


 en b =




6
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.

A(:, [2,3,4]) is inverteerbaar,

p = (0,43/9,134/9,−181/9,0,0)T is een basispunt, geen hoekpunt.



A is `× n, ` < n, b ∈ R`, V = {x ∈ Rn | Ax = b en x ≥ 0}.
Terminologie. p ∈ Rn is een basispunt voor V als

er een rij J is van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
waarvoor • A(:, J) inverteerbaar is,

• A(:, J)p(J) = b,
• p(j) = 0 voor iedere j 6∈ J.

Stelling. p is een hoekpunt van V
⇔ p ≥ 0 & p is een basispunt voor V.

Opmerking. Als p een basispunt is voor V dan is
Ap = A(:, J)p(J) = b en dus is p ∈ V als ook nog p ≥ 0.

Opmerking. Als J uit minder dan ` verschillende getallen

bestaat en • A(:, J) heeft volle rang,
• A(:, J)p(J) = b,
• p(j) = 0 voor iedere j 6∈ J,

en A heeft rang ` (volle rang), dan kan J worden aangevuld

tot een basis.



A is `× n, ` < n, b ∈ R`, V = {x ∈ Rn | Ax = b en x ≥ 0}.
Terminologie. p ∈ Rn is een basispunt voor V als

er een rij J is van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
waarvoor • A(:, J) inverteerbaar is,

• A(:, J)p(J) = b,
• p(j) = 0 voor iedere j 6∈ J.

Stelling. p is een hoekpunt van V
⇔ p ≥ 0 & p is een basispunt voor V.

Bewijs. p ∈ V. Zij Jp een nummering van {j | p(j) > 0}.
Stel ∃r ∈ Rn zodat A(:, Jp)r(Jp) = 0 en r(j) = 0 (j 6∈ Jp).

Omdat p(j) > 0 voor alle j ∈ Jp is er een ε > 0
zodat p(j)± εr(j) > 0 voor alle j ∈ Jp.
Omdat A(p±εr) = A(:, Jp)(p(Jp)±εr(Jp)) = b is p±εr ∈ V.
Verder is p = 1

2((p + εr) + (p− εr)). Dus,

p geen hoekpunt ⇔ ∃r 6= 0 met A(:, Jp)r(Jp) = 0

⇔ A(:, Jp) heeft geen volle rang.



A is `× n, ` < n, b ∈ R`, V = {x ∈ Rn | Ax = b en x ≥ 0}.
Terminologie. p ∈ Rn is een basispunt voor V als

er een rij J is van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
waarvoor • A(:, J) inverteerbaar is,

• A(:, J)p(J) = b,
• p(j) = 0 voor iedere j 6∈ J.

Stelling. p is een hoekpunt van V
⇔ p ≥ 0 & p is een basispunt voor V.

Stelling. V 6= ∅ ⇒ V heeft minstens een hoekpunt.

Opmerking. Het algoritme dat we zullen geven om een

maximaliserende vector uit te rekenen bewijst tevens deze

stelling en de volgende. Een korter (maar niet constructief

bewijs) staat op de volgende twee transparanten.



A is `× n, ` < n, b ∈ R`, V = {x ∈ Rn | Ax = b en x ≥ 0}.
Terminologie. p ∈ Rn is een basispunt voor V als

er een rij J is van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
waarvoor • A(:, J) inverteerbaar is,

• A(:, J)p(J) = b,
• p(j) = 0 voor iedere j 6∈ J.

Stelling. p is een hoekpunt van V
⇔ p ≥ 0 & p is een basispunt voor V.

Stelling. V 6= ∅ ⇒ V heeft minstens een hoekpunt.

Bewijs. Zij p ∈ V met Jp ≡ {j | p(j) 6= 0} minimaal.
Stel p is geen hoekpunt.
Dan is er er een r ∈ Rn met A(p + εr) = b voor alle ε klein

en r(j) = 0 als p(j) = 0.

Met ε0 = −max{p(j)/|r(j)| | j 6∈ Jp} zijn beide vectoren

p + ε0r en p − ε0r in V, maar een van de vectoren heeft

een coördinaat j ∈ Jp gelijk aan 0. Blijkbaar was Jp niet

minimaal. Dus p is een hoekpunt.



A is `× n, ` < n, b ∈ R`, V = {x ∈ Rn | Ax = b en x ≥ 0}.
Terminologie. p ∈ Rn is een basispunt voor V als

er een rij J is van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
waarvoor • A(:, J) inverteerbaar is,

• A(:, J)p(J) = b,
• p(j) = 0 voor iedere j 6∈ J.

Stelling. V 6= ∅ ⇒ V heeft minstens een hoekpunt.

Stelling. Als 1) V ≡ {x ∈ Rn | Ax = b en x ≥ 0} 6= ∅ en
2) maximum cTx wordt aangenomen op V

dan wordt het max. aangenomen in een hoekpunt van V.

Bewijs. Stel xmax ∈ V en M ≡ cTxmax ≥ cTx alle x ∈ V.
Beschouw Vmax ≡ {x | cTx = M, Ax = b, x ≥ 0}.
Omdat xmax ∈ Vmax is Vmax 6= ∅.
Dus Vmax heeft een hoek. Dit is ook een hoek van V.



A is `× n, ` < n, b ∈ R`, V = {x ∈ Rn | Ax = b en x ≥ 0}.
Met c ∈ Rn en M ≡ max{cTx | x ∈ V}, zij

Vmax ≡
{
x ∈ V | cTx = M

}
=

{
x ≥ 0 |

[
A
cT

]
x =

[
b
M

]}
.

Vmax is de verzameling van de maximaliserende vectoren,

dat wil zeggen de oplossingen van het lineair programme-

ringsprobleem (in standaard vorm). Het algoritme van de

simplex methode dat we zullen bespreken berekent in feite

een hoekpunt van Vmax als M <∞. De methode detecteerd

ook M =∞.



Voor het schrijfgemak noteren we in onze voorbeelden het

probleem

[
A
cT

]
x =

[
b
M

]
, x ≥ 0 als volgt.

Notatie aan de hand van een voorbeeld.

Voorbeeld. Maximaliseer 5x1 + 4x2 + 26x3

met x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0 zodat 2x1 + 3x2 + 10x + 3 ≤ 5
4x1 + x2 + 2x + 3 ≤ 11
3x1 + 4x2 + 16x + 3 ≤ 8

Of, na invoeren van slack variabelen, equivalent hiermee,

maximaliseer cTx
met x zodat x = (x1, . . . , x6)T ≥ 0, Ax = b. Hierbij is

A =




2 3 10 1 0 0
4 1 2 0 1 0
3 4 16 0 0 1


 , b =




5
11
8


 , cT = (5,4,26,0,0,0)

Notatie. 2 3 10 1 0 0 5
4 1 2 0 1 0 11
3 4 16 0 0 1 8
5 4 26 0 0 0 M

x ≥ 0,



Voor het schrijfgemak noteren we in onze voorbeelden het

probleem

[
A
cT

]
x =

[
b
M

]
, x ≥ 0 als volgt.

Notatie aan de hand van een voorbeeld.

Voorbeeld. Maximaliseer 5x1 + 4x2 + 26x3

met x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0 zodat 2x1 + 3x2 + 10x + 3 ≤ 5
4x1 + x2 + 2x + 3 ≤ 11
3x1 + 4x2 + 16x + 3 ≤ 8

Notatie. 2 3 10 1 0 0 5
4 1 2 0 1 0 11
3 4 16 0 0 1 8
5 4 26 0 0 0 M

x ≥ 0,

Opmerking. cT staat onder de streep, (bT, M)T staat rechts. We
behandelen in het veegproces het (onbekende) getal M als een con-
creet getal. x komt niet expliciet voor in deze beschrijving behalve
om aan te geven welke coördinaten van x positief moeten zijn (in ons
voorbeeld zijn ze dat allemaal). In het veegproces kiezen we onze pi-
vots uitsluitend in het linker bovenblok, maar (bT, M)T en cT doen
wel mee in het veegproces.



A is `× n, ` < n, b ∈ R`, V = {x ∈ Rn | Ax = b en x ≥ 0}.
Met c ∈ Rn en M ≡ max{cTx | x ∈ V}, zij

Vmax ≡
{
x ∈ V | cTx = M

}
=

{
x ≥ 0 |

[
A
cT

]
x =

[
b
M

]}
.

Door te vegen veranderen A, b, c en M maar

Stelling. Door te vegen veranderen V en Vmax niet.

Bewijs. V: merk op dat met ν, α ∈ R, ν 6= 0 geldt
{

aT
1x = β1

aT
2x = β2

⇔




1
νa

T
1x = 1

νβ1

(a2 − αa1)
Tx = β2 − αβ1

(x ∈ Rn).

Als (i0, j0) de pivot is in een veegstap dan is bovenstaande

van toepassing met aT
1 = A(i0, :) en aT

2 ’n andere rij van A.

Vmax: behandel (de onbekende) M als een getal en pas het

resultaat toe met

[
A
cT

]
en

[
b
M

]
in plaats van A, resp. b.



A is `× n, ` < n, b ∈ R`, V = {x ∈ Rn | Ax = b en x ≥ 0}.
Met c ∈ Rn en M ≡ max{cTx | x ∈ V}, zij

Vmax ≡
{
x ∈ V | cTx = M

}
=

{
x ≥ 0 |

[
A
cT

]
x =

[
b
M

]}
.

Door te vegen veranderen A, b, c en M maar

Stelling. Door te vegen veranderen V en Vmax niet.

Discussie. We interpreteren de betekenis van vegen voor

de doelfunctie cTx.

Stel x is zo dat aTx = β. Dan geldt voor α ∈ R dat

(c− αa)Tx = cTx− αβ.

Herhaalt toepassen leidt tot de volgende conclusie:



A is `× n, ` < n, b ∈ R`, V = {x ∈ Rn | Ax = b en x ≥ 0}.
Met c ∈ Rn en M ≡ max{cTx | x ∈ V}, zij

Vmax ≡
{
x ∈ V | cTx = M

}
=

{
x ≥ 0 |

[
A
cT

]
x =

[
b
M

]}
.

Door te vegen veranderen A, b, c en M maar

Stelling. Door te vegen veranderen V en Vmax niet.

Discussie. Als c+ verkregen is uit c door te vegen met

rijen van A (en ‘geveegde’ versies van A) en M − µ is

verkregen uit M door corresponderend te vegen met b (en

corresponderende ‘geveegde’ versies van b), dan geldt

cT
+x = cTx− µ voor alle x ∈ V.

µ ∈ R hangt niet af van x (zolang we kijken naar x ∈ V). Dit

toont ook aan dat de vector waarin het maximum wordt

aangenomen (dus Vmax) niet verandert. Het maximum zakt

met de factor µ.



A is `× n, ` < n, b ∈ R`, V = {x ∈ Rn | Ax = b en x ≥ 0}.
Met c ∈ Rn en M ≡ max{cTx | x ∈ V}, zij

Vmax ≡
{
x ∈ V | cTx = M

}
=

{
x ≥ 0 |

[
A
cT

]
x =

[
b
M

]}
.

Door te vegen veranderen A, b, c en M maar

Stelling. Door te vegen veranderen V en Vmax niet.

Discussie. Als c+ verkregen is uit c door te vegen dan

cT
+x = cTx− µ voor alle x ∈ V.

De simplex methode werkt toe naar een c+ waarvan alle

coordinaten ≤ 0 zijn en een h ∈ V zodat cT
+h = 0. Omdat

x ≥ 0 voor iedere x ∈ V volgt hier uit dat cT
+x ≤ 0 en dus

h = argmax{cT
+x | x ∈ V} en M = µ.

De methode verkleint telkens M − µ tot M − µ = 0.



Program

• Optimaliseren

• Lineaire programmering

• Voorbeelden

• Polytopen

• Intermezzo: rang

• Intermezzo: notatie

• Hoekpunten

• Intermezzo: vegen

• Standaard vorm

• Simplex methode

• Positiviteitsristricties

• Het eerste hoekpunt



Lineair programmering in standaardvorm. Los op

max cTx

zodat Ax = b en x ≥ 0.

Stelling. Als 1) V ≡ {x ∈ Rn | Ax = b en x ≥ 0} 6= ∅ en
2) maximum cTx wordt aangenomen op V

dan wordt het max. aangenomen in een hoekpunt van V.

Simplex methode.
• Breng het lp-probleem op standaardvorm.
• Vind een hoekpunt van V.
• Herhaal
◦ Vind vanuit dat hoekpunt een richting langs de

rand van V waarin de doelfunctie groter wordt.
Stop als er niet zo’n richting is.

◦ Loop vanuit dat hoekpunt in die richting
tot een volgend hoekpunt van V

Stelling. Het hoekpunt waarin gestopt wordt is ’n
maximalizerende x (x lost het lp-probleem in standaard-

vorm op).



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

Stel we hebben een basis J met bijbehorend basispunt p:

• A(:, J) inverteerbaar
• A(:, J)p(J) = b
• p(j) = 0 als j 6∈ J

We vegen (A, b en c) zodat na vegen A(:, J) = I`.

Dan is p(J) = b. Dus

p is een hoekpunt van V ⇔ b ≥ 0.

We veronderstellen dat p een hoekpunt h is en we beschrij-

ven op de volgende transparanten hoe we een geschikte

ribbe kunnen vinden waarlangs de doelfunctie groeit.

Later zullen we zien dat vanuit ieder basispunt een hoek-

punt gevonden kan worden als V 6= ∅



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Vb. • • ◦ •
0 ∗ ∗ 0 γ1 ∗ 1 ∗ β1
1 ∗ ∗ 0 γ2 ∗ 0 ∗ β2
0 ∗ ∗ 1 γ3 ∗ 0 ∗ β3
0 − + 0 + + 0 + M − µ

J = [7,1,4]
n = 8, ` = 3
j0 = 5, i0 = 2
J1 = [7,5,4]

h ∈ Rn zodat h(j) = 0 als j 6∈ J en Ah = b.

Bewering. h is een hoekpunt van V, cTh = 0.

Bewijs. Ah = A(:, J)h(J) = I` h(J) = b ≥ 0.

In het voorbeeld: h = (β2,0,0, β3,0,0, β1,0)T.

h aflezen uit de tabel die het probleem weergeeft is gemakkelijk:
Zet hT (denkbeeldig) onder cT.
Zit j niet in J dan h(j) = 0
anders loop in kolom j naar boven tot de rij met de 1,

als dat rij i is, dan is h(j) = βi (de β rechts in deze rij).

In het voorbeeld staat de 1 in kolom 4 in de 3-de rij en is h(4) = β3.



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Vb. • • ◦ •
0 ∗ ∗ 0 γ1 ∗ 1 ∗ β1
1 ∗ ∗ 0 γ2 ∗ 0 ∗ β2
0 ∗ ∗ 1 γ3 ∗ 0 ∗ β3
0 − + 0 + + 0 + M − µ

J = [7,1,4]
n = 8, ` = 3
j0 = 5, i0 = 2
J1 = [7,5,4]

h ∈ Rn zodat h(j) = 0 als j 6∈ J en Ah = b: h(J) = b.

Bewering. c ≤ 0 ⇒ cTx ≤ cTh alle x ∈ V en M = µ.



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Vb. • • ◦ •
0 ∗ ∗ 0 γ1 ∗ 1 ∗ β1
1 ∗ ∗ 0 γ2 ∗ 0 ∗ β2
0 ∗ ∗ 1 γ3 ∗ 0 ∗ β3
0 − + 0 + + 0 + M − µ

J = [7,1,4]
n = 8, ` = 3
j0 = 5, i0 = 2
J1 = [7,5,4]

h ∈ Rn zodat h(j) = 0 als j 6∈ J en Ah = b: h(J) = b.

Bewering. c ≤ 0 ⇒ cTx ≤ cTh alle x ∈ V en M = µ.

Bewijs. Als x ∈ V dan x ≥ 0. I.h.b. x(j) ≥ 0 als j 6∈ J.

Hieruit volgt cTx ≤ 0 = cTh.



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Vb. • • ◦ •
0 ∗ ∗ 0 γ1 ∗ 1 ∗ β1
1 ∗ ∗ 0 γ2 ∗ 0 ∗ β2
0 ∗ ∗ 1 γ3 ∗ 0 ∗ β3
0 − + 0 + + 0 + M − µ

J = [7,1,4]
n = 8, ` = 3
j0 = 5, i0 = 2
J1 = [7,5,4]

h ∈ Rn zodat h(j) = 0 als j 6∈ J en Ah = b: h(J) = b.

Bewering. c ≤ 0 ⇒ cTx ≤ cTh alle x ∈ V en M = µ.

Bewijs. Als x ∈ V dan x ≥ 0. I.h.b. x(j) ≥ 0 als j 6∈ J.

Hieruit volgt cTx ≤ 0 = cTh.

Conclusie. c ≤ 0 ⇒
het maximum wordt aangenomen in het hoekpunt h.



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Vb. • • ◦ •
0 ∗ ∗ 0 γ1 ∗ 1 ∗ β1
1 ∗ ∗ 0 γ2 ∗ 0 ∗ β2
0 ∗ ∗ 1 γ3 ∗ 0 ∗ β3
0 − + 0 + + 0 + M − µ

J = [7,1,4]
n = 8, ` = 3
j0 = 5, i0 = 2
J1 = [7,5,4]

h ∈ Rn zodat h(j) = 0 als j 6∈ J en Ah = b: h(J) = b.

Zij j0 6∈ J en

r ∈ Rn zo dat r(j0) = 1, r(j) = 0 als j 6∈ J ∪ {j0}.
Bewering. α ∈ R, α 6= 0.

h + αr ∈ V ⇒ α > 0 en r(J) = −A(:, j0).

Bewijs. Stel h + αr ∈ V. Dan h + αr ≥ 0.
I.h.b. (h + αr)(j0) = h(j0) + αr(j0) = α ≥ 0.
Verder A(h + αr) = Ah + αAr = b.
Dus 0 = Ar = A(:, J)r(J) + A(:, j0) = r(J) + A(:, j0).



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Vb. • • ◦ •
0 ∗ ∗ 0 γ1 ∗ 1 ∗ β1
1 ∗ ∗ 0 γ2 ∗ 0 ∗ β2
0 ∗ ∗ 1 γ3 ∗ 0 ∗ β3
0 − + 0 + + 0 + M − µ

J = [7,1,4]
n = 8, ` = 3
j0 = 5, i0 = 2
J1 = [7,5,4]

h ∈ Rn zodat h(j) = 0 als j 6∈ J en Ah = b: h(J) = b.

Zij j0 6∈ J en

r ∈ Rn zo dat r(j0) = 1, r(j) = 0 als j 6∈ J ∪ {j0}.
Bewering. α ∈ R, α 6= 0.

h + αr ∈ V ⇔ α > 0 en b− αA(:, j0) ≥ 0.

Bewering. Zij α ∈ R, α 6= 0 zodat h + αr ∈ V.
cT(h + αr) > cTh ⇔ c(j0) > 0.

Bewijs. cT(h + αr) = c(j0)α > 0 = cTh ⇔ c(j0) > 0.



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Vb. • • ◦ •
0 ∗ ∗ 0 γ1 ∗ 1 ∗ β1
1 ∗ ∗ 0 γ2 ∗ 0 ∗ β2
0 ∗ ∗ 1 γ3 ∗ 0 ∗ β3
0 − + 0 + + 0 + M − µ

J = [7,1,4]
n = 8, ` = 3
j0 = 5, i0 = 2
J1 = [7,5,4]

h ∈ Rn zodat h(j) = 0 als j 6∈ J en Ah = b: h(J) = b.

Kies j0 6∈ J zo dat c(j0) > 0 als c 6≤ 0.



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Vb. • • ◦ •
0 ∗ ∗ 0 γ1 ∗ 1 ∗ β1
1 ∗ ∗ 0 γ2 ∗ 0 ∗ β2
0 ∗ ∗ 1 γ3 ∗ 0 ∗ β3
0 − + 0 + + 0 + M − µ

J = [7,1,4]
n = 8, ` = 3
j0 = 5, i0 = 2
J1 = [7,5,4]

h ∈ Rn zodat h(j) = 0 als j 6∈ J en Ah = b: h(J) = b.

Kies j0 6∈ J zo dat c(j0) > 0 als c 6≤ 0.

Stel j0 = 5 in voorbeeld.



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Vb. • • ◦ •
0 ∗ ∗ 0 γ1 ∗ 1 ∗ β1
1 ∗ ∗ 0 γ2 ∗ 0 ∗ β2
0 ∗ ∗ 1 γ3 ∗ 0 ∗ β3
0 − + 0 + + 0 + M − µ

J = [7,1,4]
n = 8, ` = 3
j0 = 5, i0 = 2
J1 = [7,5,4]

h ∈ Rn zodat h(j) = 0 als j 6∈ J en Ah = b: h(J) = b.

Kies j0 6∈ J zo dat c(j0) > 0 als c 6≤ 0.

r ∈ Rn zo dat r(j0) = 1, r(j) = 0 als j 6∈ J ∪ {j0}
en h + αr ∈ V voor zekere α > 0: r(J) = −A(:, j0).

Opmerking. h en r hoeven niet expliciet berekend te

worden (ze zijn al impliciet bekend via b, J, A en j0).



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Vb. • • ◦ •
0 ∗ ∗ 0 γ1 ∗ 1 ∗ β1
1 ∗ ∗ 0 γ2 ∗ 0 ∗ β2
0 ∗ ∗ 1 γ3 ∗ 0 ∗ β3
0 − + 0 + + 0 + M − µ

J = [7,1,4]
n = 8, ` = 3
j0 = 5, i0 = 2
J1 = [7,5,4]

h ∈ Rn zodat h(j) = 0 als j 6∈ J en Ah = b: h(J) = b.

Kies j0 6∈ J zo dat c(j0) > 0 als c 6≤ 0.

r ∈ Rn zo dat r(j0) = 1, r(j) = 0 als j 6∈ J ∪ {j0}
en h + αr ∈ V voor zekere α > 0: r(J) = −A(:, j0).

In vb. h = (β2, 0,0, β3, 0,0, β1, 0)T

r = (−γ2, 0,0,−γ3, 1,0,−γ1, 0)T

h + αr = (β2 − αγ2,0,0, β3 − αγ3, α,0, β1 − αγ1,0)T

Kies α0 = α > 0 maximaal zo dat h + αr ≥ 0.
Voldoende als h(J) + αr(J) = b− αA(:, j0) ≥ 0.



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Vb. • • ◦ •
0 ∗ ∗ 0 γ1 ∗ 1 ∗ β1
1 ∗ ∗ 0 γ2 ∗ 0 ∗ β2
0 ∗ ∗ 1 γ3 ∗ 0 ∗ β3
0 − + 0 + + 0 + M − µ

J = [7,1,4]
n = 8, ` = 3
j0 = 5, i0 = 2
J1 = [7,5,4]

h ∈ Rn zodat h(j) = 0 als j 6∈ J en Ah = b: h(J) = b.

Kies j0 6∈ J zo dat c(j0) > 0 als c 6≤ 0.

r ∈ Rn zo dat r(j0) = 1, r(j) = 0 als j 6∈ J ∪ {j0}
en h + αr ∈ V voor zekere α > 0: r(J) = −A(:, j0).

Bewering. A(:, j0) ≤ 0 ⇒ M =∞.

Bewijs. Als A(i, j0) ≤ 0 dan b(i)−αA(i, j0) ≥ 0 alle α ≥ 0.

Dus h + αr ∈ V alle α ≥ 0 als A(i, j0) ≤ 0 voor iedere i.

Omdat cT(h + αr) = αc(j0) is M =∞.



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Vb. • • ◦ •
0 ∗ ∗ 0 γ1 ∗ 1 ∗ β1
1 ∗ ∗ 0 γ2 ∗ 0 ∗ β2
0 ∗ ∗ 1 γ3 ∗ 0 ∗ β3
0 − + 0 + + 0 + M − µ

J = [7,1,4]
n = 8, ` = 3
j0 = 5, i0 = 2
J1 = [7,5,4]

h ∈ Rn zodat h(j) = 0 als j 6∈ J en Ah = b: h(J) = b.

Kies j0 6∈ J zo dat c(j0) > 0 als c 6≤ 0.

r ∈ Rn zo dat r(j0) = 1, r(j) = 0 als j 6∈ J ∪ {j0}
en h + αr ∈ V voor zekere α > 0: r(J) = −A(:, j0).

Zij i0 ≡ argmini{b(i)/A(i, j0) | A(i, j0) > 0} als A(:, j0) 6≤ 0



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Vb. • • ◦ •
0 ∗ ∗ 0 γ1 ∗ 1 ∗ β1
1 ∗ ∗ 0 γ2 ∗ 0 ∗ β2
0 ∗ ∗ 1 γ3 ∗ 0 ∗ β3
0 − + 0 + + 0 + M − µ

J = [7,1,4]
n = 8, ` = 3
j0 = 5, i0 = 2
J1 = [7,5,4]

h ∈ Rn zodat h(j) = 0 als j 6∈ J en Ah = b: h(J) = b.

Kies j0 6∈ J zo dat c(j0) > 0 als c 6≤ 0.

r ∈ Rn zo dat r(j0) = 1, r(j) = 0 als j 6∈ J ∪ {j0}
en h + αr ∈ V voor zekere α > 0: r(J) = −A(:, j0).

Zij i0 ≡ argmini{b(i)/A(i, j0) | A(i, j0) > 0} als A(:, j0) 6≤ 0

Stel in voorbeeld i0 = 2. Dan α0 ≡ b(i0)/A(i0, j0) = β2/γ2



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Vb. • • ◦ •
0 ∗ ∗ 0 γ1 ∗ 1 ∗ β1
1 ∗ ∗ 0 γ2 ∗ 0 ∗ β2
0 ∗ ∗ 1 γ3 ∗ 0 ∗ β3
0 − + 0 + + 0 + M − µ

J = [7,1,4]
n = 8, ` = 3
j0 = 5, i0 = 2
J1 = [7,5,4]

h ∈ Rn zodat h(j) = 0 als j 6∈ J en Ah = b: h(J) = b.

Kies j0 6∈ J zo dat c(j0) > 0 als c 6≤ 0.

r ∈ Rn zo dat r(j0) = 1, r(j) = 0 als j 6∈ J ∪ {j0}
en h + αr ∈ V voor zekere α > 0: r(J) = −A(:, j0).

Zij i0 ≡ argmini{b(i)/A(i, j0) | A(i, j0) > 0} als A(:, j0) 6≤ 0

Bewering. Met α0 ≡ b(i0)/A(i0, j0) is

• R ≡ {h + αr | α ∈ [0, α0]} ⊂ V: R is een ribbe van V.
• h1 ≡ h + α0r is een hoekpunt van V. • cTh < cTh1.



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Vb. • • ◦ •
0 ∗ ∗ 0 γ1 ∗ 1 ∗ β1
1 ∗ ∗ 0 γ2 ∗ 0 ∗ β2
0 ∗ ∗ 1 γ3 ∗ 0 ∗ β3
0 − + 0 + + 0 + M − µ

J = [7,1,4]
n = 8, ` = 3
j0 = 5, i0 = 2
J1 = [7,5,4]

h ∈ Rn zodat h(j) = 0 als j 6∈ J en Ah = b: h(J) = b.

Kies j0 6∈ J zo dat c(j0) > 0 als c 6≤ 0.

r ∈ Rn zo dat r(j0) = 1, r(j) = 0 als j 6∈ J ∪ {j0}
en h + αr ∈ V voor zekere α > 0: r(J) = −A(:, j0).

Zij i0 ≡ argmini{b(i)/A(i, j0) | A(i, j0) > 0} als A(:, j0) 6≤ 0

Stel in voorbeeld i0 = 2. Dan α0 ≡ b(i0)/A(i0, j0) = β2/γ2.

h1 ≡ h + α0r = (β2 − α0γ2 ,0,0 , β3 − α0γ2 , α0,0 , β1 − α0γ1 ,0)T

= (0 ,0,0 , β3 − α0γ2 , α0,0 , β1 − α0γ1 ,0)T

= (0 ,0,0 , β̃3 , β̃2,0 , β̃1 ,0)T



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Vb. • ◦ •
0 ∗ ∗ 0 γ1 ∗ 1 ∗ β1
1 ∗ ∗ 0 γ2 ∗ 0 ∗ β2
0 ∗ ∗ 1 γ3 ∗ 0 ∗ β3
0 − + 0 + + 0 + M − µ

J = [7,1,4]
n = 8, ` = 3
j0 = 5, i0 = 2
J1 = [7,5,4]

h ∈ Rn zodat h(j) = 0 als j 6∈ J en Ah = b: h(J) = b.

Kies j0 6∈ J zo dat c(j0) > 0 als c 6≤ 0.

r ∈ Rn zo dat r(j0) = 1, r(j) = 0 als j 6∈ J ∪ {j0}
en h + αr ∈ V voor zekere α > 0: r(J) = −A(:, j0).

Zij i0 ≡ argmini{b(i)/A(i, j0) | A(i, j0) > 0} als A(:, j0) 6≤ 0

Vervang het i0-de getal van J door j0. Levert J1

Bewering. h1 hoekpunt bij basis J1.

In voorbeeld. Vervang 2-de getal J door 5: J1 = [7,5,4]



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Vb. • ◦ •
0 ∗ ∗ 0 γ1 ∗ 1 ∗ β1
1 ∗ ∗ 0 γ2 ∗ 0 ∗ β2
0 ∗ ∗ 1 γ3 ∗ 0 ∗ β3
0 − + 0 + + 0 + M − µ

J = [7,1,4]
n = 8, ` = 3
j0 = 5, i0 = 2
J1 = [7,5,4]

h ∈ Rn zodat h(j) = 0 als j 6∈ J en Ah = b: h(J) = b.

Kies j0 6∈ J zo dat c(j0) > 0 als c 6≤ 0.

r ∈ Rn zo dat r(j0) = 1, r(j) = 0 als j 6∈ J ∪ {j0}
en h + αr ∈ V voor zekere α > 0: r(J) = −A(:, j0).

Zij i0 ≡ argmini{b(i)/A(i, j0) | A(i, j0) > 0} als A(:, j0) 6≤ 0

Vervang het i0-de getal van J door j0.

Kies (i0, j0) als pivot en veeg.



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Vb. • • •
0 ∗ ∗ 0 γ1 ∗ 1 ∗ β1
1 ∗ ∗ 0 γ2 ∗ 0 ∗ β2
0 ∗ ∗ 1 γ3 ∗ 0 ∗ β3
0 − + 0 + + 0 + M − µ

J = [7,1,4]
n = 8, ` = 3
j0 = 5, i0 = 2
J1 = [7,5,4]

Kies j0 zodat c(j0) > 0

i0 ≡ argmini{b(i)/A(i, j0) | A(i, j0) > 0}
Vervang het i0-de getal van J door j0

Veeg met (i0, j0) als pivot (veeg b, M − µ en c mee)

In vb. • • •
∗ ∗ ∗ 0 0 ∗ 1 ∗ β1 − α0γ1 = β̃1

1/γ2 ∗ ∗ 0 1 ∗ 0 ∗ β2/γ2 = α0 = β̃2

∗ ∗ ∗ 1 0 ∗ 0 ∗ β3 − α0γ3 = β̃3

∗ ∗ ∗ 0 0 ∗ 0 ∗ M − (µ + α0c(5))

pivot (2,5)



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Vb. • • •
0 ∗ ∗ 0 γ1 ∗ 1 ∗ β1
1 ∗ ∗ 0 γ2 ∗ 0 ∗ β2
0 ∗ ∗ 1 γ3 ∗ 0 ∗ β3
0 − + 0 + + 0 + M − µ

J = [7,1,4]
n = 8, ` = 3
j0 = 5, i0 = 2
J1 = [7,5,4]

Kies j0 zodat c(j0) > 0

i0 ≡ argmini{b(i)/A(i, j0) | A(i, j0) > 0}
Vervang het i0-de getal van J door j0

Veeg met (i0, j0) als pivot (veeg b, M − µ en c mee)

Bewering. Na vegen hebben we weer situatie (B)
(voor een andere J, A, b en c, maar M en de
verzameling V ≡ {x ∈ Rn | Ax = b,x ≥ 0} is ongewijzigd).

We kunnen het proces herhalen!



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Herhaal
• Als c ≤ 0 dan, succes=true, stop

anders, kies j0 zodat c(j0) > 0
• Als A(:, j0) ≤ 0 dan, succes=false, stop

anders, i0 ≡ argmini{b(i)/A(i, j0) | A(i, j0) > 0}
• Vervang het i0-de getal van J door j0
• Veeg met (i0, j0) als pivot

(veeg b, M − µ en c mee)
einde herhaal
h(J) = b, h(j) = 0 als j 6∈ J.
Als succes dan xopl = h, M = µ, anders M =∞.



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Herhaal
• Als c ≤ 0 dan, succes=true, stop

anders, kies j0 zodat c(j0) > 0
• Als A(:, j0) ≤ 0 dan, succes=false, stop

anders, i0 ≡ argmini{b(i)/A(i, j0) | A(i, j0) > 0}
• Vervang het i0-de getal van J door j0
• Veeg met (i0, j0) als pivot

(veeg b, M − µ en c mee)
einde herhaal
h(J) = b, h(j) = 0 als j 6∈ J.
Als succes dan xopl = h, M = µ, anders M =∞.

Bewering. Het proces stopt na eindig veel stappen.

Bewijs. We lopen van hoek naar hoek waarbij de doel-

functie strikt stijgt. Er zijn maar eindig veel hoeken.



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Herhaal
• Als c ≤ 0 dan, succes=true, stop

anders, kies j0 zodat c(j0) > 0
• Als A(:, j0) ≤ 0 dan, succes=false, stop

anders, i0 ≡ argmini{b(i)/A(i, j0) | A(i, j0) > 0}
• Vervang het i0-de getal van J door j0
• Veeg met (i0, j0) als pivot

(veeg b, M − µ en c mee)
einde herhaal
h(J) = b, h(j) = 0 als j 6∈ J.
Als succes dan xopl = h, M = µ, anders M =∞.

Bewering. V = {x ∈ Rn | Aoorx = boor , x ≥ 0}
= {x ∈ Rn | Ax = b, x ≥ 0}

,

waarbij Aoor de oorspronkelijke matrix is in standaardvorm

en boor de oorspronkelijke vector b.



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Herhaal
• Als c ≤ 0 dan, succes=true, stop

anders, kies j0 zodat c(j0) > 0
• Als A(:, j0) ≤ 0 dan, succes=false, stop

anders, i0 ≡ argmini{b(i)/A(i, j0) | A(i, j0) > 0}
• Vervang het i0-de getal van J door j0
• Veeg met (i0, j0) als pivot

(veeg b, M − µ en c mee)
einde herhaal
h(J) = b, h(j) = 0 als j 6∈ J.
Als succes dan xopl = h, M = µ, anders M =∞.

Bewering. Als M <∞ dan is de gevonden xopl een hoek-

punt dat het probleem oplost (xopl is een maximaliserende

vector in V: xopl = argmax{cT
oorx | x ∈ V} waarbij coor de

oorspronkelijke vector c is).



Zij A een `×n matrix van volle rang, ` < n, b ∈ R`, c ∈ Rn.

(B)

{
J rij van ` verschillende getallen uit {1,2, . . . , n}
zodat A(:, J) = I`, c(J) = 0, b ≥ 0

Herhaal
• Als c ≤ 0 dan, succes=true, stop

anders, kies j0 zodat c(j0) > 0
• Als A(:, j0) ≤ 0 dan, succes=false, stop

anders, i0 ≡ argmini{b(i)/A(i, j0) | A(i, j0) > 0}
• Vervang het i0-de getal van J door j0
• Veeg met (i0, j0) als pivot

(veeg b, M − µ en c mee)
einde herhaal
h(J) = b, h(j) = 0 als j 6∈ J.
Als succes dan xopl = h, M = µ, anders M =∞.

Stelling. Als V een hoekpunt heeft en M < ∞ dan wordt

het maximum aangenomen in een hoekpunt.

We zullen later zien dat V een hoekpunt heeft als V 6= ∅



Voorbeeld. 2 3 10 1 0 0 5
4 1 2 0 1 0 11
3 4 16 0 0 1 8
5 4 26 0 0 0 M

b ≥ 0,
J = [4,5,6].



Voorbeeld. 2 3 10 1 0 0 5
4 1 2 0 1 0 11
3 4 16 0 0 1 8
5 4 26 0 0 0 M

b ≥ 0,
J = [4,5,6].

• • •
2 3 10 1 0 0 5
4 1 2 0 1 0 11
3 4 16 0 0 1 8
5 4 26 0 0 0 M



Voorbeeld. 2 3 10 1 0 0 5
4 1 2 0 1 0 11
3 4 16 0 0 1 8
5 4 26 0 0 0 M

b ≥ 0,
J = [4,5,6].

• • •
2 3 10 1 0 0 5
4 1 2 0 1 0 11
3 4 16 0 0 1 8
5 4 26 0 0 0 M

Kies j0 = 1 (of 2 of 3).
Minimum [5/2,11/4,8/3] voor i0 = 1.
Nieuwe J = [1,5,6].
Veeg met pivot (i0, j0) = (1,1).



Voorbeeld. 2 3 10 1 0 0 5
4 1 2 0 1 0 11
3 4 16 0 0 1 8
5 4 26 0 0 0 M

b ≥ 0,
J = [4,5,6].

• • •
2 3 10 1 0 0 5
4 1 2 0 1 0 11
3 4 16 0 0 1 8
5 4 26 0 0 0 M

Kies j0 = 1 (of 2 of 3).
Minimum [5/2,11/4,8/3] voor i0 = 1.
Nieuwe J = [1,5,6].
Veeg met pivot (i0, j0) = (1,1).



Voorbeeld. 2 3 10 1 0 0 5
4 1 2 0 1 0 11
3 4 16 0 0 1 8
5 4 26 0 0 0 M

b ≥ 0,
J = [4,5,6].

• • •
2 3 10 1 0 0 5
4 1 2 0 1 0 11
3 4 16 0 0 1 8
5 4 26 0 0 0 M

Kies j0 = 1 (of 2 of 3).
Minimum [5/2,11/4,8/3] voor i0 = 1.
Nieuwe J = [1,5,6].
Veeg met pivot (i0, j0) = (1,1).

• • •
1 1.5 5 0.5 0 0 2.5
0 −5 −18 −2 1 0 1
0 −0.5 1 −1.5 0 1 0.5
0 −3.5 1 −2.5 0 0 M − 12.5



Voorbeeld. 2 3 10 1 0 0 5
4 1 2 0 1 0 11
3 4 16 0 0 1 8
5 4 26 0 0 0 M

b ≥ 0,
J = [4,5,6].

• • •
2 3 10 1 0 0 5
4 1 2 0 1 0 11
3 4 16 0 0 1 8
5 4 26 0 0 0 M

Kies j0 = 1 (of 2 of 3).
Minimum [5/2,11/4,8/3] voor i0 = 1.
Nieuwe J = [1,5,6].
Veeg met pivot (i0, j0) = (1,1).

• • •
1 1.5 5 0.5 0 0 2.5
0 −5 −18 −2 1 0 1
0 −0.5 1 −1.5 0 1 0.5
0 −3.5 1 −2.5 0 0 M − 12.5

Kies j0 = 3.
Min. [5/2.5, ∗,0.5] voor i0 = 3 (of 1).
Nieuwe J = [1,5,3].
Veeg met pivot (i0, j0) = (3,3).



Voorbeeld. 2 3 10 1 0 0 5
4 1 2 0 1 0 11
3 4 16 0 0 1 8
5 4 26 0 0 0 M

b ≥ 0,
J = [4,5,6].

• • •
2 3 10 1 0 0 5
4 1 2 0 1 0 11
3 4 16 0 0 1 8
5 4 26 0 0 0 M

Kies j0 = 1 (of 2 of 3).
Minimum [5/2,11/4,8/3] voor i0 = 1.
Nieuwe J = [1,5,6].
Veeg met pivot (i0, j0) = (1,1).

• • •
1 1.5 5 0.5 0 0 2.5
0 −5 −18 −2 1 0 1
0 −0.5 1 −1.5 0 1 0.5
0 −3.5 1 −2.5 0 0 M − 12.5

Kies j0 = 3.
Min. [5/2.5, ∗,0.5] voor i0 = 3 (of 1).
Nieuwe J = [1,5,3].
Veeg met pivot (i0, j0) = (3,3).



Voorbeeld. 2 3 10 1 0 0 5
4 1 2 0 1 0 11
3 4 16 0 0 1 8
5 4 26 0 0 0 M

b ≥ 0,
J = [4,5,6].

• • •
2 3 10 1 0 0 5
4 1 2 0 1 0 11
3 4 16 0 0 1 8
5 4 26 0 0 0 M

Kies j0 = 1 (of 2 of 3).
Minimum [5/2,11/4,8/3] voor i0 = 1.
Nieuwe J = [1,5,6].
Veeg met pivot (i0, j0) = (1,1).

• • •
1 1.5 5 0.5 0 0 2.5
0 −5 −18 −2 1 0 1
0 −0.5 1 −1.5 0 1 0.5
0 −3.5 1 −2.5 0 0 M − 12.5

Kies j0 = 3.
Min. [5/2.5, ∗,0.5] voor i0 = 3 (of 1).
Nieuwe J = [1,5,3].
Veeg met pivot (i0, j0) = (3,3).

• • •
1 4 0 8 0 −5 0
0 −14 0 −29 1 18 10
0 −0.5 1 −1.5 0 1 0.5
0 −3 0 −1 0 −1 M − 13

Geen verbetering meer mogelijk.

J = [1,5,3], M = 13,



Voorbeeld. 2 3 10 1 0 0 5
4 1 2 0 1 0 11
3 4 16 0 0 1 8
5 4 26 0 0 0 M

b ≥ 0,
J = [4,5,6].

• • •
2 3 10 1 0 0 5
4 1 2 0 1 0 11
3 4 16 0 0 1 8
5 4 26 0 0 0 M

Kies j0 = 1 (of 2 of 3).
Minimum [5/2,11/4,8/3] voor i0 = 1.
Nieuwe J = [1,5,6].
Veeg met pivot (i0, j0) = (1,1).

• • •
1 1.5 5 0.5 0 0 2.5
0 −5 −18 −2 1 0 1
0 −0.5 1 −1.5 0 1 0.5
0 −3.5 1 −2.5 0 0 M − 12.5

Kies j0 = 3.
Min. [5/2.5, ∗,0.5] voor i0 = 3 (of 1).
Nieuwe J = [1,5,3].
Veeg met pivot (i0, j0) = (3,3).

• • •
1 4 0 8 0 −5 0
0 −14 0 −29 1 18 10
0 −0.5 1 −1.5 0 1 0.5
0 −3 0 −1 0 −1 M − 13

Geen verbetering meer mogelijk.

J = [1,5,3], M = 13,

xopl(J) = h(J) = (0,10,0.5)T, xopl = (0,0,0.5,0,10,0)T.

xj ≡ xopl(j) aflezen uit de “eindtabel” is gemakkelijk:

als j 6∈ J dan is xj = 0, anders
loop in de jde-kolom naar de rij met de 1 en xj is de b(i) in die rij.



Program

• Optimaliseren

• Lineaire programmering

• Voorbeelden

• Polytopen

• Intermezzo: rang

• Intermezzo: notatie

• Hoekpunten

• Intermezzo: vegen

• Standaard vorm

• Simplex methode

• Positiviteitsristricties

• Het eerste hoekpunt



Minder dan n positiviteitsrestricties

Wat doen we als er geen positiviteitsrestrictie zit

op k van de n coördinaten xj van x?

• Hernummer de xj zodat xj ≥ 0 voor alle j = k+1, . . . , n.

• Elimineer x1, . . . , xk.



Voorbeeld.
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... | ... ... ... ...
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ M

x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0



Voorbeeld.
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... | ... ... ... ...
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ M

x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

Vereenvoudig (veeg
en schaal) kolom 1 en 2



Voorbeeld.
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... | ... ... ... ...
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ M

x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

Vereenvoudig (veeg
en schaal) kolom 1 en 2

1 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... | ... ... ... ...
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ M − ∗



Voorbeeld.
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... | ... ... ... ...
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ M

x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

Vereenvoudig (veeg
en schaal) kolom 1 en 2

1 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... | ... ... ... ...
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ M − ∗



Voorbeeld.
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... | ... ... ... ...
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ M

x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

Vereenvoudig (veeg
en schaal) kolom 1 en 2

1 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... | ... ... ... ...
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ M − ∗

Het zwarte deel is in standaard vorm
Los op met de simplexmethode.
Negeer het deel in magenta
ook in het verdere veegproces



Voorbeeld.
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... | ... ... ... ...
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ M

x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

Vereenvoudig (veeg
en schaal) kolom 1 en 2

1 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... | ... ... ... ...
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ M − ∗

Het zwarte deel is in standaard vorm
Los op met de simplexmethode.
Negeer het deel in magenta
ook in het verdere veegproces

Als x3, . . . , xn de oplossing is van het zwarte deel,

dan levert invullen in de eerste twee vergelijkingen
(dwz de eerste twee rijen), x1 en x2.

Merk op dat we ons niet hoeven af te vragen
of x1 en x2 wel het goede teken hebben.



Vb. 1 4 | 3 3 1 0 0 0 2
1 3 | −1 1 0 1 0 0 −2
1 2 | 3 2 0 0 1 0 3
1 3 | −2 1 0 0 0 1 −3
3 1 | 4 2 0 0 0 0 M

x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, . . . , x8 ≥ 0

Dit is, in standaard vorm, het probleem
in Opgave 6.5.14 van het dictaat.



Vb. 1 4 | 3 3 1 0 0 0 2
1 3 | −1 1 0 1 0 0 −2
1 2 | 3 2 0 0 1 0 3
1 3 | −2 1 0 0 0 1 −3
3 1 | 4 2 0 0 0 0 M

x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, . . . , x8 ≥ 0

1 4 | 3 3 1 0 0 0 2
0 −1 | −4 −2 −1 +1 0 0 −4
0 −2 | 0 −1 −1 0 1 0 1
0 −1 | −5 −2 −1 0 0 1 −5
0 −11 | −5 −7 −3 0 0 0 M − 6



Vb. 1 4 | 3 3 1 0 0 0 2
1 3 | −1 1 0 1 0 0 −2
1 2 | 3 2 0 0 1 0 3
1 3 | −2 1 0 0 0 1 −3
3 1 | 4 2 0 0 0 0 M

x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, . . . , x8 ≥ 0

1 4 | 3 3 1 0 0 0 2
0 1 | 4 2 1 −1 0 0 4
0 −2 | 0 −1 −1 0 1 0 1
0 −1 | −5 −2 −1 0 0 1 −5
0 −11 | −5 −7 −3 0 0 0 M − 6



Vb. 1 4 | 3 3 1 0 0 0 2
1 3 | −1 1 0 1 0 0 −2
1 2 | 3 2 0 0 1 0 3
1 3 | −2 1 0 0 0 1 −3
3 1 | 4 2 0 0 0 0 M

x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, . . . , x8 ≥ 0

1 4 | 3 3 1 0 0 0 2
0 1 | 4 2 1 −1 0 0 4
0 −2 | 0 −1 −1 0 1 0 1
0 −1 | −5 −2 −1 0 0 1 −5
0 −11 | −5 −7 −3 0 0 0 M − 6

1 0 | −13 −5 −3 4 0 0 −14
0 1 | 4 2 1 −1 0 0 4
0 0 | 8 3 1 −2 1 0 9
0 0 | −1 0 0 −1 0 1 −1
0 0 | 39 15 8 −11 0 0 M + 38

J = [5,1]

h0 = (1,0,0,0,1,0)T

Merk op dat uit de eerste regel volgt dat

x1 = −14 + 13x3 + 5x4 + 3x5 − 4x6

en uit de tweede regel

x2 = 4− 4x3 − 2x4 − x5 + x6.



Vb. 1 4 | 3 3 1 0 0 0 2
1 3 | −1 1 0 1 0 0 −2
1 2 | 3 2 0 0 1 0 3
1 3 | −2 1 0 0 0 1 −3
3 1 | 4 2 0 0 0 0 M

x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, . . . , x8 ≥ 0

1 0 | −13 −5 −3 4 0 0 −14
0 1 | 4 2 1 −1 0 0 4
0 0 | 8 3 1 −2 1 0 9
0 0 | −1 0 0 −1 0 1 −1
0 0 | 39 15 8 −11 0 0 M + 38

J = [5,1]

h0 = (1,0,0,0,1,0)T



Vb. 1 4 | 3 3 1 0 0 0 2
1 3 | −1 1 0 1 0 0 −2
1 2 | 3 2 0 0 1 0 3
1 3 | −2 1 0 0 0 1 −3
3 1 | 4 2 0 0 0 0 M

x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, . . . , x8 ≥ 0

1 0 | −13 −5 −3 4 0 0 −14
0 1 | 4 2 1 −1 0 0 4
0 0 | 8 3 1 −2 1 0 9
0 0 | −1 0 0 −1 0 1 −1
0 0 | 39 15 8 −11 0 0 M + 38

J = [5,1]

h0 = (1,0,0,0,1,0)T

1 0 | −13 −5 −3 4 0 0 −14
0 1 | 4 2 1 −1 0 0 4
0 0 | 0 3 1 −10 1 8 1
0 0 | 1 0 0 1 0 −1 1
0 0 | 0 15 8 −50 0 39 M − 1



Vb. 1 4 | 3 3 1 0 0 0 2
1 3 | −1 1 0 1 0 0 −2
1 2 | 3 2 0 0 1 0 3
1 3 | −2 1 0 0 0 1 −3
3 1 | 4 2 0 0 0 0 M

x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, . . . , x8 ≥ 0

1 0 | −13 −5 −3 4 0 0 −14
0 1 | 4 2 1 −1 0 0 4
0 0 | 0 3 1 −10 1 8 1
0 0 | 1 0 0 1 0 −1 1
0 0 | 0 15 8 −50 0 39 M − 1

1 0 | −13 −5 −3 4 0 0 −14
0 1 | 4 2 1 −1 0 0 4
0 0 | 0 3 1 −10 1 8 1
0 0 | 1 0 0 1 0 −1 1
0 0 | 0 −9 0 +30 −8 −25 M − 9

J = [3,1]



Vb. 1 4 | 3 3 1 0 0 0 2
1 3 | −1 1 0 1 0 0 −2
1 2 | 3 2 0 0 1 0 3
1 3 | −2 1 0 0 0 1 −3
3 1 | 4 2 0 0 0 0 M

x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, . . . , x8 ≥ 0

1 0 | −13 −5 −3 4 0 0 −14
0 1 | 4 2 1 −1 0 0 4
0 0 | 0 3 1 −10 1 8 1
0 0 | 1 0 0 1 0 −1 1
0 0 | 0 −9 0 +30 −8 −25 M − 9

J = [3,1]

1 0 | −13 −5 −3 4 0 0 −14
0 1 | 4 2 1 −1 0 0 4
0 0 | 10 3 1 0 1 −2 11
0 0 | 1 0 0 1 0 −1 1
0 0 | −30 −9 0 0 −8 5 M − 39

J = [3,4]

j0 = 6

er is geen i0



Vb. 1 4 | 3 3 1 0 0 0 2
1 3 | −1 1 0 1 0 0 −2
1 2 | 3 2 0 0 1 0 3
1 3 | −2 1 0 0 0 1 −3
3 1 | 4 2 0 0 0 0 M

x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, . . . , x8 ≥ 0

1 0 | −13 −5 −3 4 0 0 −14
0 1 | 4 2 1 −1 0 0 4
0 0 | 10 3 1 0 1 −2 11
0 0 | 1 0 0 1 0 −1 1
0 0 | −30 −9 0 0 −8 5 M − 39

J = [3,4]

j0 = 6

er is geen i0

Conclusie. x = (x1, x2,0,0,11 + 2α,1 + α,0, α)T

is feasible voor iedere α ≥ 0. I.h.b., x3 = x4 = 0.

Dus x1 = −14 + 3x5 − 4x6 = 15 + 2α

en x2 = 4− x5 + x6 = −6− α.

Dus is x = (15 + 2α,−6− α,0,0, . . .)T feasible (α ≥ 0)

(controleer door invullen) en

3x1 + x2 + 4x3 + 2x4 = 39 + 5α→∞ = M voor α→∞



Voorbeeld.
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... | ... ... ... ...
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ M

x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0



Voorbeeld.
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... | ... ... ... ...
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ M

x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

Vereenvoudig (veeg
en schaal) kolom 1 en 2



Voorbeeld.
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... | ... ... ... ...
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ M

x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

Vereenvoudig (veeg
en schaal) kolom 1 en 2

Stel A(1,1) = 0.

0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
1 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... | ... ... ... ...
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ M − ∗



Voorbeeld.
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... | ... ... ... ...
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ M

x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

Vereenvoudig (veeg
en schaal) kolom 1 en 2

Stel A(1,1) = 0.

0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
1 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... | ... ... ... ...
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ M − ∗



Voorbeeld.
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... | ... ... ... ...
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ M

x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

Vereenvoudig (veeg
en schaal) kolom 1 en 2

Stel A(1,1) = 0.

0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
1 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... | ... ... ... ...
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ M − ∗ Het zwarte deel is in standaard vorm

Los op met de simplexmethode.



Voorbeeld.
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... | ... ... ... ...
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ M

x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

Vereenvoudig (veeg
en schaal) kolom 1 en 2

Stel A(1,1) = 0.

0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
1 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... | ... ... ... ...
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ M − ∗ Het zwarte deel is in standaard vorm

Los op met de simplexmethode.

Als x3, . . . , xn de oplossing is van het zwarte deel,

dan levert invullen in de eerste twee vergelijkingen
(dwz de eerste twee rijen), x1 en x2.



Voorbeeld.
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... ... | ... ... ... ...
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ M

x4 ≥ 0, x5 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0



Voorbeeld.
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... ... | ... ... ... ...
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ M

x4 ≥ 0, x5 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

Vereenvoudig (veeg
en schaal) kolom 1, 2 en 3



Voorbeeld.
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... ... | ... ... ... ...
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ M

x4 ≥ 0, x5 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

Vereenvoudig (veeg
en schaal) kolom 1, 2 en 3

Stel rang(A(:, [1,2,3])) is 2.

1 0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... ... | ... ... ... ...
0 0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ M − ∗



Voorbeeld.
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... ... | ... ... ... ...
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ M

x4 ≥ 0, x5 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

Vereenvoudig (veeg
en schaal) kolom 1, 2 en 3

Stel rang(A(:, [1,2,3])) is 2.

1 0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... ... | ... ... ... ...
0 0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ M − ∗

c3 = 0 anders is M =∞.



Voorbeeld.
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... ... | ... ... ... ...
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ M

x4 ≥ 0, x5 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

Vereenvoudig (veeg
en schaal) kolom 1, 2 en 3

Stel rang(A(:, [1,2,3])) is 2.

1 0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... ... | ... ... ... ...
0 0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ M − ∗



Voorbeeld.
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... ... | ... ... ... ...
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ M

x4 ≥ 0, x5 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

Vereenvoudig (veeg
en schaal) kolom 1, 2 en 3

Stel rang(A(:, [1,2,3])) is 2.

1 0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... ... | ... ... ... ...
0 0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ M − ∗



Voorbeeld.
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... ... | ... ... ... ...
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ M

x4 ≥ 0, x5 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

Vereenvoudig (veeg
en schaal) kolom 1, 2 en 3

Stel rang(A(:, [1,2,3])) is 2.

1 0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... ... | ... ... ... ...
0 0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ M − ∗ Het zwarte deel is in standaard vorm

Los op met de simplexmethode.



Voorbeeld.
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... ... | ... ... ... ...
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ | ∗ ∗ . . . ∗ M

x4 ≥ 0, x5 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

Vereenvoudig (veeg
en schaal) kolom 1, 2 en 3

Stel rang(A(:, [1,2,3])) is 2.

1 0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
... ... ... | ... ... ... ...
0 0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 0 0 | ∗ ∗ . . . ∗ M − ∗ Het zwarte deel is in standaard vorm

Los op met de simplexmethode.

Als x4, . . . , xn de oplossing is van het zwarte deel,

dan levert invullen in de eerste twee vergelijkingen
(dwz de eerste twee rijen), x1 en x2.
x3 mag alles zijn.



Program

• Optimaliseren

• Lineaire programmering

• Voorbeelden

• Polytopen

• Intermezzo: rang

• Intermezzo: notatie

• Hoekpunten

• Intermezzo: vegen

• Standaard vorm

• Simplex methode

• Positiviteitsristricties

• Het eerste hoekpunt



Het vinden van het 1ste hoekpunt

A = Astand is `× n, ` < n, V = {x | Ax = b en x ≥ 0}

Stel A komt van een `× k matrix Aoor door toevoegen

van ` slack variabelen (n = ` + k): A = [Aoor, I`].

En stel

0k ≡ (0,0, . . . ,0)T is een aanvaardbaar punt
voor het oorspronkelijke ` bij k probleem

Dan is ◦ J1 = [ k + 1, . . . , k + ` ] een basis,
◦ h1 ≡ (0T

k ,bT)T ≥ 0, en
◦ h1 is een hoekpunt van V.

Conclusie. h1 is een geschikt eerste hoekpunt.



Het vinden van het 1ste hoekpunt

A = Astand is `× n, ` < n, V = {x | Ax = b en x ≥ 0}

Stel A komt van een `× k matrix Aoor door toevoegen

van ` slack variabelen (n = ` + k): A = [Aoor, I`].

En stel

0k ≡ (0,0, . . . ,0)T is een aanvaardbaar punt
voor het oorspronkelijke ` bij k probleem

Dan is ◦ J1 = [ k + 1, . . . , k + ` ] een basis,
◦ h1 ≡ (0T

k ,bT)T ≥ 0, en
◦ h1 is een hoekpunt van V.

Conclusie. h1 is een geschikt eerste hoekpunt.

0k is een aanvaardbaar punt voor het
oorspronkelijk probleem, precies dan als b ≥ 0.



Het vinden van het 1ste hoekpunt

A = Astand is `× n, ` < n, V = {x | Ax = b en x ≥ 0}

Stel A komt van een `× k matrix Aoor door toevoegen

van ` slack variabelen (n = ` + k): A = [Aoor, I`].

En stel

0k ≡ (0,0, . . . ,0)T is een aanvaardbaar punt
voor het oorspronkelijke ` bij k probleem

Dan is ◦ J1 = [ k + 1, . . . , k + ` ] een basis,
◦ h1 ≡ (0T

k ,bT)T ≥ 0, en
◦ h1 is een hoekpunt van V.

Conclusie. h1 is een geschikt eerste hoekpunt.

Wat doen we als 0k niet aanvaardbaar
is voor het oorspronkelijk probleem?



Het vinden van het 1ste hoekpunt

A = Astand is `× n, ` < n, V = {x | Ax = b en x ≥ 0}
• Vind basispunt p: vind ’n rij J van ` getallen waarvoor

p(j) = 0 als j 6∈ J,
rang(A(:, J)) = ` en A(:, J)p(J) = b.

Stel p is niet aanvaardbaar.



Het vinden van het 1ste hoekpunt

A = Astand is `× n, ` < n, V = {x | Ax = b en x ≥ 0}
• Vind basispunt p: vind ’n rij J van ` getallen waarvoor

p(j) = 0 als j 6∈ J,
rang(A(:, J)) = ` en A(:, J)p(J) = b.

Stel p is niet aanvaardbaar.

• Veeg zo dat A(:, J) = I`. 1 is de `-vector (1,1, . . . ,1)T.

Dan is p(J) = b.



Het vinden van het 1ste hoekpunt

A = Astand is `× n, ` < n, V = {x | Ax = b en x ≥ 0}
• Vind basispunt p: vind ’n rij J van ` getallen waarvoor

p(j) = 0 als j 6∈ J,
rang(A(:, J)) = ` en A(:, J)p(J) = b.

Stel p is niet aanvaardbaar.

• Veeg zo dat A(:, J) = I`. 1 is de `-vector (1,1, . . . ,1)T.

• Zij i0 ≡ argminib(i). Dan geldt

ρ ≡ −b(i0) > 0, p(j) + ρ ≥ 0 en p(J(i0)) + ρ = 0.



Het vinden van het 1ste hoekpunt

A = Astand is `× n, ` < n, V = {x | Ax = b en x ≥ 0}
• Vind basispunt p: vind ’n rij J van ` getallen waarvoor

p(j) = 0 als j 6∈ J,
rang(A(:, J)) = ` en A(:, J)p(J) = b.

Stel p is niet aanvaardbaar.

• Veeg zo dat A(:, J) = I`. 1 is de `-vector (1,1, . . . ,1)T.

• Zij i0 ≡ argminib(i). Dan geldt

ρ ≡ −b(i0) > 0, p(j) + ρ ≥ 0 en p(J(i0)) + ρ = 0.

1J is de n-vector: 1J(j) = 1 als j ∈ J en 1J(j) = 0 anders.

Ax = b ⇔ [A,−1]

[
x + ρ1J

ρ

]
= b.

Verder is h+
0 ≡

[
p + ρ1J

ρ

]
≥ 0

en heeft [A(:, J\{J(i0)}),−1] volle rang.



Het vinden van het 1ste hoekpunt

A = Astand is `× n, ` < n, V = {x | Ax = b en x ≥ 0}
• Vind basispunt p: vind ’n rij J van ` getallen waarvoor

p(j) = 0 als j 6∈ J,
rang(A(:, J)) = ` en A(:, J)p(J) = b.

Stel p is niet aanvaardbaar.

• Veeg zo dat A(:, J) = I`. 1 is de `-vector (1,1, . . . ,1)T.

• Zij i0 ≡ argminib(i).

Alternatief probleem (+). Maximaliseer (−z),

zodat [A,−1]

[
x
z

]
= b en x ≥ 0, z ≥ 0.

Merk op: min z = −max(−z).



Het vinden van het 1ste hoekpunt

A = Astand is `× n, ` < n, V = {x | Ax = b en x ≥ 0}
• Vind basispunt p: vind ’n rij J van ` getallen waarvoor

p(j) = 0 als j 6∈ J,
rang(A(:, J)) = ` en A(:, J)p(J) = b.

Stel p is niet aanvaardbaar.

• Veeg zo dat A(:, J) = I`. 1 is de `-vector (1,1, . . . ,1)T.

• Zij i0 ≡ argminib(i).

Alternatief probleem (+). Maximaliseer (−z),

zodat [A,−1]

[
x
z

]
= b en x ≥ 0, z ≥ 0.

Stelling. V 6= ∅ ⇔ maximum(−z) = 0 (<∞).

Bewijs. Met V+ ≡ {x+ | [A,−1]x+ = b, x+ ≥ 0},
geldt V = {x | (xT,0)T ∈ V+}.



Het vinden van het 1ste hoekpunt

A = Astand is `× n, ` < n, V = {x | Ax = b en x ≥ 0}
• Vind basispunt p: vind ’n rij J van ` getallen waarvoor

p(j) = 0 als j 6∈ J,
rang(A(:, J)) = ` en A(:, J)p(J) = b.

Stel p is niet aanvaardbaar.

• Veeg zo dat A(:, J) = I`. 1 is de `-vector (1,1, . . . ,1)T.

• Zij i0 ≡ argminib(i).

Alternatief probleem (+). Maximaliseer (−z),

zodat [A,−1]

[
x
z

]
= b en x ≥ 0, z ≥ 0.

Voor (+) is h+
0 een aanvaardbaar hoekpunt.

Los (+) op met de simplexmethode met start h+
0 .



Het vinden van het 1ste hoekpunt

A = Astand is `× n, ` < n, V = {x | Ax = b en x ≥ 0}
• Vind basispunt p: vind ’n rij J van ` getallen waarvoor

p(j) = 0 als j 6∈ J,
rang(A(:, J)) = ` en A(:, J)p(J) = b.

Stel p is niet aanvaardbaar.

• Veeg zo dat A(:, J) = I`. 1 is de `-vector (1,1, . . . ,1)T.

• Zij i0 ≡ argminib(i).

Alternatief probleem (+). Maximaliseer (−z),

zodat [A,−1]

[
x
z

]
= b en x ≥ 0, z ≥ 0.

• Voor de bij h+
0 behorende basis, vervang i0-de

getal J door n + 1: veeg (+) met pivot (i0, n + 1).

• Los (+) op met de simplexmethode met start h+
0 .



Het vinden van het 1ste hoekpunt

A = Astand is `× n, ` < n, V = {x | Ax = b en x ≥ 0}
• Vind basispunt p: vind ’n rij J van ` getallen waarvoor

p(j) = 0 als j 6∈ J,
rang(A(:, J)) = ` en A(:, J)p(J) = b.

Stel p is niet aanvaardbaar.

• Veeg zo dat A(:, J) = I`. 1 is de `-vector (1,1, . . . ,1)T.

• Zij i0 ≡ argminib(i).

Alternatief probleem (+). Maximaliseer (−z),

zodat [A,−1]

[
x
z

]
= b en x ≥ 0, z ≥ 0.

Stelling. V 6= ∅ ⇒ V heeft minstens een hoekpunt
dat bovendien gevonden wordt door de simplexmethode.

Bewijs. De simplexmethode vindt een hoekpunt van V+,

zeg h+
1 . h+

1 is van de vorm h+
1 = (hT

1 , z)T en z = 0 (zie

vorige stelling). Dus is h1 is een hoekpunt V.



Het vinden van een basis(punt)

A = Astand is ` bij n, ` < n. V = {x | Ax = b, x ≥ 0}
• Vind basispunt p: vind ’n rij J van ` getallen waarvoor

p(j) = 0 als j 6∈ J,
rang(A(:, J)) = ` en A(:, J)p(J) = b.

Hoe vind je een J met ` elementen
zodat A(:, J) volle rang heeft?



Het vinden van een basis(punt)

A = Astand is ` bij n, ` < n. V = {x | Ax = b, x ≥ 0}
• Vind basispunt p: vind ’n rij J van ` getallen waarvoor

p(j) = 0 als j 6∈ J,
rang(A(:, J)) = ` en A(:, J)p(J) = b.

Hoe vind je een J met ` elementen
zodat A(:, J) volle rang heeft?

Kies J en veeg.



Voorbeeld. 1 1 2 −2 5
1 3 1 0 3

x ≥ 0

Met J = [1,2] heeft

[
1 1
1 3

]
heeft volle rang.

Veeg kolom 1 en 2:

1 0 2.5 −3 6
0 1 −0.5 1 −1

⇒
p = (6,−1,0,0)T

is een basispunt.

i0 ≡ argmini b(i) = 2 en ρ ≡ −b(i0) = 1.

h+
0 ≡

[
p + ρ1J

ρ

]
= (7,0,0,0,1)T

Pas nu de simplexmethode toe op [A,−1] en c = −en+1
om een aanvaardbaar basispunt te construeren.



Voorbeeld. 1 1 2 −2 5
1 3 1 0 3

x ≥ 0

• ◦
1 0 2.5 −3 −1 6
0 1 −0.5 1 −1 −1
0 0 0 0 −1 M

h+
0 ≡ (7,0,0,0,1)T

is ’n acceptabele hoek.
Veeg met pivot (i0, n + 1) = (2,5).
Vervang i0-de getal J = [1,2]

door n + 1: J ← [1,5]



Voorbeeld. 1 1 2 −2 5
1 3 1 0 3

x ≥ 0

• ◦
1 0 2.5 −3 −1 6
0 1 −0.5 1 −1 −1
0 0 0 0 −1 M

h+
0 ≡ (7,0,0,0,1)T

is ’n acceptabele hoek.
Veeg met pivot (i0, n + 1) = (2,5).
Vervang i0-de getal J = [1,2]

door n + 1: J ← [1,5]

• •
1 −1 3 −4 0 7
0 −1 0.5 −1 1 1
0 −1 0.5 −1 0 M + 2



Voorbeeld. 1 1 2 −2 5
1 3 1 0 3

x ≥ 0

• ◦
1 0 2.5 −3 −1 6
0 1 −0.5 1 −1 −1
0 0 0 0 −1 M

h+
0 ≡ (7,0,0,0,1)T

is ’n acceptabele hoek.
Veeg met pivot (i0, n + 1) = (2,5).
Vervang i0-de getal J = [1,2]

door n + 1: J ← [1,5]

• •
1 −1 3 −4 0 7
0 −1 0.5 −1 1 1
0 −1 0.5 −1 0 M + 2

j0 = 3
min. [7/3,1/0.5] voor i0 = 2,
Veeg met pivot (i0, j0) = (2,3).
Vervang i0-de getal J = [1,5]

door j0: J ← [1,3]



Voorbeeld. 1 1 2 −2 5
1 3 1 0 3

x ≥ 0

• ◦
1 0 2.5 −3 −1 6
0 1 −0.5 1 −1 −1
0 0 0 0 −1 M

h+
0 ≡ (7,0,0,0,1)T

is ’n acceptabele hoek.
Veeg met pivot (i0, n + 1) = (2,5).
Vervang i0-de getal J = [1,2]

door n + 1: J ← [1,5]

• •
1 −1 3 −4 0 7
0 −1 0.5 −1 1 1
0 −1 0.5 −1 0 M + 2

j0 = 3
min. [7/3,1/0.5] voor i0 = 2,
Veeg met pivot (i0, j0) = (2,3).
Vervang i0-de getal J = [1,5]

door j0: J ← [1,3]

• •
1 5 0 2 0 1
0 −2 1 −2 2 2
0 0 0 0 −1 M



Voorbeeld. 1 1 2 −2 5
1 3 1 0 3

x ≥ 0

• ◦
1 0 2.5 −3 −1 6
0 1 −0.5 1 −1 −1
0 0 0 0 −1 M

h+
0 ≡ (7,0,0,0,1)T

is ’n acceptabele hoek.
Veeg met pivot (i0, n + 1) = (2,5).
Vervang i0-de getal J = [1,2]

door n + 1: J ← [1,5]

• •
1 −1 3 −4 0 7
0 −1 0.5 −1 1 1
0 −1 0.5 −1 0 M + 2

j0 = 3
min. [7/3,1/0.5] voor i0 = 2,
Veeg met pivot (i0, j0) = (2,3).
Vervang i0-de getal J = [1,5]

door j0: J ← [1,3]

• •
1 5 0 2 0 1
0 −2 1 −2 2 2
0 0 0 0 −1 M

Geen verbetering mogelijk:
J = [1,3]



Voorbeeld. 1 1 2 −2 5
1 3 1 0 3

x ≥ 0

• ◦
1 0 2.5 −3 −1 6
0 1 −0.5 1 −1 −1
0 0 0 0 −1 M

h+
0 ≡ (7,0,0,0,1)T

is ’n acceptabele hoek.
Veeg met pivot (i0, n + 1) = (2,5).
Vervang i0-de getal J = [1,2]

door n + 1: J ← [1,5]

• •
1 −1 3 −4 0 7
0 −1 0.5 −1 1 1
0 −1 0.5 −1 0 M + 2

j0 = 3
min. [7/3,1/0.5] voor i0 = 2,
Veeg met pivot (i0, j0) = (2,3).
Vervang i0-de getal J = [1,5]

door j0: J ← [1,3]

• •
1 5 0 2 0 1
0 −2 1 −2 2 2
0 0 0 0 −1 M

Geen verbetering mogelijk:
J = [1,3]

z = −1 · x5 max. voor z = x5 = 0 ⇒ M = 0 en xT
opl = (1,0,2,0,0)T.

h1 ≡ (1,0,2,0)T hoekpunt voor
1 1 2 −2 5
1 3 1 0 3

, x ≥ 0



Voorbeeld. ◦ ◦
1 1 2 −2 5
1 3 1 0 3
1 −7 3 2 M

h1 ≥ 0
J = [1,3]

Vereenvoudig de kolommen [1,3].

Voor A en b hadden we dat al gedaan, zie vorige transp.

voor cT echter niet.



Voorbeeld. ◦ ◦
1 1 2 −2 5
1 3 1 0 3
1 −7 3 2 M

h1 ≥ 0
J = [1,3]

• •
1 5 0 2 1
0 −2 1 −2 2
1 −7 3 2 M

Werk cT bij (maak c(J) = 0).



Voorbeeld. ◦ ◦
1 1 2 −2 5
1 3 1 0 3
1 −7 3 2 M

h1 ≥ 0
J = [1,3]

• •
1 5 0 2 1
0 −2 1 −2 2
0 −6 0 6 M − 7

Verder als voorheen



Voorbeeld. ◦ ◦
1 1 2 −2 5
1 3 1 0 3
1 −7 3 2 M

h1 ≥ 0
J = [1,3]

• •
1 5 0 2 1
0 −2 1 −2 2
0 −6 0 6 M − 7

j0 = 4,
min. [1/2, ∗] voor i0 = 1,
Vervang i0-de getal J door j0:

J ← [4,3]



Voorbeeld. ◦ ◦
1 1 2 −2 5
1 3 1 0 3
1 −7 3 2 M

h1 ≥ 0
J = [1,3]

• •
1 5 0 2 1
0 −2 1 −2 2
0 −6 0 6 M − 7

j0 = 4,
min. [1/2, ∗] voor i0 = 1,
Vervang i0-de getal J door j0:

J ← [4,3]

• •
0.5 2.5 0 1 0.5

1 3 1 0 3
−3 −21 0 0 M − 10



Voorbeeld. ◦ ◦
1 1 2 −2 5
1 3 1 0 3
1 −7 3 2 M

h1 ≥ 0
J = [1,3]

• •
1 5 0 2 1
0 −2 1 −2 2
0 −6 0 6 M − 7

j0 = 4,
min. [1/2, ∗] voor i0 = 1,
Vervang i0-de getal J door j0:

J ← [4,3]

• •
0.5 2.5 0 1 0.5

1 3 1 0 3
−3 −21 0 0 M − 10

Geen verbetering mogelijk

J = [4,3], xopl = (0,0,3,0.5)T, M = 10.



Voorbeeld II.

• • •
1 −1 1 0 0 −1
−1 −1 0 1 0 −3
2 1 0 0 1 4
3 1 0 0 0 M

J = [3,4,5] is een basis.

p = (0,0,−1,−3,4)T is een basispunt
maar geen hoekpunt

Dit is, in standaard vorm, het probleem
in Opgave 6.5.11 van het dictaat

We berekenen eerst een hoekpunt.

We lossen daartoe eerst probleem + op:

• • •
1 −1 1 0 0 −1 −1
−1 −1 0 1 0 −1 −3
2 1 0 0 1 −1 4
0 0 0 0 0 −1 ∗



• • •
1 −1 1 0 0 −1 −1
−1 −1 0 1 0 −1 −3
2 1 0 0 1 −1 4
0 0 0 0 0 −1 ∗

J = [3,4,5] is een basis.

i0 = argmini{βi} = 2

Veeg met pivot (i0, n + 1) = (2,6).

Vervang i0-de getal J door n + 1:

J ← [3,6,5] en veeg



• • •
1 −1 1 0 0 −1 −1
−1 −1 0 1 0 −1 −3
2 1 0 0 1 −1 4
0 0 0 0 0 −1 ∗

J = [3,4,5] is een basis.

i0 = argmini{βi} = 2

Veeg met pivot (i0, n + 1) = (2,6).

Vervang i0-de getal J door n + 1:

J ← [3,6,5] en veeg



• • •
1 −1 1 0 0 −1 −1
−1 −1 0 1 0 −1 −3
2 1 0 0 1 −1 4
0 0 0 0 0 −1 ∗

J = [3,4,5] is een basis.

i0 = argmini{βi} = 2

Veeg met pivot (i0, n + 1) = (2,6).

Vervang i0-de getal J door n + 1:

J ← [3,6,5] en veeg

• • •
2 0 1 −1 0 0 2
1 1 0 −1 0 1 3
3 2 0 −1 1 0 7
1 1 0 −1 0 0 ∗

Merk op dat
h+

0 = (0,0,2,0,7,3)T

acceptabel is voor probleem +,
dus een hoekpunt is voor probleem +



• • •
1 −1 1 0 0 −1 −1
−1 −1 0 1 0 −1 −3
2 1 0 0 1 −1 4
0 0 0 0 0 −1 ∗

J = [3,4,5] is een basis.

i0 = argmini{βi} = 2

Veeg met pivot (i0, n + 1) = (2,6).

Vervang i0-de getal J door n + 1:

J ← [3,6,5] en veeg

• • •
2 0 1 −1 0 0 2
1 1 0 −1 0 1 3
3 2 0 −1 1 0 7
1 1 0 −1 0 0 ∗

Kies j0 = 2

Min. [∗,3,7/2] voor i0 = 2

Vervang i0-de getal J door j0:
J ← [3,2,5]



• • •
1 −1 1 0 0 −1 −1
−1 −1 0 1 0 −1 −3
2 1 0 0 1 −1 4
0 0 0 0 0 −1 ∗

J = [3,4,5] is een basis.

i0 = argmini{βi} = 2

Veeg met pivot (i0, n + 1) = (2,6).

Vervang i0-de getal J door n + 1:

J ← [3,6,5] en veeg

• • •
2 0 1 −1 0 0 2
1 1 0 −1 0 1 3
3 2 0 −1 1 0 7
1 1 0 −1 0 0 ∗

Kies j0 = 2

Min. [∗,3,7/2] voor i0 = 2

Vervang i0-de getal J door j0:
J ← [3,2,5]

• • •
2 0 1 −1 0 0 2
1 1 0 −1 0 1 3
1 0 0 1 1 −2 1
0 0 0 0 −1 0 ∗

Geen verbetering mogelijk.

J = [3,2,5] is een basis

en h1 = (0,3,2,0,1)T

is een hoekpunt voor het
oorspronkelijke probleem.

Met dit hoekpunt gaan we verder met
het oplossen van het oorspronkelijke probleem



Vb. ◦ • •
1 −1 1 0 0 −1
−1 −1 0 1 0 −3
2 1 0 0 1 4
3 1 0 0 0 M

J = [3,2,5].

A en b hadden we
al geveegd voor deze J.



Vb. ◦ • •
1 −1 1 0 0 −1
−1 −1 0 1 0 −3
2 1 0 0 1 4
3 1 0 0 0 M

J = [3,2,5].

A en b hadden we
al geveegd voor deze J.

• • •
2 0 1 −1 0 2
1 1 0 −1 0 3
1 0 0 1 1 1
3 1 0 0 0 M

We moeten nog cT vegen



Vb. ◦ • •
1 −1 1 0 0 −1
−1 −1 0 1 0 −3
2 1 0 0 1 4
3 1 0 0 0 M

J = [3,2,5].

A en b hadden we
al geveegd voor deze J.

• • •
2 0 1 −1 0 2
1 1 0 −1 0 3
1 0 0 1 1 1
2 0 0 1 0 M − 3



Vb. ◦ • •
1 −1 1 0 0 −1
−1 −1 0 1 0 −3
2 1 0 0 1 4
3 1 0 0 0 M

J = [3,2,5].

A en b hadden we
al geveegd voor deze J.

• • •
2 0 1 −1 0 2
1 1 0 −1 0 3
1 0 0 1 1 1
2 0 0 1 0 M − 3

Kies j0 = 1.

Min. [2/2,3/1,1/1] voor i0 = 3
(hier hadden we ook

i0 = 1 kunnen kiezen)

J ← [3,2,1]



Vb. ◦ • •
1 −1 1 0 0 −1
−1 −1 0 1 0 −3
2 1 0 0 1 4
3 1 0 0 0 M

J = [3,2,5].

A en b hadden we
al geveegd voor deze J.

• • •
2 0 1 −1 0 2
1 1 0 −1 0 3
1 0 0 1 1 1
2 0 0 1 0 M − 3

Kies j0 = 1.

Min. [2/2,3/1,1/1] voor i0 = 3
(hier hadden we ook

i0 = 1 kunnen kiezen)

J ← [3,2,1]

• • •
0 0 1 −3 −2 0
0 1 0 −2 −1 2
1 0 0 1 1 1
0 0 0 −1 −2 M − 5

Geen verbetering mogelijk

xopl = (1,2,0,0,0)T, M = 5


