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Prisoner’s dilemma

[Wikipedia] Er is een ernstig misdrijf gepleegd. Twee gewapende
mannen worden gepakt en het staat wel vast dat het de daders zijn,
maar het bewijs ontbreekt. Ze worden apart in de cel gezet en kunnen
niet met elkaar communiceren. De rechter doet elke verdachte het

volgende voorstel:

1. Als jullie allebei blijven zwijgen, kan ik jullie niet veel maken.
Je krijgt dan alleen een lichte straf wegens wapenbezit zonder
vergunning.

2. Als er een bekent, is de zaak rond. Degene die bekende zal ik
vrijspreken omdat hij zo goed heeft meegewerkt. Degene die
niet bekende kan minstens tien jaar verwachten.

3. Als jullie allebei bekennen, krijgen jullie allebei vijf jaar.

De vraag is: wat kan een gevangene het beste doen?

De essentie van het dilemma is dat het voor beide verdachten (voor
persoon X en persoon y) samen beter is te zwijgen, maar elke verdachte
denkt alleen aan zijn eigen voordeel. Ongeacht wat de ander doet, het
IS voor elke verdachte beter te bekennen.

In de tabel staat alleen wat de persoon X Kkrijgt:

| vy zwijgt y bekent
X zwijgt | Geldboete Tien jaar
X bekent | vrij Vijf jaar




vervoer

[Wikipedia] In deze situatie gaan mensen op hetzelfde moment naar
hun werk. Je kunt de bus nemen of de auto, maar de bus duurt tien
minuten langer doordat je naar de bushalte moet lopen. Als meer
mensen de auto nemen ontstaat er een file, en daar heeft de bus ook

last van.

In de tabel staat het effect voor de ‘“ik-persoon’:

| Iedereen neemt de bus Iedereen neemt de auto

Ik neem de bus Duurt 20 minuten Duurt 130 minuten
Ik neem de auto | Duurt 10 minuten Duurt 120 minuten
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Adverteren

[Wikipedia] Een dorp heeft twee bakkers. Elke bakker heeft de helft
van het dorp als klant. Een bakker kan meer klandizie krijgen door te
adverteren. Dat kost geld, maar daar staat de klandizie tegenover.
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Twee persoons matrix spellen

Speler X kan uit m strategién Kkiezen,
speler y kan uit n strategien kiezen.

Een m X n matrix A beschrijft de verdienste bij gekozen
strategien: als speler x strategie ¢ kiest en speler y kiest
strategie j dan is A(%,7) een getal dat de verdienste van
speler x representeert. A is de payoff matrix voor speler X.

De spelers weten wat de diverse strategién opleveren (zo-
wel voor zichzelf, als voor de concurrent; A is bekend),
maar weten niet welke strategie de ander speler Kkiest.



Twee persoons matrix spellen

Speler X kan uit m strategién Kkiezen,
speler y kan uit n strategien kiezen.

Een m X n matrix A beschrijft de verdienste bij gekozen
strategien: als speler x strategie ¢ kiest en speler y kiest
strategie j dan is A(%,7) een getal dat de verdienste van
speler x representeert. A is de payoff matrix voor speler X.

De spelers weten wat de diverse strategién opleveren (zo-
wel voor zichzelf, als voor de concurrent; A is bekend),
maar weten niet welke strategie de ander speler Kkiest.

In een twee persoons matrix spel is een (bekende) matrix
A beschikbaar en kiest speler X een rij en speler y kiest
een kolom. De keuzes worden onafhankelijk van elkaar
gemaakt.



Nul-som matrix spel

In een nul-som matrix spel tellen winst en verlies van beide
spelers bij iedere strategie op tot nul.

De payoff matrix van speler y =
minus de payoff matrix van speler X.



Nul-som matrix spel

In een nul-som matrix spel tellen winst en verlies van beide
spelers bij iedere strategie op tot nul.

In een constante som matrix spel tellen bij iedere strate-

gie winst en verlies van beide spelers op tot een en dezelfde
constante.

Door de constante af te trekken wordt het een constante
som spel een nul-som spel.

Nul-som spellen worden ook wel strikt competitieve spel-
len genoemd.



Nul-som matrix spel

In een nul-som matrix spel tellen winst en verlies van beide
spelers bij iedere strategie op tot nul.

Vormt het ‘“prisoner’s dilemma” een nul-som matrix spel?
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spelers bij iedere strategie op tot nul.

Vormt het “prisoner’s dilemma’ een constante som matrix
spel?



Nul-som matrix spel

In een nul-som matrix spel tellen winst en verlies van beide
spelers bij iedere strategie op tot nul.

De theorie de wij hier behandelen betreft:
twee persoons nul-som matrix spellen.



Nul-som matrix spel

In een nul-som matrix spel tellen winst en verlies van beide
spelers bij iedere strategie op tot nul.

De theorie de wij hier behandelen betreft:
twee persoons nul-som matrix spellen.

De payoff matrix A is bekend. \Wat is de beste strategie?
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Voorbeeld 1. Speler X (Rood) kiest de rijen,
en speler Y (Groen) kiest de kolommen

x| 1 2 3
1
2

Payoff matrix voor X: +25 415 420

+30 +10 —-20

Payoff matrix voor Y: —25 —-15 =20

x| 1 2 3
1
2 |-30 —10 420
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Beste (minste risico’s) strategie voor X: rij 1
Beste (minste risico’s) strategie voor Y: kolom 2.
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strategie (1,2) is hier een Nash evenwicht.
15 is de waarde van het spel.
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Payoff matrix voor X: +25 415 420

+30 +10 —-20

Beste (minste risico’s) strategie voor X: rij 1
Beste (minste risico’s) strategie voor Y: kolom 2.

Strategie (1,2) is optimaal:
e als alleen Y van strategie verandert, verliest hij meer,
e als alleen X verandert, verdient hij minder:

strategie (1,2) is hier een Nash evenwicht.
15 is de waarde van het spel.

(1,2) is een zadelpunt van A.

X: 15 = maxmin A(i,j); 1 = argmax; min; A(i, j)
i

Y: 15 =minmaxA(i,7);, 2 =argmin; max; A(, j).
J 1



Voorbeeld 1a. X kiest rijen, Y kiest kolommen.
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Payoff matrix voor X: +25 415 420

+30 +15 —-20

Beste (minste risico’'s) strategie voor X: rij 1
Beste (minste risico’s) strategie voor Y: kolom 2.

Strategie (1,2) is optimaal:

e als alleen Y verandert, verliest hij meer,

e als alleen X verandert, verdient hij niet meer (en loopt
hij het risico minder te verdienen als Y ook verandert):

strategie (1,2) is hier weer een Nash evenwicht.

15 is de waarde van het spel.

(1,2) is een zadelpunt van A.



Voorbeeld 1a. X kiest rijen, Y kiest kolommen.
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Payoff matrix voor X: +25 415 420

+30 +15 —-20

Beste (minste risico’'s) strategie voor X: rij 1
Beste (minste risico’s) strategie voor Y: kolom 2.

Strategie (1,2) is optimaal:
e als alleen Y verandert, verliest hij niet minder,
e als alleen X verandert, verdient hij niet meer:

strategie (1,2) is hier weer een Nash evenwicht.
15 is de waarde van het spel.

(1,2) is een zadelpunt van A.



Voorbeeld 2. X kiest rijen, Y kiest kolommen.

x| 1 2 3
1
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Payoff matrix voor X: +30 —10 420

+10 420 -20

Beste (minste risico’s) strategie voor X: rij 1.
Beste (minste risico’s) strategie voor Y: kolom 3.
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Beste (minste risico’s) strategie voor Y: kolom 3.

Als Y verandert, kan hij verdienen,
Strategie (1,3) is hier geen Nash evenwicht.
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—10 = maxmin A(i,j) < minmaxA(¢,7) = 20
) 7 7 )
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A heeft geen zadelpunt.

Veranderen kan voordelig zijn.
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Voorbeeld 2. X kiest rijen, Y kiest kolommen.

x| 1 2 3
1
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Payoff matrix voor X: +30 —10 420
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Beste (minste risico’s) strategie voor X: rij 1.
Beste (minste risico’s) strategie voor Y: kolom 3.

Als Y verandert, kan hij verdienen,
Strategie (1,3) is hier geen Nash evenwicht.

A heeft geen zadelpunt.
John von Neumann [1928]: als je het spel vaak speelt

dan biedt een gemengde strategie (iedere ‘zet’ kies
je met een zekere kans) een oplossing.



Voorbeeld 2. X kiest rijen, Y kiest kolommen.
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Payoff matrix voor X: +30 —10 420
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Strategie voor X: kies rij 1 met kans 2 en

rij 2 met kans

~Nlw~I»

Strategie voor Y: kies kolom 1 met kans O,
kolom 2 met kans £,
kolom 3 met kans 3.



Voorbeeld 2. X kiest rijen, Y kiest kolommen.

x| 1 2 3
1
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Payoff matrix voor X: +30 —10 420

+10 420 -20

Strategie voor X: Kkies rij 1 met kans
rij 2 met kans

en

~Nlw~I»

Strategie voor Y: kies kolom 1 met kans O,
kolom 2 met kans £,
kolom 3 met kans 3.

Notatie:
Speler X kiest voor strategie X =

~N WD

|
|
—~
~is
~N|W
N
-

speler Y kiest voor strategie y = (0,4,2)7.



Voorbeeld 2. X kiest rijen, Y kiest kolommen.

Payoff matrix voor X:

Strategie voor X: Kies

Strategie voor Y: Kies

X: verdienkansen

Y: verlieskansen

|

+30 —-10 +20

x| 1 2 3
1
2 | +10 420 —20

rij 1 met kans 2 en

rij 2 met kans

~Nlw~I»

kolom 1 met kans O,
kolom 2 met kans £,
kolom 3 met kans g.

(12,2,2) = xTA

20

| = av

7
20
7

X

1
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X: uitbetalingskansen (19,20 20) — xTA
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4 -
_20] = —Ay
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Voorbeeld 2. X kiest rijen, Y kiest kolommen.

Payoff matrix voor X:

Strategie voor X: kies rij 1 met kans

Strategie voor Y: kies kolom 1 met kans O,

—10 = max
1

+30 —-10 +20

x| 1 2 3
1
2 |+10 420 —20

en
rij 2 met kans

~NlWw~NI»
X
Il
1

kolom 2 met kans £, y
kolom 3 met kans ;.

~Nlw~NId» O

min A(z,j) < 2 <minmaxA(i,j) = 20
(4
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Voorbeeld 2. X kiest rijen, Y kiest kolommen.

x| 1 2 3
1
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Payoff matrix voor X: +30 —10 420

+10 420 -20

Strategie voor X: kies rij 1 met kans 2 en

rij 2 met kans

~N|lw~[»
L

~NlWw~NI»
X
Il
1

Strategie voor Y: kies kolom 1 met kans O,
kolom 2 met kans £, y
kolom 3 met kans 3.

~Nlw~NId» O

—10 = maxmin A(4,7) < 2 < minmaxA(i,j) = 20
) 7 7 )

Straks zullen we zien dat deze specifieke strategien optimaal
zijn: als één van de spelers afwijkt van deze strategie dan
gaat hij er niet op vooruit: (X,y) is een Nash evenwicht.



e Gemengde strategiéen



Gemengde strategién
Als de m X n matrix A de payoff matrix van X.

X kiest voor een gemengde strategie x = (z1,...,zm)"

als X een kansvector is (z; >0enxq1+a>+...4+zm =1)

en X de zuivere strategie i (d.w.z., de i-de rij van A)
kiest met kans ;.

Y kiest voor een gemengde strategiey = (y1,...,yn)"

als y een kansvectoris (y; >0eny;+yo+...+yn=1)

en Y de zuivere strategie j (d.w.z., de j-de kolom van A)
Kiest met kans y;.

Verder zijn in deze les
de X m-kansvectoren en de y n-kansvectoren
en worden maxima en minima genomen over kansvectoren.



Gemengde strategién
Als de m X n matrix A de payoff matrix van X.

X kiest voor een gemengde strategie x = (z1,...,zm)"

als X een kansvector is (z; >0enxq1+a>+...4+zm =1)

en X de zuivere strategie i (d.w.z., de i-de rij van A)
kiest met kans ;.

Als X de gemengde strategie X kiest en Y Kkiest y, dan is de
verwachte uitbetaling (gemiddeld per keer bij vaak spe-
len) voor X gelijk aan x" Ay en voor Y gelijk aan —xTAly.

Als X strategie X speelt dan krijgt X minimaal

myin xT Ay
uitbetaalt (gemiddeld per keer, bij vaak spelen).



Gemengde strategién
Als de m X n matrix A de payoff matrix van X.

X kiest voor een gemengde strategie x = (z1,...,zm)"

als X een kansvector is (z; >0enxq1+a>+...4+zm =1)

en X de zuivere strategie i (d.w.z., de i-de rij van A)
kiest met kans ;.

Speler X zal proberen zijn gegarandeerde uitbetaling
te maximaliseren:

De optimale (minste risico’s) gemengde strategie Xg
voor X (“rij-selectie-strategie”) is

Xp = argmaxy m)}n x" Ay

waarbij het minimum en maximum genomen is over
alle kansvectoren y, respectievelijk X.



Gemengde strategién
Als de m X n matrix A de payoff matrix van X.

X kiest voor een gemengde strategie x = (z1,...,zm)"

als X een kansvector is (z; >0enxq1+a>+...4+zm =1)

en X de zuivere strategie i (d.w.z., de i-de rij van A)
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Als Y strategie y speelt dan krijgt Y minimaal
: T T
Min(—X Ay) = —max X' A
in ( ) 2% \}
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Gemengde strategién
Als de m X n matrix A de payoff matrix van X.

X kiest voor een gemengde strategie x = (z1,...,zm)"

als X een kansvector is (z; >0enxq1+a>+...4+zm =1)

en X de zuivere strategie i (d.w.z., de i-de rij van A)
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Of equivalent hiermee:
Als Y strategie y speelt dan verliest Y maximaal

max xT Ay

(gemiddeld per keer, bij vaak spelen).



Gemengde strategién
Als de m X n matrix A de payoff matrix van X.

X kiest voor een gemengde strategie x = (z1,...,zm)"

als X een kansvector is (z; >0enxq1+a>+...4+zm =1)

en X de zuivere strategie i (d.w.z., de i-de rij van A)
kiest met kans ;.

Speler Y zal proberen zijn gegarandeerde uitbetaling
te maximaliseren:

De optimale (minste risico’s) gemengde strategie yg
voor Y ("kolom-selectie-strategie”) is

Yo = argmaxy mXin —xTAy

waarbij het minimum en maximum genomen is over
alle kansvectoren X, respectievelijk V.



Gemengde strategién
Als de m X n matrix A de payoff matrix van X.

X kiest voor een gemengde strategie x = (z1,...,zm)"

als X een kansvector is (z; >0enxq1+a>+...4+zm =1)

en X de zuivere strategie i (d.w.z., de i-de rij van A)
kiest met kans ;.

Of equivalent hiermee:

Speler Y zal proberen zijn gegarandeerde verlies
te minimaliseren:

De optimale (minste risico’s) gemengde strategie yg
voor Y ("kolom-selectie-strategie”) is

Yo = argminy max xT Ay

waarbij het maximum en minimum genomen is over
alle kansvectoren X, respectievelijk V.



Program

Optimaliseren

Nul-som matrix spel

Spel strategie

Gemengde strategién

Minimax stelling

Het vinden van de optimale strategie
Verdere ontwikkelingen

Bewijs van de minimax stelling



Een minimax stelling

A is een m X n matrix.

Hieronder zijn X m-kansvectoren en y n-kansvector.

Stelling. max min X' Ay < min max x' Ay
Xy y X



Een minimax stelling

A is een m X n matrix.

Hieronder zijn X m-kansvectoren en y n-kansvector.

Stelling. max min X' Ay < min max x' Ay
Xy y X

Bewijs. Als Xg = argmaxx miny x' Ay, dan

w = maxx Mminy X' Ay = miny xj Ay < XAy voor alle y.
Voor iedere y geldt  xjAy < maxx x'Ay.

Dus w < maxx X' Ay voor alley.

Dus w < miny maxx X' Ay.



Een minimax stelling

A is een m X n matrix.

Hieronder zijn X m-kansvectoren en y n-kansvector.

Stelling. max min X' Ay = minmax X' Ay
Xy y X

Een bewijs is verderop te vinden.



Een minimax stelling

A is een m X n matrix.

Hieronder zijn X m-kansvectoren en y n-kansvector.

Stelling. w =maxmin x'Ay = minmax x' Ay
Xy y X

w IS de waarde van het spel.

In woorden: Xg = argmax..., Yo = argmin...

Er is een strategie Xg zodat speler X minimaal gemiddeld
w verdient, welke strategie speler Y ook Kiest.

Er is een strategie yg zodat speler Y maximaal gemiddeld
—w verdient, welke strategie speler X ook kiest.

Stelling. (Xp,Yp) is het Nash evenwicht.



Een minimax stelling

A is een m X n matrix.

Hieronder zijn X m-kansvectoren en y n-kansvector.

Stelling. w =maxmin x'Ay = minmax x' Ay
Xy y X

w IS de waarde van het spel.

In woorden:
John von Neumann [1928]: ieder twee persoons nul-som
matrix spel heeft een Nash evenwicht [1951].



Een minimax stelling

A is een m X n matrix.

Hieronder zijn X m-kansvectoren en y n-kansvector.

Stelling. w =maxmin x'Ay = minmax x' Ay
Xy y X

w IS de waarde van het spel.

“Minimax’ staat voor “minimaliseer het maximum'' .



Een minimax stelling

A is een m X n matrix.

Hieronder zijn X m-kansvectoren en y n-kansvector.

Stelling. w =maxmin x'Ay = minmax x' Ay
Xy y X

w IS de waarde van het spel.

Hoe vinden we de optimale strategién,

dwz, de kansvectoren Xg en yg die de max min, resp. min max
realiseren?



Een minimax stelling

A is een m X n matrix.

Hieronder zijn X m-kansvectoren en y n-kansvector.

Stelling. w =maxmin x'Ay = minmax x' Ay
Xy y X

w IS de waarde van het spel.

Hoe vinden we de optimale strategiéen,

dwz, de kansvectoren Xg en yg die de max min, resp. min max
realiseren?

Middels de simplexmethode.



e Het vinden van de optimale strategie



Optimale rij-selectie

Beschouw een m-kansvector xg = (z1,...,Tm)".

m
Stelling. myin XHAY = mjin XgAe,; = mjin > wia;;
i=1



Optimale rij-selectie

Beschouw een m-kansvector xg = (z1,...,Tm)".

m
Stelling. m)}n XAy = mjin xJAe; = min Z iy

J o oi=1

Bewijs. Met ¢’ = —xJA, hebben we dat

TR T
Min XnAYy = —max Cc'y
y 0 y
en het minimaliseringsprobleem ziet er uit als:
maxc'y
1'y=1, y>0

Dit is een LP in standaardvorm!

= Maximimum in hoekpunt < Max. iny=e

)

j Z€kere j.



Optimale rij-selectie

Beschouw een m-kansvector xg = (z1,...,Tm)".

™m
Stelling. m)}n XAy = mjin xJAe; = min Z iy

J =1
Conclusie. Een optimale strategie xg = (x1,...,2m)"
™m
maximaliseert ~ min ) a;jz; zodat
J =
1=1

1"™x=1en x>0.



Optimale rij-selectie

Beschouw een m-kansvector xg = (z1,...,Tm)".

™m
Stelling. m)}n XAy = mjin xJAe; = min Z iy

J =1
Conclusie. Een optimale strategie xg = (x1,...,2m)"
™m
maximaliseert ~ min ) a;jz; zodat
J =
1=1

1"™x=1en x>0.

Lineair programmeringsprobleem?



Optimale rij-selectie

Beschouw een m-kansvector xg = (z1,...,Tm)".

™m
Stelling. m)}n XAy = mjin xJAe; = min Z iy

J =1
Conclusie. Een optimale strategie xg = (x1,...,2m)"
™m
maximaliseert ~ min ) a;jz; zodat
J =
1=1

1"™x=1en x>0.

g3 loopt van 1 tot n. er moeten n lineaire
doelfuncties geminimaliseerd worden. = (



Optimale rij-selectie

Beschouw een m-kansvector xg = (z1,...,Tm)".

™m
Stelling. m)}n XAy = mjin xJAe; = min Z iy

J =1
Conclusie. Een optimale strategie xg = (x1,...,2m)"
™m
maximaliseert ~ min ) a;jz; zodat
J =
1=1

1"™x=1en x>0.

Equivalente formulering:
maximaliseer z  zodat

(m
ZCL@JQU@ZZ voor 3 =1,...,n,
 1=1

T —

1, X=1en x>0

\



Optimale rij-selectie

Beschouw een m-kansvector xg = (z1,...,Tm)".

™m
Stelling. m)}n XAy = mjin xJAe; = min Z iy

J =1
Conclusie. Een optimale strategie xg = (x1,...,2m)"
™m
maximaliseert ~ min ) a;jz; zodat
J =
1=1

1"™x=1en x>0.

Equivalente formulering:
( maximaliseer z zodat

m
1=1

1) x=1en x>0

\



Of, in standaardvorm (na introductie van slacks s),

4 . .
maximaliseer z zodat

ERMHER

N\

\ L .




( . .
maximaliseer 2z zodat

1) 0' o ’s< _[1

\ L .

N\

130 —-10 20
VVoorbeeld. A = [10 50 —20]



( . .
maximaliseer 2z zodat

1) 0' o ’s< _[1

\ L .

N\

Voorbeeld. A = [30 —10 20]

10 20 —-20
1 1 00001
30 -10 1 0 0 1| 0 "
10 —20 01 0 1| O >0
20 200 01 1| 0 S
0 00001 M
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—20
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X v
1000M
Ol = — |+
olloNelR R
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O+ O OO
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|||
— o (@)
—

—30

—20

1000M
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oNoNGR e
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O

-1 1 0 O

40 —-10
—1 0 1

O
O

M

30

10
30

-1 0 O M

10

o
AN
X v
1000M
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1 1 00 0|0 1
—30 =101 0 O0|1]] O
10 =20 0 1 0|1} O
-20 20 0 0 1|1} O
O O 00 O|1|M

1 1 0 0 O 1
40 -10 -1 1 O O
10 30 -1 0 1 O
30 10 -1 0 O M

X

>0
S
1 1 00 0] 1
40 —10 -1 1 0| ©
10 30 -1 0 1| 0
30 10 -1 0 0| M

ho = (1,0,40,0,30)" is een hoekpunt

Vereenvoudig kolom 1,3 en 5




1 1 00 0|0 1
—30 =101 0 O0|1]] O
10 =20 0 1 0|1} O
-20 20 0 0 1|1} O
O O 00 O|1|M

1 1 0 0 O 1
40 -10 -1 1 O O
10 30 -1 0 1 O
30 10 -1 0 O M

X

>0
S
1 1 00 0] 1
40 —10 -1 1 0| ©
10 30 -1 0 1| 0
30 10 -1 0 0| M

ho = (1,0,40,0,30)" is een hoekpunt

Vereenvoudig kolom 1,3 en 5

] [ ] [

1 10 02O 1
O 5601 -1 O 40
O 70 0 -1 1 30
O 30 0 -1 0| M-30




1 1 00 0|0 1
—30 =101 0 O0|1]] O
10 =20 0 1 0|1} O
-20 20 0 0 1|1} O
O O 00 O|1|M

1 1 0 0 O 1
40 -10 -1 1 O O
10 30 -1 0 1 O
30 10 -1 0 O M

X

>0
S
1 1 00 0] 1
40 —10 -1 1 0| ©
10 30 -1 0 1| 0
30 10 -1 0 0| M

ho = (1,0,40,0,30)" is een hoekpunt

Vereenvoudig kolom 1,3 en 5

] [ ] [

1/ 1,0 0O 1
0501 -1 O 40
O(70|]0 -1 1 30
O030/0 -1 0| M—-30
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40 —-10
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M
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AN
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olloNelR R
olloR-Nolle
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—30

—20

—10 -1 1 O
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40

30

10
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10
(1,0,40,0,30) " is een hoekpunt

Vereenvoudig kolom 1,3 en 5
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)
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40
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O
1
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1 1 O 0 0|0 1
—30 —-10 1 0 0|1 O x
10 —20 0 1 0O |1]] O >0
—20 20 0 0 1/1l| © S
0 O OO0 01| M
1 1 000 1 1 1 O O 0] 1
40 -10 -1 1 0 0 40 -10 -1 1 0O O
10 30 -1 0 1| O
10 30 -1 0 1 0 30 10 =10 07
30 10 -1 O O M
ho = (1,0,40,0,30)" is een hoekpunt
Vereenvoudig kolom 1,3 en 5
o o o o o o
1/ 1/0 00 1 100 L o0 ¢
0/50/1 -1 0 40 001 -2 —5|10
O|70/ 0 —1 1 30 O 10 —% 7—10 %
O30)]0 -1 O| M —-30 O 0O —$ —7—10 *

Klaar: 1 =%, xo0 = 2 (met slacks 3 = 2, 4 = 0).

77

Invullen in magenta Ievert z =2,



Optimale kolom-selectie

We hebben gezien hoe we een optimale rij-selectie-strategie

Xo (die miny xJ Ay maximaliseert) kunnen uitrekenen.

Een optimale kolom-selectie-strategie ygp maximaliseert
mxin —xTAyg = mxin v (—AT)x

en kan dus op exact dezelfde manier uitgerekend worden

als Xg: we hoeven slechts A te vervangen door —AT (en

de dimensies aan te passen):

p

Mmaximaliseer z zodat

1 ol o71|Y 1
S| = ,

<

\ - -

7\
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VVoorbeeld. A = [
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10

|

( . .
Mmaximaliseer z
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Mmaximaliseer z zodat
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Voorbeeld. A = [30 —10 20]
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ho =(0,0,1,0,40)" is een hoekpunt
Vereenvoudig kolom 3 en 5
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ho =(0,0,1,0,40)" is een hoekpunt
Vereenvoudig kolom 3 en 5
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ho =(0,0,1,0,40)" is een hoekpunt

Vereenvoudig kolom 3 en 5
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ho =(0,0,1,0,40)" is een hoekpunt
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Klaar: y1 =0, yo =2, yo = 2 (met slacks yq4 =0, y5 = 0).

Invullen in magenta levert z = —2?

*x



Optimale kolom selectie, 11

Als we de waarde w van het spel kennen (omdat we Xg
uitgerekend hebben), dan geldt voor yg ook dat

max x"Ayg = max e Ayg = w.
1

Dus Ayo <wl, 1lyg=1, yg>0:

we zijn op zoek naar een acceptabel (feasible) punt.

i

In standaard vorm, 'n (y',s")' zodat

a2



Optimale kolom selectie, 11

Als we de waarde w van het spel kennen (omdat we Xg
uitgerekend hebben), dan geldt voor yg ook dat

max x"Ayg = max e Ayg = w.
1
Dus Ayo <wl, 1lyg=1, yg>0:

we zijn op zoek naar een acceptabel (feasible) punt.
In standaard vorm, 'n (y',s")' zodat

llj ?j] M B [wim]’ m > 0.

Opmerking. Als A anti-symmetrisch is, dat wil zeggen
dat A vierkant is en AT = —A, dan maximaliseert Yo

T TR TR
max —X Ayp = min AX = min A
e Yo ¥ Yo y YoAY

Blijkbaar is Xxg =yg en w = 0.



e Verdere ontwikkelingen



Generaliseringen
n-persoons nul-som matrix spel

Een twee persoons niet-nul som matrix spel, kan geschre-
ven worden als een drie persoons nul-som matrix spel.



e Bewijs van de minimax stelling



Lemma 1. Stel max min(x'Ay1, X Ays) <c¢ (%)

Dan is er een yg zo dat max x"Ayg < c.

Bewijs. Beschouw z e [y1,¥2]. Cz={x|x"Az > c}.
Uit (%) volgt dat Cy; NCyo = 0.

Omdat x'z < max(xTAyy,x"Ay,) volgt Cz C Cy1 UCYo.
Verder is Cz convex en zijn de Cy,; open.

Hieruit volgt dat (Cz C Cy; of (Cz C Cy»s.

Met Z,={zecl[y1,¥2]|CzCCy;} is y;€I;.

Als (zp,) CZ; en zp, — 2z, dan Cz C Cy;, immers
XeCz = Xx"Az>c¢ = 3n, X' Az, >c = X € Czy CCY;.
Dus Z, gesloten. Verder [y1,¥2] CZ1UIp, I1 # 0, Io # 0.
Dus isereen yg€Zi1NZ, en geldt Cyg C Cy; NCys = 0.
Dus geldt xTAyg < c¢ voor alle x.



Lemma 2. Stel I eindig en max mip(xTAyi) <c
1€

Dan is er een yg zo dat max x"Ayg < c.

Bewijs. Pas Lemma 1 herhaald toe.

Bewijs minimax stelling.

w = max min x' Ay = maxmin x' Ae;.
Xy X

Volgens Lemma 2 is er een yg zo dat m)?x xTAyO < w.

Dus

min max X' Ay < max X' Ayg < w = maxmin x'Ay.
\Y; X X X y



