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Twee jarige planten Evenwicht als
voor allen: Ni(n+1) = Ni(n) =a; en
In jaar n Ni(n): aantal planten in jaar n ontkiemt No(n4+1) = No(n) = as
N»(n): aantal planten in jaar n — 1 ontkiemt
ap| _ |1 4|y
Aanname: az| |2 0] |
e 50% van de O-jarige geeft zaad
e gemiddeld twee zaden van 0O-jarige ontkiemen & 1 eigenwaarde A = F 4}
e 75% planten overleeft de winter 7z 0
e gemiddeld vier zaden van de 1-jarige ontkiemen
L Evenwichtige opbouw in leeftijd als
Model: Ni(n+1)=2-5- Ni(n) +4 Na(n) voor alle n: Ni(n + 1)/No(n + 1) = Nq(n)/Na(n)
en No(n+1) = 3Ny (n).
2(n+1) = ZN1(n) Igl_%z;/gl
In “matrix taal”: 52 1 B2
Ni(n+1)| _ % 41| Ni(n) & )\ eigenwaarde A
No(n+1) 7 0] | Na(n)

Wanneer is evenwicht stabiel?
Wanneer is evenwichtige leeftijdsopbouw stabiel?



Als  |A2] < |A1], dan geldt, voor grote n,

)\ n
vy + 2 <2> Vo

~ 1 AT V1
Y1 \A1

A1 is een dominante eigenwaarde als  |A\o| < |\{]

v1 is dan een dominante eigenvector
Stelling. O is een stabiel evenwicht als 1 > |)\;|, i = 1,2.
Stelling. v is een stabiel evenwicht als A\; =1 > |As|.

Er is een stabiel evenwicht als 1 dominante eigenwaarde A.

Stelling. v, is een stabiele opbouw als Ay dominant.
Er is een stabiele leeftijdsopbouw als
A een dominante eigenwaarde heeft.

Voorbeeld. [Twee jarige planten]

1 4
Bereken de eigenwaarden A = [ ]

3
7 O
3
det (A —AI) = (1—)\).(_)\)_4.Z
= A -x-3
A eigenwaarde < M -\-3=0 <&
1+v1 1-1
>\:)\1:¥ of ,\=A2=%

1 geen eigenwaarde: dus geen evenwicht # 0.

A1 > 1: dus O geen stabiel evenwicht.

A
A1 > |Ap]: A1 dominante eigenwaarde met eigenv. v = { 31
Z
A . ) ) .
Dus ~ { 31} stabiele evenwichtige leeftijdsopbouw.
1

J

Voorbeeld. [Twee jarige planten]

1 4
Bereken de eigenwaarden A = [3 O}'
x
3
det (A —-)I) = (1—>\)-(—>\)—4-Z
= X -x-3
A eigenwaarde < M -)\-3=0 <
1+4++v13 1—-+13
A:>\1:7+2 of )\:>\2:—2

1 geen eigenwaarde: dus geen evenwicht # 0.

Leslie matrices

m leeftijdsgroepen (tijdvak bv. 1 jaar)
N, (n) aantal individuen van leeftijd k—1 begin n-de tijdvak

Aanname [Leslie]:
e In elk tijdvak overleeft de fractie s, van leeftijd k — 1
e Aantal O-jarige hangt lineair af
van de vruchtbaarheid van de diverse leeftijdsgroepen

Model: Nk-i—l(” + 1) = Sk Nk(n) &
Ni(n+1) = g1 N1(n) + ... + gm Nm(n)

In matrix taal  X,411 = AXp

g1 92 .-+ Gm-1 9m N1(n)
s1 0 ... O 0 N>(n)
met A=|0 s ... O 0 en Xp= | N3(n)
0O 0 ... s;p—1 O N (n)

Leslie matrix



Evenwicht als Als  [N\;] <|A\q| alle 5> 1, dan geldt, voor grote n,
voor alle n:  Nj(n+1) = Nj(n) =«a; voorj=1,...,m

Ao\ Am\"
Xn = y1 A} v+ 2 <2> v2+...+%<m) vm} ~y1 A vy
a1 . 71\ M 71\ A1
a=|: =Adad & 1 eigenwaarde A
am,
A1 is een dominante eigenwaarde als  |\;| < [X\q] (5 > 1)
Evenwichtige opbouw in leeftijd als voor alle n: vy is dan een dominante eigenvector

Nij(n+1)/N;j(n+ 1) = N;(n)/N;(n) voor alled,j = 1,...,m.
o - ) Stelling. O is een stabiel evenwicht < 1> |\, i =1,...,m.
AB=ApL <& X eigenwaarde A

Stelling. vy is een stabiel evenwicht < A1 =1> [N\ (5> 1)

Wanneer is evenwicht stabiel? Er is een stabiel evenwicht als 1 dominante eigenwaarde A.
Wanneer is evenwichtige leeftijdsopbouw stabiel?

Stelling. vy is een stabiele opbouw << A1 dominant.
Er is een stabiele leeftijdsopbouw als
A een dominante eigenwaarde heeft.

Wat gebeurt er als \1 niet dominant, als  |\1| = |\2|? Relevantie
Voorbeelden. Stel Ay dominant. Biologisch relevant?
o A= |10 Alfl , [1} evenwicht.
01 Az =1 1 Alleen als X\ €R, X >0
1+¢e] . 1+¢ en alle coéfficiénten van eigenvector niet negatief.
met Xg = is X1 =
1 1
= — i j 7
o« A 01 ' Ar=1 , 1 evenwicht. Stel |A1| = |\p|. Biologisch relevant?
10 Ao =—1 1
on{lig]jxlz{l—i— X0 =Xo, ... Voorbeeld. m =3
2060 A eigenwaarde = X3 =1
11 A =1 1 : A=|1 o0 of 7 &9W v
A= {O 1}' Ao=1" [0} evenwicht. 8 1o dus [A1] = [A2| = [A3].
xo= 1] = xp=|1T" 6] 36 12 6
2 2 MetxOZ 6 IS x1 = 3 , T = 18,.’]33: 6|,.
6 2 1 6



Machtsmethode

Stel A is een m X m matrix
met een dominante eigenwaarde \q en eigenvector vj.

Stelling. Voor iedere Xq,

geldt, voor grote n, Xn = A'Xg & 71 AT V1.

el xy

Gevolg. Met  pup=—
e—ern,1

geldt n“ﬂmoo“" =\

Machtsmethode.

Gevolg. Als v zo geschaald is dat erl =1, dan
TJLmOO Xp =V & nILmOO Un = Aq.

Dominantie
Xp41 = AXp

Zij A= (A;;) een m x m matrix.
AVj = AJV]
orden de eigenwaarden Aj met eigenvectoren V; zO dat

A1l > A2l > oo = [Aml, [N = [Aj41] = Re(N)) > Re(Aj41)

Stelling [Perron & Frobenius].
Stel A;; >0 alled,j=1,...,m. Dan geldt
e )\ >0.

e Er is een eigenvector vy bij A\{ met alle coéfficienten > 0.
e Als bovendien A irreducibel en a-periodiek = A1 dominant.

Matrices en grafen

matrix graaf

(@)

A =

ONI= O

1
0
1
3

Matrix (graaf) is irreducibel als

je in de graaf van ieder punt naar ieder ander punt kunt
lopen (via de lijnen in de aangegeven richting),

anders is de matrix (graaf) reducibel.

Periode matrix (graaf) = ggd(aantal lijnen rondwandeling)

waarbij de grootste gemene deler (ggd) genomen wordt
over alle rondwandelingen.

Matrix is a-periodiek als periode = 1.

016
Voorbeeld A= % 00

0io
A is irreducible. ggd(2,3) = 1, dus a-periodiek.

Dus, A heeft een dominante eigenwaarde.
Noem deze X. Dan A > 0,

>
N

1
)\3—5)\—1=0, A>1 en v=

NI+~

o

is de bijbehorende eigenvector. v is dominant.

Interpretatie: Geen evenwicht (behalve de triviale). De
bevolking groeit exponentieel en op den duur volgens een
stabiele evenwichtige leeftijdsopbouw:

Xn, & vy A"V voor grote n.

Voor iedere v > 0 is vV 'n stabiele leeftijdsopbouw.



Leslie matrices

g1 92 --- 9Gm-1 9gm
si; 0 ... O 0
A=|0 s> ... 0 0
0O 0 ... s;p—1 O

Zi_] hlzl, h2:81h1, h3282h2,....

Stelling. det(A — \I) =
A —glhlkm_l —g2h2>\m_2 — .. — gmhm.
Vi = (hy XL oA T2 R N3 ) T

5,20, g;>0 allei & ggd({ilh;jg; #0}) =1
= A1 dominant en A; > 0.

Zij A = (A;;) een m x m matrix, m > 1.
Stelling. Stel \q{ is dominant.
Voor iedere Xq,

geldt, voor grote n, Xn = A'Xg & 1 AT V1.

Stelling. Stel A > 0 en A\ dominant. Dan A; >0 en,

voor 'n scalair 1, zijn alle coéff. vy vy > 0.

Gevolg. Stel A>0. Dan A{ >0 en

er is een bijbehorende eigenvector met alle coéff. > 0.

Bewijsschets. Zij, voor ¢ > 0, A. de matrix die ontstaat door bij
alle coéfficiénten van A e op te tellen. A. is irreducibel en a-periodiek.
Dus er is een dominante eigenwaarde en die is > 0 en een bijbehorende
eigenvector met alleen coéfficiéenten > 0. Laat nu ¢ naar 0 gaan.

Voorbeeld. 016
Beschouw voor s > 0, de Leslie matrix A = %s 00
o Lo

3

e Voor welke s is er evenwicht?
e Is het evenwicht stabiel?
e Bereken de evenwicht(en).

h1 =1, hp = 1s, hz = ¢s & 9gd({ilh;g; # 0}) = ggd(2,3) = 1.
Dus, A heeft een dominante eigenwaarde > 0.
Als X eigenwaarde A met eigenvector v dan

1 1.1
AN _ZsA—s=0 en v= (12 s\, =s)7.
2 2" 6

1 is eigenwaarde < er is evenwicht & s =2/3.
Voor s =2/3 is A =1 de enige oplossing > 0.
Dus, voor s =2/3, is 1 dominant,

is v (1,3, 5T 'n evenwicht (iedere v > 0),
het evenwicht is stabiel, de leeftijdsopbouw is stabiel.
Op dag n

pn kans op zon
qn Kans op bewolkte
rn Kans op regen

Aanname:
“kans op'",
van dag tot dag

Model: 11 1
P 2 &2
Prnt1=|Gnt+1 | =PPp, met P=1|5 3 0
Pt 0 4}



Hoelang duurt het gemiddeld voordat het regent?
Markov ketens

X kans eerste regen op da
m verschillende toestanden. In toestand j is, Zn d b dagn

in volgend tijdvak, de kans op toestand i gelijk aan p;;. © .
= (3,1) coéfficiént van > nP".
P11 P12 -+ Plm p1(n) n=1

p=| P21 P22 Pam | p = 1:92()

Pl Pm2 --- Pmm pm(n)

Po,P1,... is 'n discrete Markov keten als Stelling. Als voor alle eigenwaarden X van A geldt
Pot1=Pp, allen A < 1,

met P kansmatrix & pg toestandsvector

o
n __ -1
(d.w.z. kolomsom(men) =1 & alle coéffiénten > 0). dan YA=AI-A)"

n=1

Stelling. p,, toestandsvector voor alle n. ioj nA'=A (- A)2
P heeft eigenwaarde 1 & |A\| <1 alle eigenwaarden A van P. n=1

P irreducibel & a-periodiek = 1 dominant =
d 1 stabiele stationaire toestandsvector.

Stelling. P kansmatrix. Stelling. )\ eigenwaarde A < )\ eigenwaarde AT
P heeft eigenwaarde 1 & |A\| <1 alle eigenwaarden A van P.
Intermezzo
Bewijs. e; is de j-de standaard basisvector, 1 = (1,...,1)7
1TP=1T = PT1=1. Xg =7v1V1 + ...+ YmVm, met Av; = A;v;
Dus 1 is een eigenwaarde van PT.
Zij wy zo dat ATw; = A\jwy, of, equivalent, w] A = Ajwy:
= O0=det(PT —-I)=det((P-I)T) = det(P —1I). . ) _ - _
w1 is een links eigenvector bij de eigenwaarde \q.
Dus 1 is een eigenwaarde van P.

Stelling. Als A\; dominant, dan 3 = wW{Xg/W{Vj.
Evenzo, als X is een eigenwaarde van AT.

— 0 =det(AT — AI) = det((A — AI)T) = det(A — AI). Bewijs. A1 WjVv; =W]AV; = \;W]V;.
Dus ) is een eigenwaarde van A. Dus, of A1 =2;, of wiv;=0.

Als A1 dominant, dan A1 #X; (j > 1):
W-]I_—XO = 'Ylwirvl +...+ 'me-]l_—Vm = 'Ylw-ll-vl-



Stelling. P kansmatrix.

P heeft eigenwaarde 1 & |A| < 1 alle eigenwaarden A van P.

Bewijs. e, is de j-de standaard basisvector, 1 = (1,..., nr
Stel Pv=)A\v.

Dan  A[lv[=|Av|=[PV|<P]|v],

hierbij is |v| codrdinaatsgewijs absolute waarde nemen

en geldt < codrdinaatsgewijs.

Dus ATV =1T(A[[v]) < 1TP |v| = 1T]v|

= |A L1

Opmerking. Als 1T|A| < 1T,
dan [)\;| <1 alle eigenwaarden \; van A.

Model. P=(p1,...,pm)" .

Stelling. Als het www irreducibel is en a-periodiek dan
convergeert de machtsmethode startend met pg = %1.

Problemen.
Reducibel — dangling nodes
(wel links ernaar toe, geen links ervan af).
— onsamenhangend
(geen links van een deel naar een ander deel
en visa versa).
Periodiek — machtsmethode convergeert niet.

Oplossing Google.
Dangling nodes linken in feite naar alle internetpagina’s:
Als Iy, geen link heeft, dan p;; = 1 voor alle i (ook i = k).
Pagina’s worden ook bereikt via de navigatiebalk van de browse¢
Teleportatie. Met T = 1117, beschouw (1 —a)P +aT.

Google. Iedere internetpagina I, heeft een zeker belang
(PageRank) py..

Aanname [Page&Brin 1998]:

e Het belang van iedere pagina I is het totaal
van de belangen die iedere pagina, die naar I linkt,
aan I, toe kent.

e Als I, naar £ andere verschillende pagina’s linkt,
dan kent I, aan ieder van deze pagina’s
1/¢-de deel van zijn belang toe.

Model. p = (p1,...,pm) .
Schaal p;, zodat 1Tp = Y p;, = 1.

0 1/3 1 1/2 1/3

o 0 0 0 1/3
Met P=1]0 1/3 0 1/2 0 |,

O 0 0 0 1/3

1130 0 O

(1 —a)P 4 aT is een a-periodiek, irreducibele kansmatrix.

Stelling. De machtsmethode, met pg = %IT, convergeert.
Per iteratiestap reduceert de fout (op den duur) met een
factor 1 — a.

Bewijs. De eigenwaarde \; = 1 is dominant.
Wat kunnen we zeggen over de andere eigenwaarden?

Stel [(1-a)P+aTlv=2Av met [N <1.
= 1Tv=o0.
= [(1—-a)P+aT]lv=(1—-a)Pv=)\v.
Dus Vv eigenvector P en

A= (1-a) x eigenwaarde P
= A <1l -«



e m lampen kunnen ieder met een eigen schakelaar
aan of uit gezet worden.

e Telkens wordt om de minuut random een schakelaar gekozen
en de schakelaar wordt random (50% kans) omgezet.
e In het begin zijn alle lampen uit.
P is een irreducibel en a-periodieke kansmatrix

Model. = T
Pr = (Po(n),p1(1), -, Pm(n) = 1 is de dominante eigenwaarde.

pj(n) is de kans dat er in de n-de minuut
precies j lampen branden.

01000
1100 0 10200
if2090 P=1I+Q) metQ=|0 % 0 2 0
2 2 8 2
Pn+1 =Pp,, met,voorm=4, P=|0 2 1 20 88883
001 :
0003 2 Q is een kansmatrix en als Qv = v, dan Pv = V.
% % (2) 0 Als v = (1,v1,v9,...)T, dan vy =1, 1+ 2vp = vq, etc.
algemeen, P = |0 =2 > o
0 0 =52 3

P is een irreducibel en a-periodieke kansmatrix
= 1 is de dominante eigenwaarde.

met m 4m! is
v = .=
! J 3t (m — j)!

v = (vp,v1,...) een dominante eigenvector van P.

De rij van toestandsvectoren p,, convergeert naar

de dominante toestands eigenvector v; = 27 "v.

De kans op alle lampen aan: 27"y, = 27 ™,
met m = 100 js 2100 = (210)10 , (103)10 = 1030,



