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Economisch model 1

In n-de jaar C,,: totale consumptie
I,: totaal aan investeringen
Y, = C,, + I,: nationaal inkomen

Aanname [Keynes 1936]:
e Consumptie hangt lineair af van

het nationaal inkomen van vorig jaar.
e Investeringen veranderen niet.

Model: C,, = kY, 1+Co & I,=1I
voor zekere positieve (bekende) k, Cy en Ig.

Dan Yon=kY,_1+ Co+ Ip.

a evenwichtspunt & a=ka+Co+ 1o & a=

Positief evenwicht & k<1 <
stabiel evenwicht (Y, =a+en < en = kep—1).

Schommelingen in de conjunctuur?

Co+ 1o
1—k

Program

e Management voorbeeld (affien)

e Economisch voorbeeld (affien)

e Rupsen-wespen (niet lineair)

e Niet-lineaire modellen, evenwicht, stabiliteit
e Lineairiseren

e Companion vorm

e Complex als 2-d reeel

e Hoefijzer van Smale

Economisch model 1I

Aanname [Samuelson & Hicks 1939]:
e Consumptie hangt lineair af van

het nationaal inkomen van het vorig jaar
e Investeringen hangen lineair af van

de groei van het nationaal inkomen

Model: Cp, =kY,_1+ Cp & In=d (Yn—l — Yn—2) + Ig

voor zekere positieve (bekende) k, Cp en d, Ij.

= Yn=kY, 1+ Co+d(Y,_1—-Y,2)+ 1o
=(k+d)Y, 1—-dY, 2+ Co+ Ip.

a evenwicht & a=(k+d)a—da+Co+ 1y & a=

Positief evenwicht < k< 1.

Stabiel?? Y, —a als Ygraen Y, =a??

Co+Ip

1—k



Economisch model; Analyse

Er geldt (companion vorm)

Yo |Z[k+d —d] [Yar]  [Cot1o
Y1 |~ 1 0 0 '

_[k+d —d]| _[Co+Io] , _[z1(n)
Met A—{ 1 0 },c—[ 0 _’X”_{xg(n)} geldt

Yo=z1(n—-1) (Vn) <& Y,=z5(n) (Vn) <

Y1 =a:1(0) & Xn = AX,_1+C allen.
Yo = 22(0)

A1, Ap eigenwaarden A zodat |Ap| < |Aq].
Evenwicht is stabiel < |A\1] < 1.

[Ao| < [A1] (A1 dominant) = ep~ 1 A
Evenwicht herstelt als |\1| < 1.

(Herstel is monotoon als A» > 0.)

M =X =pe®gR.  Hier p=|\|

= en = p" (71 cos(n¢) + v2 sin(n ¢)):

Slingerende herstel van het evenwicht als |\1| < 1.

Xn =AX,_1+cC allen

&E{Zl} evenwicht (Xg=a& = Xg=X1=...)
2

& ayp=ar=(Co+1Ip)/(1—k).

Stabiel als x, — & (n — c0) voor Xg = a.

Als X, =a-+ &, dan

Stelling. Stabiel <« &,—0 (n— o0) voor e&g~0
< |Al <1 alle eigenwaarden X van A.

Voorbeeld. Karakteristieke vergelijking A:
detANI—A) =22 —(k+d)X+d=0.

Reéle oplossing < 4d< (k4+d)?2 <« k>1.
Stel reéle oplossing. Dan: M>1 & kE>1.
Stel irreéle oplossing. Dan: A<l <& d<1.
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k=0.1,d=0.7, Co=8/9, Iy =2/9.



Voorbeeld. Karakteristieke vergelijking A:
det(ANI—A)=X2—(k+d)X+d=0.
Reéle oplossing <« 4d<(k4+d)?2 <« k>1.

Stel reéle oplossing. Dan: M>1 & kE>1.
Stel irreéle oplossing. Dan:  [A1]<1 <& d<1.

Economisch model, k=0.1, d=0.7, C0=0.888889
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k=0.1,d=0.7, Co=8/9, Iy =2/9.

Niet-lineaire modellen

{ Tp4+1 = f(xn,yn)
Yn+1 = 9(@n, yn)

of xn+1 = |:mn—|—1:| — f(xn) = |:f(.’1?n, yn) :| .

Yn+1 9(zn, yn)
Evenwicht als ) Tn = ZTp-1 = ... = I0 = &,
Yn =Yp—1=... =yo = 0.

(a,B) evenwicht < a=f(ao,8) & pB=g9g(o,p).

Evenwicht (a, 3) is stabiel als

zn—a & yp—pf (n—oo)

voor allezg~a & yg=p

en

rorRa&yyx~p = apra&yp=xpallen.

Sluipwespen & Rupsen
In jaar n: rp het aantal rupsen,
wn, het aantal sluipwespen.

Aanname:

e groeicoéfficient rupsen neemt lineair af
bij groeiend aantal rupsen en wespen,

e groeicoéfficient wespen neemt lineair toe
bij groeiend aantal rupsen.

Model: Tnt1 = (@ —7rn/R —wn/W)rn,
{ Wp41 = ¥ Tn Wn,
voor zekere positieve constanten a, v, R en W.
Schaal: zn = rn/R, yn = wn/W levert
Tn4+1 = (a = zn — yn) Zn,
{ Yn+1 = bxnyn.

Is er evenwicht? Is dat stabiel?
Hoe ontwikkelt de oplossing zich?

X TTOY s YL TO0Y) met f(xy)=(3.35-x-y).x, g(xy)=1.1.%.ry

T T T

T 4
faseplot n— (xn,yn)




X =TV Y 9 Y, met f(x,Y)=(3.35-x-Y).*x, g(x.y)=1.1.*x.*y

O rupsen
® wespen
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Linearizeren rond evenwicht

Stel (o, 8) evenwicht, a = [g}

“ |

En+1
On41

Tn =+ éen

yn:,@‘i‘(sn

=05

de Jacobi matrix of totale afgeleide van f.

], met

oplossing met {

D = Df(a) =

en~0
n~0

of of
%(0‘716) %(ayﬁ)

dg dg
%(aaﬁ) 8_y a7/6)

)

|+

xnza"_gn

yn = B+ on

. En
opl. mits {5

~0
n ~ 0.

Linearizeren

fla4¢e)~ f(a)+ef'(a) voor e=0.

2-dimensionaal: g,0~0 =

Flat-o,54+6) ~ f(e0 ) + o0 (o )+ 6 02 (0, 6).
o oy

Lineariseren en stabiliteit

Stelling. a evenwichtsoplossing. A eigenwaarde Df(&).

Evenwicht stabiel < |A\| <1 alle \.
Evenwicht instabiel < || > 1 zekere A.

Geen conclusie als

Al <1allex & |\ =1 zekere Al

Stelling ook goed in meer dan 2 dimensies.



Stabiliteit evenwichten 2-d (reé€el)

X X a a
[ n—H] =A[ n] met A = [ 1 12], ajj, [mo] redel.
Yn+1 Yn a1 a2 Y0

A met eigenwaarden A1 en Ap, |Ao] < |Aq].

det(A —AI) = (a11 —MN)(a2 —A) —aizan
= X2 —(a11 +a22) A+ (a11 a2 — a12a21)
= XN —s\+d
met d=det(A)=aj1a —ainan:
s =spoor(A) =aq1 + ano

AN _sA+d=A0=-2) (A =X)
= s=A1+ X2 en d= M\ Ao

Stabiliteit evenwichten in 2-d

-3 -2 -1 0 1 2 3
Horizontaal: s=spoor. Verticaal: d=det

Stabiliteit evenwichten 2-d (reé€el)

X X a a
|: n+1:| =A|: n:| met A = |: 1 12:|, aij,|:mo
Yn+1 Yn a1 a2 Y0

A met eigenwaarden A1 en Ap, |Ao] < |Aq].

] reéel.

d=a1jaz —aipaz; = det(A) = A1 Ao

s =a11 +azp = Spoor(A) = A1 + Ao

4d < $2 = A1, A2 €R.

Stabiel: 1—-s+d>0enl+4+s+d>0 <
4d > 52 = A, ER, A=

Stabiel: d = |A1]%: M| =)Mo <1 & d<1

Bewering. Stabiel als |s| -1 <d < 1.
Instabiel als |s| — 1 >d of d > 1.

—1< <A<l



x =@a—zpn— Tn,
Voorbeeld. { n+l ( n=yn)an met a,b > 0.

Yn+1 = bTnyn,

Lineariseer rond (a, 3): {En—i-l} — {a —2a-4 —a} |:€n

On+1 b3 ba | |dn
Evenwicht (1): §"+1 = [8 8} {(Esn}
| “n+1 | n
Evenwicht (2): ‘;nii = {2 8 ab(];L_—ai):| {Zﬂ
L n d
[ | 1-1 _1
Evenwicht (3): Entl| — b 5 ||en
' Snt1] |bla—1)—1 1 |[on]

Evenwicht (1) is stabiel < a < 1.
Evenwicht (2) is stabiel & 1<a<3 & a<1 +%.
Evenwicht (3) is stabiel < max(3 — 3,1+ $)<a<1+3%.

Wat als a>1+427

Complex als 2-d reéel

Voor c € C, bekijk

Zp41 = F(zn) met F(z)= 2 +ec (z€©)

|

Voor z € C, schrijf z = z+iy met z,y € R. Evenzo ¢ = a-+1ib.

Dan  F(z+iy) = (22 — y? 4+ a) + i(2zy + b).

Tpy1 = f(Tn,yn) = x% - ?J% +a
Yn+1 = 9(Tn, yn) = 2xnyn +b

I . o |2 —2y
Stabiliteit. Jacobi matrix in (x,y): {Qy 233}
met eigenwaarden A1 = 2(z +iy) en Xy = 2(z — iy).

Met z==x+ iy is |\| = |2 =2|z| = |F'(2)].

Evenwicht (in C) in ¢; = 3(1 4+ /I — 4c). Stabiel als [2¢;] < 1

Ny, aantal individuen eind maand n

Aanname:
e Alleen individuen ouder dan 1 maand produceren nakomelingen

Productie is met vaste groeicoéfficiént,

e Sterfte hangt lineair af van het totaal aantal individuen.

Model: Voor zekere g > 0
N, _
Npp1= (1 —wR) No+9(1 — 52 N, 1.

Na schaling xn = Ny /N:

Tpy1 =1 —rxp)en+9(1 —Kzy 1) TH 1

of equivalent hiermee (companion vorm)
Tnt1 = on — k38 + g(yn — KY2), .
Yn4+1 — Tn

(d.w.z. Y1 =20 <  Ypt1 = Zn).

Voorbeeld
Kies c € C. Definieer F(z)=22+4c¢ (z € C).

Voor iedere rij (zn) met
drie mogelijkheden:

Zp41 = F(zn) zijn er

1) zn — « (n — 00) met a evenwicht: a = F(«)
2) zp — o0 (n — o00)
3) anders (chaos, periodieke banen)

Julia set: {29 € C| (2n) heeft eigenschap 3)}

e Kiesc= —1.25.
Kleur zg € C met kleur afhankelijk van gedrag (zn) voor n — oo.

o Kies zg=1.
Kleur ¢ € C met kleur afhankelijk van gedrag (zn) voor n — oco.

Kleurnuances corresponderen met
waarde n waarvoor |z, —a| < 1078 of |z,| > 108



Chaos Fil1

Een iteratief proces xz,47 = f(zn) is chaotisch (op I) als

1) er voor iedere zg € I kleine verstoringen zijn die
op den duur tot grote afwijkingen leiden,

2) er in de buurt van iedere z € I een zqg € I te vinden is
waarvoor de baan (z,) periodiek is,

3) er een baan (xp) te vinden is in I die voor iedere z € I
willekeurig dicht in de buurt van z komt.

Voorbeeld. z,11 = F(z,) met F(z)=22 (2€0),

lzol <1 = 2z, —0 (n — o0)

lzo] >1 = 2zn — o0 (n — 00)

|zo| = 1.  Schrijf z, = 2™ voor een ¢, € [0, 1).
Zntl = 2721 & ¢pg1 =2¢nmod1:

Chaos op {z € C||z| =1}. Is chaos zichtbaar hier?

o0 .
Cantor verzameling. D = {Z 2a;37" | a; € {0, 1}}
i=1

Itereren op de Cantor verzameling.

Tp41 = 2xzpmodl op [0,1] is equivalent met (binair)
o o0
> 27 = > a2
i=1 j=1
‘Verplaats' dit proces naar D:
Z 2a; 377 - Z 2aj41 377 *)
j=1 j=1

Zo correspondeert xg = 0.01011001...
=0-27141.27240.238341.27%41.2754 ..
opDmet0-37142.3240.3342.3442.3 54 ..

Conclusie. Proces ) is chaotisch op de Cantor verzameling.

Cantor

verzameling

0.5

-0.5F

0.2

0.4

0.6

X,+1 = f(xn) op R?  ~

op C met F(z) = 23

0.8 1

0 .
Z 2a;37"
=1

met a; € {0, 1}
)

) .
Z a; 27"
=1

met a; € {0,1}

(z € C).

Wat gebeurt er met de bovenste helft van de eenheidscirkel?

iv)n v

e

I i

D

f(v)

\



Xp41 = F(Xn)
Definieer de keten van verzamelingen V, door
Vo1 = 1Wn) NFVR) NV

0o
Met D= () Va
n=0

f(D) =D

Chaos op D in vorige voorbeeld.
Is deze constructie algemener toepasbaar?

Wanneer werkt hij?

Xp41 = F(Xn)
Definieer de keten van verzamelingen V, door
Vn—i—l = f_l(vn) N f(vn) NVn
o0
Met D= () Vn
n=0

f(D) =D

Conclusie.

geldt

geldt

Als f(V) in twee parallele stroken V doorsnijdt, en als ¢ een

lijn is in V en f(£) als een hoefijzer om £ ligt, dan

e is er een ‘Cantor achtige’ deelverzameling D van ¥V met

f(D) =D
en
e het proces x,4; = f(Xp) is chaotisch op D.

Xp4+1 = f(Xn) op R2 ~ opCmetF(z)=23 (2€0).

0 is een stabiel evenwicht. Andere evenwichten?

e (zn) convergeert naar 0 als |zg| < 1.
e (zp) ‘convergeert’ naar oo (divergeert) als |zg| > 1.
e Chaotisch gedrag voor |zg| = 1.

Varianten. x,.; =f(x,) op R?2 ~ op C met

o F(2)=22 (z€0).

o F(z)=2z24c¢ voor zekere c. Julia set.

o F(2) = F(re2mi®) = \/r 27120,

o F(z)=F(re™?)=(Gr+8¢)e3™¢  (ref0,00), |¢| <1)

Actie F op {z € C||z|] < 1,Re(z) >0} is
samendrukken, uitrekken, oprollen

(Plaatjes op de volgende transparanten voor deze iteratie)



