Utrecht, 13 juni 2013
Modellen en Simulatie
Lineare Programmering

S

= Universiteit Utrecht

- i
Gerard Sleijpen {{ﬂ»\\\ Department of Mathematics

http://www.staff.science.uu.nl/~sleij101/

dagelijks kunnen verwerkt worden:

480 hammen (H), 400 pork bellies (B), 230 picnic hammen (P
420 kunnen gerookt worden, en met overwerk nog eens 250

Winst per item (in dollars)

vers gerookt (regulier) gerookt (overwerk)

H 38 14 11
B 4 12 7
P 4 13 9
Dagelijkse aantallen (nog te bepalen onbekenden x1,...,z9)
vers gerookt (regulier) gerookt (overwerk)
H| x1 o 3
B| z4 Ts5 6
P 7 g 9

Maximaliseer  8z1 + 14z + 1lxz + 424+ ... 4+ 929

onder de beperkingen z7 >0, 20 >0, ..., zg > 0,

1+ xp+x3 =480, 4+ x5+ 26 = 400, 27+ 28+ 29 = 230
zp + x5 + zg < 420, 23 + e + w9 < 250

Program

e Optimaliseren

e Lineaire programmering
e Voorbeelden

e Polytopen

e Intermezzo: rang

e Intermezzo: notatie
e Hoekpunten

e Intermezzo: vegen
e Standaard vorm

e Simplex methode

e Positiviteitsristricties

e Het eerste hoekpunt

Voorbeeld.

f(x)=c'™x met ceR" (Lineaire vorm op R"™)
en V={xeR"|[a/x<pg voor i=1,...,m},

waarbij a; € R" en 3, eR (i=1,....m).

Lineair programmering. Los op

max c'x doel, doelfunctie
zodat a/x < f3; voor allei=1,...,m. beperkingen

Stelling. Als 1) V een hoekpunt heeft en
2) het maximum wordt aangenomen op V
dan wordt het maximum aangenomen in een hoekpunt.



Dieet

m Voedingsstoffen Vq,..., Vs, (vitaminen, mineralen, kool-
hydraten, ...). Keuze uit n ingrediénten I4,...,In.
Aanname:

e Het dagelijkse dieet moet minstens 3; microgram V; bevatten.

e Een gram van ingrediént I; bevat a;; microgram V;.
e Een gram van ingrediént Ij kost cj euro.

Opdracht. Bepaal het goedkoopste dieet waarmee je ge-
zond blijft.

Model. z; is de dagelijkse hoeveelheid van ingrediént ;.

Schrijfx = (z1,...,zn)", c=(c1,...,en) T, @ = (a1, aipn) "
Minimalizeer c'x met x zo dat a/x >3, (i=1,...,m).
Maximalizeer —c™x met x zo dat —a/x < —8; (i=1,...,m).

Terminologie. Beschouw een a € R" en een 3 € R.
{x e R" | aTx < 3} is een halfruimte,

{x € R" | a™x = B} is een hypervlak.
Als a; € R™ en 3; € R dan heet
m
V={x|a/x<p (i=1,...,m)}= [{x|a/x <3}
i=1

een polytoop.
Een polyeder of veelvlak is een begrensd polytoop.

Notatie.

aj b1

Met A= : |, b= : en x<yalsz; <y;alley
an, Brm

is YV ={x| Ax < b}

Voorbeeld.

f(x)=c™x met cecR" (Lineaire vorm op R"™)
en V={xeR"[a/x<g voor i=1,...,m},

waarbij a, e R" en 3, eR Gi=1,....m).

Lineair programmering. Los op

max c'x doel, doelfunctie
zodat a/x < g; voor alle i =1,...,m. beperkingen

Stelling. Als 1) V een hoekpunt heeft en
2) het maximum wordt aangenomen op V
dan wordt het maximum aangenomen in een hoekpunt.

Terminologie. Punten in V zijn acceptabele punten.

Met p en g in R" is

[P,a] = {ap+ (1 -a)a|ac(0,1]}
het lijnstuk tussen p en q.
Als p # q, dan bekijken we ook

(P,a) = {ap+ (1 -a)a|ac(0,1)}.

Met p; in R"  (j=0,1,...,k) is
k k
j=0 J=0
een polytoop,

Als P1—Po, P>—Po, ---, Pr—Po lineair onafhankelijk
zijn dan heet S een k-simplex.

Po = 0 en p; = e; de j-de standaard basis vector (k = n)
geeft het eenheidssimplex in R™



Definitie. Een verzameling U C R™ is convex als

voor allep,acUd = [p,q] CU.
Stelling. U en W convex = U nNw convex.
Stelling. Halfruimtes en hyperviakken zijn convex.
Stelling. Polytopen zijn convex.

Definitie. Zij U een convexe verzameling.
Een p in U4 is een hoekpunt van U/ als
P& (x,y) vooralle x,yeld ,x#Yy.

Hoe zie je in hogere dimensies of p een hoekpunt is?

Lineair programmering. Los op

max c'x
zodat AxX < b.

Stelling. Als 1) V een hoekpunt heeft en
2) het maximum wordt aangenomen op V
dan wordt het maximum aangenomen in een hoekpunt.

Oplosmethode.
e Vind een hoekpunt van V
e Herhaal
o Vind vanuit dat hoekpunt een richting langs de

rand van VY waar langs de doelfunctie groter wordt.

Stop als er niet zo'n richting is.
o Loop vanuit dat hoekpunt in die richting
tot een volgend hoekpunt van V

Stelling. Het hoekpunt waarin gestopt wordt is 'n
maximalizerende x ('n x die het Ip-probleem oplost).

Aismxk beR” k<m, V={xeRF|Ax<b}.

Terminologie. p € R* is een basispunt voor V als
er een rij I is van k verschillende getallen uit {1,2,...,m}
waarvoor A(I,:) inverteerbaar is en A(I,:)p = b(I).

Stelling. peV.

p is een hoekpunt van V & p is een basispunt voor V.

Interpretatie. In de k-dim. ruimte: hoekpunten zijn
snijpunten van k hyperviakken {x € R¥ | A(i,:)x = b(i)}
(¢ uit een rij I van k verschillende getallen uit {1,...,m}).

In 2-d (k = 2), snijpunten van 2 lijnen.
In 3-d (k = 3), snijpunten van 3 vlakken.

Opmerking. Als I = [I’,i] een rij is van verschillende
getallen uit {1,...,m} en A(I,:) heeft niet volle rang,
dan is, met H(I) = {x e R¥ | A(I,:)x = b(I)},

H(I") parallel aan (een deel van) H(i).

Lineair programmering. Los op
max c'x

zodat AxX < b.
Lineair programmering in standaardvorm. Los op
max c'x
zodat AXx=Db en x> 0.

Breng op standaard vorm door

1) slack variabelen in te voeren:
Beperking wordt: Ax =Db met z; > 0 alle j € J,
waarbij J C{1l,...,n} enz; €R voorj¢gJ

2) en de z; te elimineren waarvoor j ¢ J

Opmerking. De matrix A = Acgtang in standaardvorm is
geconstrueerd uit de matrix A = A, voor het algemene
LP-probleem. De matrices zijn echter niet hetzelfde:

A, is smal en hoog (m x k met, gewoonlijk, m > k),
Actang IS breed en laag (¢xn met, gewoonlijk, £ < n, m =n = k+£).



Lineair programmering in standaardvorm. Los op
max c'x

zodat AXx=b en x> 0.

Stelling. Als 1) V={xeR"|Ax=b en x>0} #0 en
2) maximum c'x wordt aangenomen op V

dan wordt het max. aangenomen in een hoekpunt van V.

Simplex methode.
e Breng het Ip-probleem op standaardvorm.
e Vind een hoekpunt van V.
e Herhaal
o Vind vanuit dat hoekpunt een richting langs de
rand van VY waarin de doelfunctie groter wordt.
Stop als er niet zo'n richting is.
o Loop vanuit dat hoekpunt in die richting
tot een volgend hoekpunt van V

Stelling. Het hoekpunt waarin gestopt wordt is 'n
maximalizerende x (x lost het Ip-probleem in standaard-

vorm op).

Aislxn, £<n, beR!, V={xeR"|Ax=b en x> 0}.

Met ceR" en M =max{c™x|xeV}, zij
b
IviRg

Stelling. Door te vegen veranderen V en Vmax hiet.

VmaxE{X€V|CTX:M}:{XZO| [f_‘r}x:

Door te vegen veranderen A, b, c en M maar

Bewijs. V: merk op dat met v,a € R, v # 0 geldt

{aIX:Bl @{%aIxz%ﬁl (x € R")
ajx=po (ag —aay)"™x =B —afy '
Als (ig,jo) de pivot is in een veegstap dan is bovenstaande
van toepassing met a] = A(ip,:) en a} 'n andere rij van A.

Vmax. behandel (de onbekende) M als een getal en pas het

resultaat toe met {:-‘r] en [b

M} in plaats van A, resp. b.

Aisfxn, £<n, beR, V={xcR"|Ax=b en x> 0}.

Terminologie. p € R" is een basispunt voor V als
er een rij J is van £ verschillende getallen uit {1,2,...,n}
waarvoor e A(:, J) inverteerbaar is,
e A(:,J)p(J) =Db,
e p(j) = 0 voor iedere j & J.
Stelling. p is een hoekpunt van V
= p>0 & pis een basispunt voor V.

Opmerking. Als p een basispunt is voor V dan is
Ap = A(:,J)p(J) =b en dusis p €V als ook nog p > 0.

Opmerking. Als J uit minder dan ¢ verschillende getallen
bestaat en ¢ A(:,J) heeft volle rang,

o A(,JJ)P(J) =D,

e p(j) = 0 voor iedere j & J,
en A heeft rang ¢ (volle rang), dan kan J worden aangevuld
tot een basis.

Zij A een £ xn matrix van volle rang, £ < n, b € RY, c € R".

(B) J rij van £ verschillende getallen uit {1,2,...,n}
zodat A(:;,J) =1, c¢(J)=0,b >0

Herhaal
e Als c <0 dan, succes=true, stop
anders, kies jg zodat c(jg) > 0
e Als A(:,j0) < 0 dan, succes=false, stop
anders, ig = argmin;{b(i)/A(i, jo) | A(i,jo) > 0}
Vervang het ig-de getal van J door jg
e Veeg met (ig,jo) als pivot
(veeg b, M — 1 en € mee)
einde herhaal
h(J)=b, h(j)=0alsj¢J.
Als succes dan Xep = h, M = pu, anders M = co.

Bewering. Als M < oo dan is de gevonden Xqp €en hoek-
punt dat het probleem oplost (Xeop is een maximaliserende
vector in V: Xep = argmax{cl,,x | x € V} waarbij Coor de
oorspronkelijke vector c is).



Voorbeeld. 2 310100} 5 Minder dan n positiviteitsrestricties
41 2 01 011 b >0,
3416 0 0 1| 8 J = [4,5,6].
542 00 0[|M Wat doen we als er geen positiviteitsrestrictie zit
- . 5
e o o Kies jo = 1 (of 2 of 3). op k van de n codrdinaten x; van X:
2/3 10 1 0 0| 5 = o
211 2 0 1 ol11 Minimum [5/2,11/4,8/3] voor ig = 1.
3|4 16 0 0 1| 8 \I\/Ileiuwﬁqé_i\[/tt&(?]" )= (1.1) e Hernummer de z; zodat z; > 0 voor alle j =k+1,...,n.
5]4 26 0 0 0| M g p 0,J0) = 5 - o
e Elimineer zq,..., .
° ° e Kies jo = 3
0 = O.
! 1.5 5/ 05 00 25 Min. [5/2.5,%,0.5] voor ig = 3 (of
0 —-5|-18/ -2 1 0 1 !
Nieuwe J = [1,5,3].
[0 _-05 115 0 1 0.5] Veeg met pivot (io, jo) = (3,3)
0 —-35 1] 25 0 0| M —125 ’ 1
[ ] [ ] [ ]
1 40 8 0 -5 0  Geen verbetering meer mogelijk.
0 —-14 0 -29 1 18 10
0 -05 1 -15 0 1 05 J=1I1,53], M =13,
0 -3 0 -10 -1|M-13
Xopl(J) = h(J) = (0,10,0.5) T, Xop = (0,0,0.5,0,10,0) .
xj = Xop|(j) aflezen uit de “eindtabel” is gemakkelijk: 1
als j ¢ J dan is z; = 0, anders -
loop in de jde-kolom naar de rij met de 1 en z; is de b(4) in die rij.
Vb. 14 331000 2 Het vinden van het 1ste hoekpunt
13-110100|-2
12 320010]| 3 23>0,24>0,...,28 >0 A=Agaqislxn, £L<n, V={x|Ax=Dben x>0}
13-21000 1|-3
31 42000 0| M .
Stel A komt van een ¢ x k matrix Aq.or door toevoegen
J = [3,4] van ¢ slack variabelen (n =£+k): A = [Acor, I].
10 3 1 0 1 |=2 11 jo=©6 En stel
1 0 0 1 o0|-1 1 . 4 .
er is geen = T
30 —9 0 0 -8 | 5| M-39 geen ig 0, =(0,0,...,0)" is een aar_1yaardbaar punt
voor het oorspronkelijke ¢ bij k probleem
) Dan is o Ji=[k+1,...,k+£] een basis
Conclusie. x = 0,0,11 +2a,1+«,0,a)T 1 2200 ’
( 0,11+ 20,1+ @,0,0) o hy=(0/,b")T >0, en
is feasible voor iedere o > 0. I.h.b., xr3 = T4 = 0. o hq is een hoekpunt van V.
Dus z1 = —14 4 325 — 426 = 15 4+ 2«
en zo=4—-—25+x5=—-6—q. Conclusie. hj is een geschikt eerste hoekpunt.

Dus is x= (154 2a,—6 —«,0,0,...)T feasible (a > 0)
(controleer door invullen) en
3z1 +xo + 423+ 224 = 39 4+ 5o — co = M vOOr a — oo



Het vinden van het 1ste hoekpunt
A=Agngislxn, L<n, V={x|Ax=Dben x>0}

e Vind basispunt p: vind 'n rij J van £ getallen waarvoor
p(j) =0alsj¢J,

rang(A(:;,J)) =£en A(:,J)p(J) = b.

Stel p is niet aanvaardbaar.

e Veeg zo dat A(:,J) =1,. 1 is de ¢-vector (1,1,...,1)T.

e Zij ig=argmin;b().
Alternatief probleem (4). Maximaliseer (—z),
zodat [A, 1] ’Z‘ —b en x>0, z>0.

Voor (+) is hg)" een aanvaardbaar hoekpunt.

Los (4+) op met de simplexmethode met start har.

Het vinden van een basis(punt)
A=Asanqislbijn £<n V={x|Ax=Db, x>0}

e Vind basispunt p: vind 'n rij J van ¢ getallen waarvoor
p(j)=0alsj¢gJ,

rang(A(:;,J)) = ¢ en A(:,J)p(J) = b.

Hoe vind je een J met ¢ elementen
zodat A(:,J) volle rang heeft?

Kies J en veeg.

Het vinden van het 1ste hoekpunt
A=Agngislxn, L<n, V={x|Ax=Dben x>0}

e Vind basispunt p: vind 'n rij J van £ getallen waarvoor
p(j)=0als j & J,
rang(A(:;,J)) =£en A(:,J)p(J) = b.

Stel p is niet aanvaardbaar.
e Veeg zo dat A(:,J) =1,. 1 is de ¢-vector (1,1,...,1)T.
e Zij ig=argmin;b().
Alternatief probleem (4). Maximaliseer (—z),
zodat [A, 1] ’Z‘ —b en x>0, z>0.

Stelling. V # 0 = V heeft minstens een hoekpunt
dat bovendien gevonden wordt door de simplexmethode.

Bewijs. De simplexmethode vindt een hoekpunt van VT,
zeg hi". hi" is van de vorm hi" =(h],2)T en z =0 (zie
vorige stelling). Dus is hy is een hoekpunt V.

Voorbeeld. 1 x>0

Met J = [1,2] heeft

11
1 3} heeft volle rang.

Veeg kolom 1 en 2:

10 25 -3 6 p=(6,-1,0,0)7
01 -05 1|-1 = s een basispunt.

ig=argmin;b(i) =2 en p=-b(ig) =1.
hg = {"J’p”lJ] = (7,0,0,0,1)"

Pas nu de simplexmethode toe op [A,—1] en c = —€,1
om een aanvaardbaar basispunt te construeren.



Voorbeeld. 112 —2|5 x>0 Voorbeeld. o o
131 0|3 = 1 12 —2|s5 hy >0
1 31 0|3 J=11,3]
. o 1 -73 2|M
10 25 -3 |-1]/6 Veeg met pivot (ig,n + 1) = (2,5). ° ° .
0 1 —05 1 |-1]—1] vervang io-de getal J = [1,2] 1 5 0] 21 | ?ﬁin_ T’l/2 4] voor i = 1
e . ; io =1,
00 0 0 |—=1|| M doorn—+1: J [1,5] 0 -2 1 |-2/l2 Vervang ip-de getal J door jo:
- _ 0 -6 0| 6/|M—7 S 4.3
° ° Jjo=3 —
- _ min. [7/3,1/0.5] voor ig = 2,
1 -1] 3 -4 0|7 Veeg met pivot (io, jo) = (2,3). e o
(0 -1 05/ -1 1]1 Vervang io-de getal J = [1,5] 05 25 0 1|05 - i
0 —1005 -1 0/ M+2 door jo: J — [1,3] 1 3103 Geen verbetering mogelijk
— —3 —21 0 0 M —10
[ ] [ ]
1 50 2 0|1 Geen verbetering mogelijk:
0 -2 1 —2 212 J =11,3] J = [4, 3], Xopl = (0,0,3,0.5)T, M = 10.
0 00 0 -1 M
z=—1-z5 max. voor z=ax5=0 = M =0 en x;'—pl =(1,0,2,0,0)T.

_ T 112 -2|5
h; =(1,0,2,0) "' hoekpunt voor 13 1 0l3" x>0



