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Het begin

▶ 17e eeuw: meetkundige vragen over krommen, zoals:

▶ rectificatie: booglengte van de kromme
▶ tangenten (raaklijnen)
▶ quadratuur (oppervlakte)
▶ omgekeerd probleem:

vind een kromme waarvan de raaklijnen gegeven zijn.

▶ de meetkunde stond voorop! formules hadden nauwelijks
betekenis

▶ “raaklijn” en “oppervlakte” lijken niet op inverse van elkaar
(ca 1675)
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Newton, Leibniz als grondleggers van infinitesimaalrekening

Waarom zij? Omdat zij:

▶ al zulke problemen reduceren tot twee: raaklijn en quadratuur;

▶ inzien dat raaklijn en quadratuur inverse problemen zijn;

▶ algemene methoden (algoritmen) hebben die voor alle
krommen werken.



Newtons wonderjaren 1665-66

Newton ontdekt:

▶ de calculus,

▶ het spectrum van licht,

▶ de gravitatiewet,

op 23-jarige leeftijd, wanneer de
universiteit van Cambridge
gesloten is vanwege de pest.



Newtons fluxierekening

stel y is een grootheid

dan ẏ “fluxie” van y , d.w.z. de snelheid waarmee y verandert

en ÿ de fluxie van ẏ etc.

omgekeerd is y de “fluent” van ẏ
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zo werkt Newton met fluxies

Hij beschouwt een infinitesimaal kort tijdsinterval o: dit is
verwaarloosbaar klein maar niet 0.

Dus: na een infinitesimaal kort tijdinterval o is y toegenomen met
de grootheid ẏo

Op een kromme met vergelijking y = x2 geldt:

y + ẏo = (x + ẋo)2

y + ẏo = x2 + 2xẋo + ẋ2o2

ẏo = 2xẋo + ẋ2o2

ẏ = 2xẋ + ẋ2o

ẏ = 2xẋ .
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ẏ = 2xẋ .



Gottfried Wilhelm Leibniz

Vergelijkbare ideeën als bij Newton:

dy is een “infinitesimale” toename van y∫
dy is de sommatie van een oneindig aantal

infinitesimalen

Wel: y + dy = y , maar niet: dy = 0;

zo kan de breuk dy
dx bestaan;

Leibniz’ notatie “denkt” voor je.
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Grondslag van de calculus bij Leibniz

Uit een manuscript van Leibniz:
Grondslag van de calculus: verschillen en sommen zijn aan
elkaar reciprook, dwz: de som van de differenties van een
rij is de term van de rij, en het verschil van de sommen
van de rij is ook de term van de rij. De eerste schrijf ik zo:∫
dx aequ. x, de laatste zo: d

∫
x aeq. x.



Toepassen op krommen

Deel kromme op in eindig veel rechte stukjes, elk met abscis xn en
ordinaat yn.
Helling van “raaklijn” ↔ differenties dy , dx delen
Quadratuur ↔ y dx of x dy sommeren

Booglengte ↔ ds =
√
dx2 + dy2 sommeren

y
dx

dy
ds

x

y

a bdx

Dit is exact als je een oneindig aantal stukjes neemt.



Leibniz’ infinitesimaalrekening

Merk op:

▶ evident dat
∫
en d inverse operaties zijn;

▶ de Hoofdstelling is triviaal

▶ notatie geschikt voor algoritmische, algebraische manipulaties

▶ concepten zijn verankerd in meetkunde
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Eerste publicatie: Acta Eruditorum, oct 1684



Mechanische krommen

Euclid
Descartes

θ

rdθ
dr

r

s

Figure 3.10: The Archimedean spiral r = ✓.

Figure 3.11: Geometrical construction of a tangent to the conchoid.

underwrites my point that the essence of the second method is not polar coordinates per se but rather the direct use
of a generative definition at the infinitesimal level.

Bernoulli’s preference for geometrically meaningful characterisations of tangents is particularly clearly brought
out by the contrast between his treatments of two famous algebraic curves, the conchoid (problem 7; see figure 2.3)
and the cissoid (problem 8; see figure 3.12). Although the conchoid is a fairly simple algebraic curve in Cartesian
coordinates,172 Bernoulli prefers to treat it in polar coordinates, presumably since this allows more immediate use of
its defining property. In this way Bernoulli easily computes an algebraic expression for the length of the subtangent.
But he is not satisfied with this answer. Instead he immediately goes on to give an “easy” geometrical construction
of the tangent (figure 3.11), which he derives “without calculus” (i.e., no algebraic calculus, rather infinitesimal
geometry only, stemming directly from the definition).173

No such “easy” construction is forthcoming in the case of the cissoid. Although a polar coordinate approach
suggests itself for the cissoid as well, this is hindered by the fact that, unlike the spiral and the conchoid, the cissoid’s
defining property is not immediately statable at the level of infinitesimals. Thus Bernoulli is forced to resort to his
least favoured method, namely first finding the Cartesian equation for the curve, in this case x3 = 2Ry2� xy2, then
differentiating and finding the subtangent as an algebraic expression.

The contrast between these two cases illustrates clearly Bernoulli’s preference for geometrically interpretable
results over systematic algebraic calculus—even when seemingly at odds with the purpose of his lectures—for the
Cartesian equation for the conchoid is hardly more complicated than that of the cissoid, so it could just as well

53

corresponding to the y-value (y + 1/y)/2. This assumes, however, the coordinate system used in his catenary con-
struction, which in turn depended on a given initial value e or @/i. But Leibniz does not explain how to find this
coordinate system or initial value, so his supposedly practical recipe is quite impossible to carry out as it stands.
This is odd since he could surely have explained the procedure in purely practical terms had he wanted to. Instead
not even Huygens understood how to perform the logarithm calculation in practice, and even complained about
its unfeasibility in print,241 at which point Leibniz (1693k) quickly sent him the simple solution, which Huygens
(1694a) immediately approved. Altogether Leibniz’s complete recipe for determining logarithms from the catenary
is shown in figure 5.2.

The veracity of this construction can be confirmed as follows. Consider figure 5.3, which is Leibniz’s version
of our figure 5.2. Here, by construction, AM = ÂL = s . Let O be the origin of the canonical coordinate system
in which the catenary has the equation y = (e x + e�x )/2. That means that OA = 1 and OH = y. Therefore
OM =
p

1+ s2. But in section 3.4.3.3 we saw that
p

1+ s2 = y, which in terms of the figure means that OH =OM .
Thus OH M is an isosceles triangle whence the perpendicular bisector of its base H M passes through the vertex O,
as we needed to show. From here it is a simple matter of algebra to check the final step of figure 5.2f.

5.3.3 Leibniz’s programme of exponentials
Leibniz’s construction of the catenary was but the most public triumph of a much more general programme of
his for dealing with transcendental curves by means of exponentials. “All I desire for the perfection of geometry
is to reduce other transcendental expressions to exponentials,” as Leibniz (1691a) put it.242 Exponentials constitute
the “most perfect” form of expression for transcendentals, Leibniz states repeatedly in many places. For example
Leibniz (1689b) notes that while Newton used sections of a hyperbola, and Huygens infinite series, he himself
prefers logarithms “as of such things providing the most perfect form of expression” to express the relation between
time and velocity for an object moving in a resisting medium.243 Again Leibniz (1691g) recommends “exponential
expressions or (what is the same thing) logarithms,” seeing as “I believe that this is the greatest that human ingenuity
can produce with regard to these things.”244

The argument for the perfection of exponentials is, as we have already noted, in part analytic: exponential ex-
pressions are “most perfect” among transcendentals since they are the closest thing to ordinary algebraic equations.
Thus Leibniz (1694d) writes:

I would like to be always able to reduce the other transcendentals to exponentials, because this manner
of expression seems to me the most perfect and much better that that which can be made by differ-
ences [i.e., differential expressions], and by infinite series, since it uses nothing but common quantities,
although they are used in an exceptional manner.245

And also Leibniz (1694b):

The perfection of analytical quadratures would in my opinion consist in that one could give them by fi-
nite, transcendental equations liberated from differential or integral quantities, but where the unknown
or variable occurs in the exponents.246

But why is it important to “liberate” equations from differential or integral quantities? After all, in section 3.2.2 we
saw Leibniz argue in favour of an integral expression for the cycloid. There are several reasons for this. First of all
a differential equation is clearly not equivalent to an algebraic equation in terms of its uses, whereas an exponential
equation is: anything you can do with an algebraic equation you can do with an exponential one, more or less.
Leibniz (1694i) put this point as follows:

Regarding exponential equations I would tell you, Sir, that whenever a problem is reduced to manage-
able exponentials it is resolved to perfection, and there is nothing more to search for. So that this is
properly the highest point of the geometry of transcendentals. . . . Exponentials use no other quantities
than x, y, etc., that is to say ordinary quantities, in place of which differentials use also extraordinaries
such as d x, d d x, etc., which prevents them from serving for the determinations of intersections of
curves or for local equations.247

97

?
Leibniz

▶ meetkunde primair

▶ door de natuur gegeven krommen zijn legitiem

▶ formules secundair

▶ dus kettinglijn superieur aan logaritme



Meetkundige vraagstukken nog steeds centraal

Newton, Oct 1666 Tract:
raaklijnen aan mechanische krommen



Meetkundige vraagstukken nog steeds centraal

Het brachistochroonprobleem De tractrix van Huygens



Reeksen: een resultaat van Leibniz
Reeksen opgevat als polynomen maar dan oneindig. . .
Staartdelen:

1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − x6 . . .

Integreer term voor term:

arctan x = x − 1

3
x3 +

1

5
x5 − 1

7
x7 . . .

Neem x = 1:

arctan 1 =
π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
. . .

“God vermaakt zich

met de oneven

getallen”
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Reeksen: Euler, het Bazelprobleem

Sinus tayloren en delen door x :

sin x

x
= 1− 1

3!
x2 +

1

5!
x4 − 1

7!
x6 . . .

De linkerkant heeft nulpunten x = ±π, ±2π, ±3π, . . . ,
de rechterkant dus ook!

sin x

x
=

(
1− x2

π2

)(
1− x2

4π2

)(
1− x2

9π2

)
. . .

= 1− x2

π2

(
1

1
+

1

4
+

1

9
+ . . .

)
+

x4

π4
(. . . ) + . . .

Concludeer:

1

3!
=

1

π2

(
1

1
+

1

4
+

1

9
+ . . .

)
.
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Van meetkunde naar infinitesimaalrekening

18e eeuw: belangrijke resultaten! o.a.:

▶ reeksen, stelling van Taylor,

▶ (hemel)mechanica, variatierekening

▶ introductie van functies

▶ (partiële) differentiaalvergelijkingen

gewenning en gemak: steeds meer vertrouwen in formules i.p.v.
meetkunde.
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Newton versus Laplace: veranderingen
Newton, Principia, 1687 Laplace, Mécanique Celeste I, 1799



MAAR. . . kan dat allemaal zomaar?!

George Berkeley, bisschop en filosoof, publiceert in 1734:
The Analyst; or a Discourse Addressed to an Infidel
Mathematician, Wherein It Is Examined Whether the Object,
Principles, and Inferences of the Modern Analysis are More
Distinctly Conceived, or More Evidently Deduced, than Religious
Mysteries and Points of Faith
– Een stevige kritiek op de gebrekkige grondslagen van de
infinitesimaalrekening (met name Newton).



Citaat van Berkeley

Hoe verder het brein deze vluchtende ideeën analyseert
en najaagt, hoe verder het zich verliest in verwildering: de
objecten, die eerst nog vluchtig en minuscuul zijn, verdwij-
nen snel uit het zicht. . .

En wat zijn fluxies? De snelheden van verdwijnende
incrementen? En wat zijn dát dan weer? Ze zijn noch ein-
dige grootheden, noch oneindig kleine grootheden, ze zijn
zelfs niet niets. Moeten we ze de “Geesten van Verdwenen
Grootheden” noemen?

De resultaten mochten dan verbluffend zijn, methodologisch
werkte het volgens hem alleen door elkaar opheffende fouten. . .
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en najaagt, hoe verder het zich verliest in verwildering: de
objecten, die eerst nog vluchtig en minuscuul zijn, verdwij-
nen snel uit het zicht. . .

En wat zijn fluxies? De snelheden van verdwijnende
incrementen? En wat zijn dát dan weer? Ze zijn noch ein-
dige grootheden, noch oneindig kleine grootheden, ze zijn
zelfs niet niets. Moeten we ze de “Geesten van Verdwenen
Grootheden” noemen?

De resultaten mochten dan verbluffend zijn, methodologisch
werkte het volgens hem alleen door elkaar opheffende fouten. . .



Euler over infinitesimalen

Een oneindig kleine grootheid is niets anders dan een ver-
dwijnende grootheid, en dus is het werkelijk gelijk aan 0.
. . .
Iedereen weet [. . . ] dat n · 0 = 0, en dus ook n : 1 = 0 : 0.
Hiermee is duidelijk dat elk tweetal nullen meetkundig een
verhouding kunnen hebben, terwijl rekenkundig bekeken de
verhouding er een van gelijken is. Tussen nullen is dus elke
verhouding mogelijk, daarom gebruiken we in deze wirwar
opzettelijk een andere notatie. . . 1

. . . namelijk dx , dy etc.

1institutiones calculi differentialis §83, 85



Euler concludeert:

[H]et bezwaar tegen de analyse, dat het niet meetkundig
rigoureus zou zijn, stort in onder z’n eigen gewicht; er
wordt namelijk niets verwaarloosd behalve dat wat al niets
is. [We houden dus volledig vast aan] dezelfde volmaakte
meetkundige strengheid als in de boeken van de klassieken.



50 jaar na Berkeley

Nog in 1784 schrijft de Academie van Berlijn (o.l.v. Lagrange) een
prijsvraag uit:

Het is algemeen bekend dat in [de wiskunde] regel-
matig “oneindig groot” en “oneindig klein” gebruikt wor-
den. . . De Academie verlangt een verklaring voor hoe het
kan dat zoveel correcte stellingen zijn afgeleid uit een te-
genstrijdige aanname.

Er komt inderdaad wel respons maar nog niet erg bevredigend.



Lagrange, Mecanique Analytique, 1788

“Afbeeldingen komen in dit boek niet
voor. De methoden die ik hier
uiteenzet, vereisen noch constructies,
noch meetkundige of mechanische
redeneringen, maar uitsluitend
algebräısche operaties volgens een
uniforme en reguliere procedure”



Lagrange, 1797

Theorie
van de analytische functies

bevattende
de principes van de
differentiaalrekening

ontdaan van elke beschouwing
van het oneindig kleine of het

verdwijnende,
van limieten of van fluxies,

en teruggebracht
tot de algebräısche analyse
van eindige grootheden.



Lagrange, 1797

Hij gaat ervan uit dat elke functie f (x) een reeksontwikkeling heeft:

f (x + ε) = f (x) + pε+ qε2 + rε3 + . . .

en daarna definieert hij de afgeleiden als:

f ′(x) = p, f ′′(x) = 2q, . . . .

Dit is een schijn-oplossing, want het bestaan van de
reeksontwikkeling kun je alleen aantonen met limieten. . .
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Wat verstaat men eigenlijk onder “functie”?

Euler (1748): een functie van een variabele grootheid is een
analytische uitdrukking die op een of andere manier is
samengesteld uit de variabele en constanten.

Oneindige sommaties geen probleem.

Volgens Euler moet je dus het functievoorschrift hebben om van
een functie te kunnen spreken!

Deze opvatting kwam snel onder druk te staan.
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Het probleem van de trillende snaar

Golfvergelijking:

∂2y

∂x2
=

1

c2
∂2y

∂t2

Hierin is y(x , t) de uitwijking van de snaar op plaats x en tijd t.

Oplossing van de golfvergelijking afhankelijk van de
“randvoorwaarde”, d.w.z. de vorm van de snaar op t = 0.

d’Alembert: oplossing y(x , t) = f (t + x) + g(t − x) voor
willekeurige functies f en g

Daniel Bernoulli: bijvoorbeeld f (x) =
∑

ak sin(kx)? Nee, dat
wordt verworpen. . .

7→ discussie over functies, toegelaten oplossingen, continüıteit, . . .
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Het probleem van de trillende snaar

Golfvergelijking:

∂2y

∂x2
=

1

c2
∂2y

∂t2

Hierin is y(x , t) de uitwijking van de snaar op plaats x en tijd t.

Oplossing van de golfvergelijking afhankelijk van de
“randvoorwaarde”, d.w.z. de vorm van de snaar op t = 0.

d’Alembert: oplossing y(x , t) = f (t + x) + g(t − x) voor
willekeurige functies f en g

Daniel Bernoulli: bijvoorbeeld f (x) =
∑

ak sin(kx)? Nee, dat
wordt verworpen. . .

7→ discussie over functies, toegelaten oplossingen, continüıteit, . . .
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Het probleem van de trillende snaar

Golfvergelijking:

∂2y

∂x2
=

1

c2
∂2y

∂t2

Hierin is y(x , t) de uitwijking van de snaar op plaats x en tijd t.

Oplossing van de golfvergelijking afhankelijk van de
“randvoorwaarde”, d.w.z. de vorm van de snaar op t = 0.

d’Alembert: oplossing y(x , t) = f (t + x) + g(t − x) voor
willekeurige functies f en g

Daniel Bernoulli: bijvoorbeeld f (x) =
∑

ak sin(kx)? Nee, dat
wordt verworpen. . .

7→ discussie over functies, toegelaten oplossingen, continüıteit, . . .
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Fourier en de warmtevergelijking

Warmtevergelijking (diffusie):

∂2y

∂x2
= c

∂y

∂t

Beschrijft de temperatuur y(x , t) op positie x en tijd t, van een
(1-dim) staaf.

Randvoorwaarde: de begintemperatuur van de staaf is gegeven,
y(x , 0) = f (x).

Fourier (ca 1807) ontdekte dat de oplossing relatief eenvoudig te
vinden is als je mag aannemen dat voor zekere ak en bk :

f (x) = a0 +
∞∑
k=0

ak cos kx + bk sin kx
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Fourierreeksen

Voorbeeld: 1
2x = sin x − 1

2 sin(2x) +
1
3 sin(3x)−

1
4 sin(4x) + . . .

π 2 π 3 π

Het werkt dus alleen op een beperkt domein

Vraag: welke functies kun je zo met periodieke functies voorstellen?

???? hoe gek kun je het maken: convergentie, discontinuiteiten,. . .

dit zijn lastige vragen waar je een heel precieze analyse voor nodig
hebt.
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18e versus 19e eeuw



Cauchy en de analyse

Sinds 1815 aangesteld aan de Ecole
Polytechnique zet Cauchy zich in voor de
herstructurering van het analyse-onderwijs.

Goed onderwijs was voor Cauchy een
motivatie om de grondslagen van de analyse te
herzien.

Voor Weierstrass en Dedekind geldt dat later
min of meer ook.



Cours d’Analyse

Schrijft tekstboek Cours d’Analyse
(1821).

Hoewel nooit als tekstboek gebruikt,
heeft het wel veel navolging (en kritiek)
gekregen.



Cauchy en de analyse: inhoud

“Wat betreft methoden heb ik geprobeerd om ze alle strengheid te
geven die men van de meetkunde verlangt, zodat men nooit hoeft
te vertrouwen op argumenten ontleend aan de algemeenheid van
de algebra.”



Cauchy en de analyse: limietbegrip centraal

“Indien de waarden die achtereenvolgens aan een bepaalde
variabele worden toegekend seeds dichter bij een vaste waarde
komen, zo dat ze er uiteindelijk zo weinig van verschillen als men
wil, dan noemt men die laatste de limiet van alle andere.”

Later kan hij dan oneindig kleine grootheden opvatten als
variabelen met limiet 0.

Continuiteit, afgeleide en integraal gedefinieerd met limieten.



Cauchy en de analyse: limietbegrip centraal

“Indien de waarden die achtereenvolgens aan een bepaalde
variabele worden toegekend seeds dichter bij een vaste waarde
komen, zo dat ze er uiteindelijk zo weinig van verschillen als men
wil, dan noemt men die laatste de limiet van alle andere.”

Later kan hij dan oneindig kleine grootheden opvatten als
variabelen met limiet 0.

Continuiteit, afgeleide en integraal gedefinieerd met limieten.



Cauchy en de analyse: limietbegrip centraal

“Indien de waarden die achtereenvolgens aan een bepaalde
variabele worden toegekend seeds dichter bij een vaste waarde
komen, zo dat ze er uiteindelijk zo weinig van verschillen als men
wil, dan noemt men die laatste de limiet van alle andere.”

Later kan hij dan oneindig kleine grootheden opvatten als
variabelen met limiet 0.

Continuiteit, afgeleide en integraal gedefinieerd met limieten.



Moraal

1. Het heeft geen zin om niets te doen totdat je de grondslagen
begrijpt. Begin met problemen oplossen! Dan kom je er
gaandeweg achter hoe het in elkaar zit.

2. Of zoals Andrew Wiles zei: wiskunde doen is als
rondstommelen in een donkere kamer totdat je – na maanden
– het lichtknopje vindt.

3. Wiskunde komt verder dankzij lastige problemen en
hersenkrakers waar niemand nog een antwoord op heeft.


