Vraagstu lEen andere methode dan Euler forward, Euler backward, en trapezium om
de oplossing van een beginwaarde-probleem

du
S =, te [0, 1],

u(0) = ug

(DV) :

te benaderen kan men verkrijgen door bijv. een integraal te benaderen
met de midpunt-regel. (We veronderstellen de ware oplossing, u*, van (DV') voldoende vaak
differentieerbaar.)

a) Laat zien, dat de dan verkregen methode luidt, bij gegeven n € N,
(R): Upgr = g1 + 20 f(tn, un), 1<n<N-1 enh=1/N;t,=nh.

(Dit is dus een twee-staps methode en benodigt 2 startwaarden up en u;.)

b) Bewijs, dat voor de afbreekfout van deze methode geldt:

113 o -
Tu = —3—‘U (671)! ]Tlet éﬂ e [tn—li tn+l ]

c) Stel een recursie op voor de globale discretarisatie-fouten e, voor het geval, dat f(t, u) =
p(t)u + g(1), met p, g € C[0, o©). Als we ervan uitgaan, dat eg = 0 (zie in, dat dit
tamelijk vanzelfsprekend is), dan kan men bewijzen, dat

n-1

en = 3 ci(h)Taci + ca(h)er,
1=0

waarin de ¢;(') uniform begrensd zijn in i en h, in die zin, dat er een C € R is, waarvoor

e} < C, Vhmet Nh=1enVi< N. (1p = ey).

d) Laat zien, dat indien we als startwaarden voor (R) gebruiken ug = ug en u; = ug +
hf(0, ug), er geldt:
e; = O(h?) (voor h — 0),

en daarmee ook

en = (h?) uniform in n en h, zolang nh < 1.




Vraagstuk

Gegeven de differentiaalvergelijking

dz
E . f(t) :l:)

(oplossing geven we aan met 2*(t)). We beschouwen de volgende methode om deze vergelij-
king numeriek op te lossen:

d)

f)

Ty = Qp_) + h[ﬁof(tm z:n) + Blf(tn—l, zn—l)]-

Laat nu: 1) n — oo en h — 0, maar
2) zodanig dat t, = nh — .

Voor convergentie wensen we dan dat z, — 2"(¢). Laat zien dat er voor de differenti-
aalvergelijking: % = 0, 20 = 1 geen convergentie optreedt als a # 1.

Zij dus o = 1. Laat zien dat er voor de differentiaalvergelijking %% =1, zo = 0 geen
convergentie optreedt als fp + ) # 1.

Uitgaande van de resultaten uit a. en b. luidt de methode in feite dus:

Tp = Zp-1+ h[ﬂfn + (1 - B)fn—l]-

Bepaal de orde van deze methode als functie van de parameter 3.

Zij nu specifiek f(t, x) = pz(t) + ¢(t), en de methode als in c.. Geef een uitdrukking
voor de grootheden o en 7, in de recursie:

€n = 0€n_1 + Tn.
Laat zien dat voor alle waarden van g geldt:
ot = ert 4 O(h) mits0<t<T.

Laat zien dat als § = % dan e, = ((h?) uniform in n en h met nh < T.




