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Zusammenfassung

Mehrphasenstromungen in porésen Medien sind in einer Vielzahl von Anwendungen und
natiirlichen Prozessen anzutreffen. Obwohl die Anwendungen der Theorie der Mehrphasen-
stromungen in porosen Medien duflerst zahlreich und in den letzten hundert Jahren intensiv
erforscht worden sind, ist das Verhalten auf makroskopischer Skala bis heute nicht verstanden.
Darunter sind insbesondere die Hysterese und die residualen Fluidkonfigurationen zu zéhlen.
Hilfer stellt in Physical Review E, Vol. 73, 016307, 2006 ein Modell vor, das die zwei Phasen
in jeweils perkolierende und nichtperkolierende Phasen unterteilt. Dies geht auf die Beob-
achtung zuriick, dass eine Phase entweder auf einem zusammenh#ngenden Gebiet oder aber
als Tropfchen, Blasen oder Ganglien auf einem durch die Porenmatrix und das andere Fluid
isolierten Teilgebiet existieren kann und ihre Dynamik ganz entscheidend von dieser Unter-
scheidung abhéngt. Seitdem konnten Doster und Hilfer erste vielversprechende Erkenntnisse
iiber und Ergebnisse fir das Modell finden. Darunter waren z.B. hyperbolische Ahnlichkeits-

l6sungen, wie das Buckley-Leverett-Problem fiir immobile nichtperkolierende Phasen.

Eine andere Ahnlichkeitslosung, ndmlich die der laufenden Wellen, soll hier in dieser Ar-
beit auf das Modell angewandt werden. Laufende Wellen zeichnen sich dadurch aus, dass
die Sattigungsprofile sich in der Form nicht &ndern und sich mit konstanter Geschwindig-
keit fortbewegen. Sie bedient sich der Theorie der dynamischen Systeme, um eine qualita-
tive Beschreibung zu ermoglichen. Laufende Wellen sind zum einen interessant, weil sie in
verschiedenen Experimenten beobachtet wurden, zum anderen aber auch, weil sie gewisse

Schwierigkeiten im Buckley-Leverett-Problem beheben kénnen.

Das traditionelle und das in Physical Review E, Vol. 73, 016307, 2006 vorgeschlagene Mo-
dell wird in einer Raumdimension vorgestellt. Fiir das neue Modell werden dabei einige
Néherungen besprochen, um Systeme einer, zweier oder dreier dimensionsloser fraktionaler
Flussgleichungen zu erhalten. Die aus einem laufenden Wellenansatz dieser Systeme gewon-
nen Gleichungen werden mit einer dynamischen Systembeschreibung besprochen. Zuletzt
werden Losungen gezeigt, die direkt aus den partiellen Differentialgleichungen durch einen
numerischen Algorithmus berechnet werden kénnen. Hierbei werden geeignete Anfangs- und

Randwerte gesucht, die stabile laufende Wellen ermoglichen.
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In Transport in Porous Media, Vol. 44, pp. 507-537, 2001 wurden von Brevdo et al. vier topo-
logisch unterschiedliche laufende Wellenprofilklassen fiir das traditionelle Modell gefunden. In
dieser Dissertation wird nun gezeigt, dass die Annahme, dass der Wasserfluss iiberall zu jeder
Zeit stetig ist, zu Bedingungen fiihrt, die die nichtdifferenzierbaren Wellenprofilklassen ent-
weder auf ein beziiglich der Randwertséttigungen und der Geschwindigkeit eindeutiges Profil
reduziert oder aber komplett ausschliet. Dies hdngt vom Verhalten der Flussfunktionen und
der Kapillarfunktionen ab. Bei den Parametrisierungsmodellen nach Brooks und Corey und
nach Van Genuchten werden die nichtdifferenzierbaren Losungsklassen ausgeschlossen. Die
iiberall stetig differenzierbare Klasse besitzt die Eigenschaft, dass ihre Profile eindeutig durch
die Randwertsittigungen und die Geschindigkeiten bestimmt werden. Damit ist es in dieser
Arbeit gelungen, alle qualitativen Informationen der laufenden Wellenlosung in nur einer
Abbildung darzustellen, wihrend Brevdo et al. fiir jede Geschwindigkeit ein Phasenportrait
benotigen. Die daraus gewonnen Erkenntnisse konnen direkt auf das Perkolationsmodell mit
immobilen nichtperkolierenden Sattigungen angewandt werden. Die Ergebnisse unterschei-
den sich im Vergleich zum traditionellen Modell darin, dass primére und sekundére Be-
wisserungen unterschieden werden kénnen, was zu verschiedenen Geschwindigkeiten fiihrt.
Desweiteren kann ein tieferes Verstindnis der laufenden Wellenprozesse gewonnen werden,
indem das Verhalten der nichtperkolierenden Phasen untersucht wird. Zuletzt ist es nun
moglich, ein komplett trockenes Medium mit einer iiberall stetig differenzierbaren Welle zu

bewéssern.

Wenn die nichtperkolierenden Phasen mobil sein kénnen, dann miissen zuséitzliche Néhe-
rungen getroffen werden, um eine dynamische Systembeschreibung des laufenden Wellenan-
satzes zu ermoglichen. So muss die Kapillaritéit vereinfacht werden. Die Ergebnisse zeigen,
dass es zu nichtmonotonem Verhalten in allen vier Phasen kommen kann. Auflerdem kénnen
sich Uberschusslosungen in der Wassersittigung ergeben. Es werden fiir verschieden starke
Néherungen Losungen gezeigt, die die Auswirkungen einzelner Aspekte, wie die der gekop-
pelten Fliisse oder die des Massenaustausches, beleuchten. Die gekoppelten Fliisse spielen
gerade bei den Uberschusslosungen in der Wasserséttigung eine herausragende Rolle. Die
Massenaustauschterme kénnen je nachdem, ob sie als Quellen oder Senken dienen, Uber-
schiisse oder Unterschiisse in den einzelnen Phasen zulassen. Da sie jedoch nur zwischen
den perkolierenden und nichtperkolierenden Phasen einer Fliissigkeit vorkommen, lassen sie
die Wassersittigungsprofile monoton. Mit Hilfe eines numerischen Algorithmus’ lassen sich
geeignete Anfangs- und Randwerte finden, die in stabilen laufenden Wellenl6sungen enden.
Bei weniger restriktiven Annahmen kommen entweder ein oder zwei Freiheitsgrade hinzu.
Dabei ist die Eindeutigkeit fiir gegebene Randwerte im Gegensatz zu den Losungen fiir das

traditionelle Modell nicht mehr gegeben. Dies geht auf die zusétzlichen Freiheitsgrade in den
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Anfangsbedingungen dreier oder vierer Phasen zuriick, die entstehen, indem man die Wellen

der einzelnen Phasen relativ zueinander verschieben kann.
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Summary

Multiphase flow in porous media is present in a variety of applications and natural processes.
Although the applications of the theory of multiphase flow in porous media are very high in
number and they have been subject to intense research over the last century, the macroscopic
behaviour is far from being understood. Especially, the hysteresis and the residual fluid
configurations on macroscopic scales are accountable for this shortcoming. In Physical Review
E, Vol. 73, 016307, 2006, Hilfer presented a model that splits up each of the two fluid
phases into a percolating and nonpercolating phase. This goes back to the observation that
a fluid can exist either on a connected region or as droplets, bubbles or ganglia on a by the
rock matrix and the other fluid isolated subregion and that its dynamics highly depend on
that distinction. Since then, first promising results and insights about this model have been
reached by Doster and Hilfer. These include e.g. hyperbolic similarity solutions such as the

Buckley-Leverett problem for the limit of immobile nonpercolating fluid parts.

Applying a different similarity solution, namely the travelling waves, on this new proposed
model is subject to this thesis. Travelling waves are saturation profiles which propagate
with a constant velocity without changing their shape. This approach employs the theory of
dynamical systems to enable a qualitative description of the solutions. Travelling waves are
of interest not only because they are observed in many experiments, but also because they

can resolve some problems present in the Buckley-Leverett theory.

In the first part of the thesis, the traditional and the newly in Physical Review E, Vol. 73,
016307, 2006 proposed model are introduced in one spatial dimension. Some approximations
are implemented for the new model to obtain systems of one, two or three dimensionless
fractional flow equations. They are consecutively discussed in a quantitative manner applying
a dynamical system approach within the framework of a travelling wave ansatz in the second

part of the thesis.

The first chapter of the second part starts by discussing travelling waves of the traditional
model with Brooks and Corey and with Van Genuchten parameter functions. This was partly
already done in Transport in Porous Media, Vol. 44, pp. 507-537, 2001 by Brevdo et al. for
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the linear and Brooks and Corey parameter functions. They found four topological different
profile classes, where three of them had kinks and only one is everywhere continuous diffe-
rentiable. This thesis shows that if one assumes a permanent continuous water flux on the
whole domain, then only the everywhere continuous differentiable profile class is valid under
the parametrizations of Brooks and Corey and of Van Genuchten. It is noted that theore-
tical models with certain conditions could lead to profiles with kinks which are unique in
their boundary saturations and their velocity. In this work, only the everywhere continuous
differentiable profile class is therefore discussed in full detail. Moreover, considering only this
class gives new opportunities to qualitatively describe all possible solutions, especially the
unique correspondence between the boundary saturations and the velocity. These methods
are applied on the limit of immobile nonpercolating phases of the percolation model. Three
positive differences can be identified. First, it is possible now to distinguish between pri-
mary and secondary imbibition leading to significantly different velocities. Second, one gets
insights into the behaviour of nonpercolating fluid parts during travelling wave processes.
Third, everywhere continuous differentiable imbibitions into a completely dry medium are

possible now.

The second and third chapter of the second part shows that a travelling wave approach is
suitable to the new model when either one or two nonpercolating phases are present and
mobile, but only under additional approximations. The capillarity need to be decoupled,
otherwise a dynamical system cannot be formulated. Additionally, the decoupled capillarity
coefficient is taken as a positive constant because it does not change the qualitative solution
as long as there is no change in sign. The aspect of mass exchange and the aspects of coupled
flux functions are discussed separately. Mass exchange depending on its sign can serve as a
sink or source. That can lead to undershoot or overshoot solutions in all of the four phases,
but it cannot lead to an overshoot or undershoot in water saturation because mass exchange
only appears between percolating and nonpercolating phases of a fluid. Coupled flux functions
instead give solutions which not only show overshoots in the phases, but also in the water
saturation. It can be seen that in the most general case of systems of three equations, there
are invariant lower dimensional submanifolds which help to structure the whole phase space.
Moreover the systems of two equations can be found on them. In the single equation systems,
there was a unique correspondence between the boundary saturations and the velocity. This

is lost here because one or two degrees of freedom appear.

Finally, in the last chapter of the second part, solutions are shown that are directly carried
out of the partial differential equations by a numerical algorithm. All profiles found in the
previous part can be seen numerically and all of them appear stable. The additional degrees

of freedom in the systems of two or three equations can be found in the initial conditions
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where it is possible to shift the initial profiles relatively to each other. The reason for the

water overshoots can be identified and described by the coupled fluxes.



1 Einleitung

1.1 Motivation

Eine Vielzahl von Anwendungen und natiirlichen Prozessen wird durch Mehrphasenstro-
mungsmodellen in porésen Medien beschrieben. Sie reichen von &lteren Anwendungen wie
der Olférderung [Engl 87] und der Altlastensanierung von kontaminierten Boden [Zhan 02]
bis hin zu neuentstandenen Anwendungen wie der CO,-Verpressung [Ebig 07] und dem Was-
sermanagement von Brennstoffzellen [Pasa 04]. Weitere Anwendungsgebiete kénnen den Ar-
beiten [Bear 72,Sche 74, Dull 92, Helm 97] entnommen werden. Aus physikalischer Sicht
konnen die Skalenwechsel, die bei den Mehrphasenstromungen in porésen Medien auftre-
ten, Erkenntnisse {iber Mittlungs- und Homogenisierungsverfahren liefern, die bei anderen

nichtlinearen Prozessen wertvoll sind [Dost 11c].

Obwohl die Anwendungen der Theorie der Mehrphasenstromungen in porésen Medien &u-
Berst zahlreich und in den letzten hundert Jahren intensiv erforscht worden sind, ist das
Verhalten auf makroskopischer Skala bis heute nicht verstanden [Hilf 96al|Anto 99, Babc 08|
Dein 08, Naum 08].

Das am weitesten verbreitete makroskopische Modell fiir Mehrphasenstrémungen in porésen
Medien wird in dieser Arbeit als DBRMMWBL-Modell bezeichnet. Die Bezeichnung ergibt
sich aus den Anfangsbuchstaben der Nachnamen der Personen, die zu diesem Modell etwas
beigetragen haben: Darcy [Darc 56|, Buckingham [Buck 07], Richards |[Rich 31|, Muskat
und Meres [Musk 36], Wyckoff und Botset [Wyck 36] und Leverett |Leve 41]. Die Unbe-
kannten sind die Séttigungen, die makroskopische Driicke und die Volumenstrome der Flui-
de. Das Gleichungssystem setzt sich aus den Volumen-, Masse- und Impulserhaltungssétzen
und gewissen Konstitutivannahmen zusammen. Die Konstitutivgleichungen bestehen aus der
Kapillardrucksattigungsbeziechung und den relativen Permeabilitdten. Diese werden in dem
Modell ausschliellich als Funktion der Séttigung angenommen. Es zeigt sich jedoch, dass
sie von der Prozessgeschichte [Mual 73 Klou 92|, von den Stromungsgeschwindigkeiten [Ab-
ra 75, Shen 92|, von dynamischen Effekten [Hass 02,/ Tsak 07], von den Grenzfléchen [Marl 82]
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und der Verbundenheit der Fluide |[Avra 95b, Avra 95a,Anto 99] abhédngen. Dies fiihrt dazu,
dass die Konstitutivfunktionen stark hysteresebehaftet sind. Desweiteren gehen die residua-
len Sattigungen als Konstanten in das DBRMMWBL-Modell ein, obwohl bereits in [Wyck 36]
gezeigt wurde, dass diese bei verschiedenen Prozessen stark variieren konnen. Dies alles fiihrt
dazu, dass das Modell die wahre Natur der Mehrphasenstromungen in porésen Medien nicht

wiedergeben kann und auf sehr einfache Problemstellungen beschrankt ist.

Wegen dieser Unzulédnglichkeiten des DBRMMWBL-Modells wurde iiber die Jahre eine
Vielzahl an Alternativen vorgeschlagen. Sie reichen von rein heuristischen Hysteresemodel-
len [Mual 74] tiber Hinzufiigen dynamischer Terme in den Parameterfunktionen [Hass 02| bis
zum Einfithren zusétzlicher Unbekannten wie Grenzflichendichten |[Nies 08]. Den Hysterese-
modellen lastet das Problem an, dass man a priori die Prozesse, wie Be- und Entwésserung,
kennen muss, um die Parameter zu bestimmen. Dies ist bei komplexen Problemen nicht mog-
lich. Bei den Arbeiten von |Nies 08| sind die Gleichungssysteme von solch einer Komplexitit,
dass sie ohne extrem starke, haufig physikalisch unbegriindbare Néherungen weder analytisch

noch numerisch gelost werden kénnen. Damit verliert das Modell seine Aussagekraft.

Eine andere Alternative ist in den Arbeiten [Hilf 06b,Hilf 06aj, Hilf 06¢] vorgestellt worden.
Die Idee ist, dass die zwei Phasen in jeweils perkolierende und nichtperkolierende Phasen
unterteilt werden, weswegen das Modell hier Perkolationsmodell genannt wird. Es erweitert
die fritheren Artikel [Hilf 98, Hilf 00]. Diese Idee geht auf die Beobachtung zuriick, dass
eine Phase entweder auf einem zusammenhéngenden Gebiet oder aber als Trépfchen, Blasen
oder Ganglien auf einem durch die Porenmatrix und das andere Fluid isolierten Teilgebiet
existieren kann [Dias 86al, Dias 86b,|Moge 98|, und ihre Dynamik ganz entscheidend von
dieser Unterscheidung abhéngt [Avra 95b,|Avra 95a,/Anto 99|. Ein Zweiphasenmodell wird
somit zu einem Vierphasenmodell. Es werden fiir jede Phase makroskopische Erhaltungssétze
fiir Volumen, Masse und Impuls aufgestellt und mit geeigneten Konstitutivannahmen in ein
System von zehn gekoppelten nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen iiberfiihrt. Das
Modell kommt ganz ohne mit Hysterese behafteten Kapillardruckséttigungsbeziehungen und
relativen Permeabilitdten aus. Diese konnen jedoch unter gewissen Naherungen als Ergebnis
hergeleitet werden [Hilf 06b].

Die neueren Arbeiten [Dost 11c,/Dost 10, Dost 11blHilf 10| liefern erste Erkenntnisse und
Ergebnisse iiber das Perkolationsmodell, sowohl auf physikalischer, wie auch auf mathemati-
scher Seite. Dabei wurden zum einen numerische Algorithmen entwickelt und zum anderen
Anfangs- und Randwertprobleme formuliert, fiir die analytische Ahnlichkeitslosungen gefun-
den werden konnten. Allen analytischen Ahnlichkeitslosungen liegt die Niherung der im-

mobilen nichtperkolierenden Phasen zugrunde. Der erste Teil behandelt den hyperbolischen
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Limes und hat die Ahnlichkeitsvariable Ort iiber Zeit. Im Zusammenhang mit Mehrphasen-
stromungen in porésen Medien wird er auch Buckley-Leverett-Problem genannt [Leve 41,
nachdem Buckley und Leverett als erste den Kapillardruck vernachléssigt haben. Diese An-
nahme ist besonders in der Olférderung, wo hohe Driicke auftreten, weit verbreitet. Der
zweite Teil liegt dem diffusiven Limes zugrunde und hat die Ahnlichkeitsvariable Ort iiber
die Wurzel der Zeit. Damit werden die Anfangs- und Randwertprobleme von McWhorter-
Sunada [McWh 92] und von Philip [Phil 91] besprochen.

In dem Buckley-Leverett-Problem kénnen unstetige Stowellen als Losung vorkommen, die
das Problem der schwachen Losung und der Nichteindeutigkeit innehaben. Dies kann mit
der verschwindenden Viskositéitslosung, die einen laufenden Wellenansatz verwendet, beho-
ben werden [Duij 01]. Die zweite Klasse von Losungen des Buckley-Leverett-Problems, die
der Verdiinnungswellen, kann damit nicht besprochen werden. Da Verdiinnungswellen je-
doch stetig differenzierbar und damit eindeutig sind, ist die Tatsache, dass sie im Gegensatz
zu StoBlwellen nicht als laufende Wellen darstellbar sind, kein Problem fiir einen laufenden

Wellenansatz.

Das Untersuchen von laufenden Wellenlosungen ist ein wichtiger Beitrag fiir das mathe-
matische Verstindnis nichtlinearer diffusiver und konvektiver Prozesse [Volp 94, /Gild 01],
die von parabolischen partiellen Differentialgleichungen beschrieben werden. Thre Anwen-
dungen finden sich unter anderem in der Fluiddynamik, der Plasmaphysik, der Biologie
und der Chemie [Beki 09]. Der laufende Wellenansatz wurde erstmals in [Kolm 37] fiir die
Fishers-Gleichung, die die Populationsdynamik von bestimmten Genen beschreibt, ange-
wandt. Wenn, wie fiir nichtlineare parabolische partielle Differentialgleichungen, weder eine
explizite Losung, noch eine umfassende Theorie vorhanden ist, so versucht man zunéchst
Sonderfille, d.h. Anfangs- und Randwertprobleme, zu finden, in denen die Komplexitit des
Problems reduziert werden kann [Gild 96]. Dies kann iiber Ahnlichkeitslosungen geschehen,
wovon die bekannteste die laufende Wellenannahme ist. Sie besagt, dass sich ein Profil mit
konstanter Geschwindigkeit in eine Richtung fortbewegt. Dabei wird ein konstanter Fluss
angenommen, welcher durch konstante Randwertbedingungen in den Séttigungen mathema-
tisch implementiert wird. In [Bare 72| wurde dargelegt, dass diese Losungen zusétzlich das
asymptotische Verhalten einer umfassenderen Klasse von Anfangs- und Randwertproblemen
sein konnen. Mit der laufenden Wellentransformation kénnen die partiellen Differentialglei-
chungen in gewohnliche Differentialgleichungen iiberfiithrt werden, fiir die es zwar auch keine
explizite Losung, aber mit den dynamischen Systemen eine Theorie gibt, die eine qualitative
Beschreibung der globalen Losung liefern kann [Perk 93]. Diese dynamischen Systeme sind
an sich schon von groflem mathematischen Interesse und haben ihrerseits spannende Anwen-

dungen in dem Bereich der Physik, der Biologie und der Chemie |[Jord 99]. Besonders bei
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nichtlinearen Systemen héherer Ordnung existiert keine umfassende allgemeine Theorie, und

dementsprechend kann jedes Einzelbeispiel neue Erkenntnisse liefern.

Aus Sicht der Physik sind die laufenden Wellenlésungen des Perkolationsmodells von Bedeu-

tung, da es einige Phéanomene gibt, die bis zum jetzigen Zeitpunkt nicht verstanden sind. So
zeigen verschiedene Experimente |Geig 00, DiCa 00, DiCa 04,DiCa 07,/DiCa 08|, in denen eine

gravitationskraftgetriebene Bewisserung einer mit Luft gefiillten Sandpackung stattfindet,

nichtmonotone laufende Wellen. Die Arbeiten von [Elia 01} Elia 02] haben jedoch gezeigt,
dass das DBRMMWBIL-Modell in diesem Zusammenhang ausschliefSlich monotones Verhal-
ten darstellen kann. Daraufhin sind in verschiedenen Arbeiten |Cues 00, Nieb 05, Sand 08|,

Cuet 09a, Mike 10] Alternativen vorgestellt worden, die die Experimente nachbilden kénnen.

Allen ist gemeinsam, dass sie hohere Ordnungsterme in die partielle Differentialgleichung

einfithren, mit denen sich das komplexere Verhalten beschreiben ldsst. Die physikalischen

Erkldrungen fiir diese Terme kommen zum einen aus dem Modell des dynamischen Kapil-

lardrucks [Hass 93] und zum anderen aus der Theorie des Flieflens eines diinnen Films auf

einer schrigen Platte [Hupp 82]. Eine physikalisch befriedigende Erkléarung kénnen sie jedoch

nicht liefern.

1.2 Problemstellung

Ausgangspunkt dieser Arbeit ist zum einen die Beschreibung der laufenden Wellenlosun-
gen im DBRMMWBL-Modell [Brev 01] und zum anderen das Perkolationsmodell, das in
[Hilf 06b,|Hilf 06aj,[Hilf 06¢] vorgestellt wurde und in [Dost 11c,Dost 10, Dost 11b}Hilf 10]

erste Losungen lieferte. Es sollen folgende Fragen untersucht werden:

Inwieweit ist eine dynamische Systembeschreibung des laufenden Wellenansatzes des
Modells moglich?

Miissen zusétzliche Vereinfachungen getroffen werden, um eine dynamische Systembe-

schreibung zum Losen der laufenden Wellengleichungen durchfithren zu kénnen?

Konnen qualitativ unterschiedliche Losungen im Vergleich zu den Lésungen im DBRMMWBL-
Modell gefunden werden?

Welche der verschiedenen Gleichungsterme, sprich Konvektion, Kapillaritdat und Mas-

senaustausch, beeinflussen das Verhalten der laufenden Wellen?

Sind die analytisch gefundenen laufenden Wellen stabil?
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e Welche speziellen Anfangs- und Randwerte miissen gewéhlt werden, um laufende Wel-

len erzeugen zu kénnen?

Es sei darauf hingewiesen, dass in dieser Arbeit ausschliefilich Bewésserungswellen bespro-
chen werden. Entwésserungswellen konnen jedoch auf die gleiche Art und Weise diskutiert

werden.

1.3 Gliederung der Arbeit

Diese Arbeit besteht aus zwei Teilen, denen ein Grundlagenkapitel vorangestellt ist. In diesem
werden die Begriffe und die Gleichungen von Einphasenstrémungen in porésen Medien, die
Theorie der partiellen Differentialgleichungen und die qualitative Beschreibung gewohnlicher
Differentialgleichungen durch die Theorie der dynamischen Systeme kurz im Hinblick auf

ihre Verwendung in dieser Dissertation dargestellt.

Der erste Teil stellt zwei Mehrphasenstromungsmodelle vor. Beide werden hier auf eine
Raumdimension beschrénkt. Es werden ihre grundlegenden Gleichungen und Konstituti-
vannahmen erértert. Danach werden ihre Gleichungen reduziert, entdimensionalisiert und
in eine fraktionale Flussformulierung gebracht, mit der man einen laufenden Wellenansatz

durchfithren kann.

Das erste Kapitel des ersten Teils beschreibt das traditionelle und am weitesten verbreitete
Modell fiir Mehrphasenstromungen in pordsen Medien, das hier als DBRMMWBL-Modell
bezeichnet wird. Dabei werden zusétzlich die Kritikpunkte genannt, die zur Entstehung

weiterer Modelle gefiihrt haben.

Das zweite Kapitel des ersten Teils beschreibt das Perkolationsmodell, das in den Arbeiten
[Hilf 06ay,Hilf 06bLHilf 06¢] eingefiihrt wurde. Es werden dabei einige Naherungen besprochen,

um Systeme einer, zweier oder dreier fraktionaler Flussgleichungen zu erhalten.

Der zweite Teil der Arbeit behandelt laufende Wellenlésungen fiir die im vorigen Teil herge-
leiteten Gleichungen. Er ist in vier Kapitel unterteilt. Die ersten drei beschéftigen sich mit
quasianalytischen Losungen, d.h. mit Losungen, die sich aus dem laufenden Wellenansatz
im Rahmen einer qualitativen dynamischen Systembeschreibung gewinnen lassen. Das letz-
te Kapitel zeigt Losungen, die direkt aus den partiellen Differentialgleichungen durch einen

numerischen Algorithmus berechnet worden sind.
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Im ersten Kapitel des zweiten Teils werden laufende Wellenlosungen fiir Systeme, die aus ei-
ner Gleichung bestehen, gefunden. Diese Gleichung beschreibt zum einen das DBRMMWBL-
Modell und zum anderen die Naherung der immobilen nichtperkolierenden Phasen des Per-

kolationsmodells.

Im zweiten Kapitel des zweiten Teils werden laufende Wellenlosungen fiir Systeme, die aus
zwei Gleichungen bestehen, gefunden. Diese Systeme beschreiben die Naherung des Perko-
lationsmodells, dass eine der nichtperkolierenden Phasen nicht existiert. Die Gleichungen
kénnen nicht ohne weitere Ndherungen gelost werden. Zunéchst wird eine lineare Kapilla-
ritdt angenommen. Dann wird zum einen ein entkoppelter Burgerfluss besprochen, um die
moglichen Auswirkungen von Massenaustauschtermen zu untersuchen, und zum anderen der

Massenaustauschterm entfernt, um gekoppelte Fliisse zu diskutieren.

Im dritten Kapitel des zweiten Teils werden laufende Wellenldsungen fiir Systeme, die aus drei
Gleichungen bestehen, gefunden. Diese Systeme beschreiben das volle Perkolationsmodell. Es
miissen jedoch Naherungen getroffen werden, damit sie gelost werden konnen. Dabei wird eine
lineare Kapillaritat und nichtexistierender Massenaustausch angenommen. Damit konnen die

Losungen diskutieren werden, die sich aus den gekoppelten Flussfunktionen ergeben.

Das letzte Kapitel des zweiten Teils zeigt numerische Losungen der zugrundeliegenden par-
tiellen Differentialgleichungen und kann offene Fragen beziiglich Anfangs- und Randwertbe-
dingungen, zusétzlicher Freiheitsgrade und Stabilitdt der Wellen des quasianalytischen Teils

beantworten.
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In diesem Kapitel werden die Grundlagen besprochen, auf denen diese Arbeit aufbaut. Dabei
werden im ersten Abschnitt grundlegende Begriffe und Konzepte von Stromungen in poro-
sen Medien eingefithrt. Im zweiten Abschnitt wird ein kurzer Uberblick iiber Einphasenstro-
mungen gegeben. Der dritte und vierte Abschnitt beschéftigt sich mit den mathematischen
Grundlagen der partiellen und gewdhnlichen Differentialgleichungen und deren qualitative

Beschreibung durch die Theorie der dynamischen Systeme.

2.1 Grundbegriffe bei Stromungen in porésen Medien

Ein portses Medium ist ein Medium, das aus einem Festkorper mit Hohlrdumen besteht.
Der Bereich des Festkorpers wird Skelett oder Matrix und der Bereich der Hohlrdume wird
Porenraum genannt. Wenn man an Stromungen in porésen Medien interessiert ist, so wird
normalerweise nur der Porenraum betrachtet, der fiir Stromungen zugéngig ist. Damit de-

finiert man die Porositét ¢ als Volumenanteil diesen Porenraums V,, am Gesamtvolumen

V

o=t (2.1)

eines Gebietes.

Als eine Phase wird ein rdumlicher Bereich bezeichnet, dessen physikalische und chemi-
sche Parameter homogen sind. Dabei wird normalerweise nicht nur zwischen verschiedenen
Stoffen, sondern auch zwischen ihren verschiedenen Aggregatszustéinden unterschieden. Des-
weiteren kénnen noch abstraktere Unterscheidungen, wie z.B. beziiglich ihrer Konnektivitat
mit den Réndern, in Betracht gezogen werden. Dies wird noch bei der Definition des Perko-

lationsmodells von grofier Bedeutung sein.

Bei Stromungen in porésen Medien konnen vier verschiedene Skalen unterschieden werden.

Die kleinste Skala ist die Molekularskala, die sich im Nanometerbereich bewegt und bei der
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einzelne Molekiile sichtbar sind. Die néachstgrossere ist die Porenskala, die den Millimeter-
bereich abdeckt und bei der man jede einzelne Pore sieht. Auf dieser Skala kann man die
Stromungen klassisch mit den Navier-Stokes-Gleichungen auf der Porenraumgeometrie 16sen.
Dies ist jedoch sehr rechenintensiv und kann auf groflen Gebieten nicht angewandt werden.
Die néchste Skala ist die Laborskala, die sich auf Grossen von Zentimetern bis Metern bezieht.
Hierbei wird iiber alle physikalischen Grossen gemittelt und es geht die exakte Beschreibung
des Porenraums verloren. Diese Mittelung fithrt zu neuen Variablen, wie die der Séattigung.

Sie ist definiert als der Volumenanteil einer Phase V; an dem Porenraum V;, d.h.

Vi

=t
Ve

(2.2)
Eine entscheidende Frage ist nun, auf welchen Volumina es Sinn macht, diese Mittelung
durchzufithren. Dabei wird das Konzept eines repriasentativen Elementarvolumens ein-
gefithrt. Es bezeichnet das minimale Volumen, auf denen sich die Mittelwerte definieren
lassen, so dass sie sich bei geringer Verdanderung des Volumens auch nur geringfiigig verén-
dern. Die grofite Skala ist die Feldskala, die die Bereiche Meter bis Kilometer betrachtet. Bei
ihr werden nochmals alle Grossen gemittelt. Es wird meistens angenommen, dass sich die
Physik der Labor- und Feldskala nicht unterscheidet.

Diese Arbeit wird sich ausschliefllich mit der Laborskala befassen. Die Gleichungen auf dieser
Skala werden aus der Theorie der Kontinuumsmechanik gewonnen. Sie ist eine phdnome-
nologische Feldtheorie. Thr liegt die Ndaherung zugrunde, dass die diskrete Struktur der Ma-
terie als Kontinuum angenommen wird, d.h. alle physikalischen Grossen werden als stetige
Funktionen auf der Raumzeit betrachtet. Die Feldvariablen sind hierbei Dichten der phy-
sikalischen Variablen, wie Dichte und Impuls. Die Gleichungen werden zum einen aus den
verschiedenen Erhaltungsséitzen der Masse, des Impulses, des Drehimpulses und der Energie
und zum anderen, falls die Gleichungen nicht ausreichen, um die zahlreichen physikalischen
Variablen eindeutig zu bestimmen, aus Konstitutivannahmen, die hdufig gewisse Materialei-

genschaften beinhalten, gewonnen.

Wegen der Exisitenz einer Unzahl an Lehrbiichern, die sich mit Kontinuumsmechanik [Grev 03,
Alte 94, Beck 75] und porésen Medien |[Dull 92|Bear 72| Sche 74] beschiftigen, wird auf eine

detailliertere Behandlung verzichtet.
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2.2 Einphasenstromungen in porosen Medien

Im Jahre 1856 fithrte Henry Darcy |Darc 56| Experimente zum Flieverhalten eines Fluides
in einer mit Sand gefiillten vertikalen Séule durch. Diese Sandpackung stellt ein homogenes
isotropes poroses Medium dar. Er beobachtete, dass der Volumenfluss des Fluides proportio-
nal zum hydraulischen Potentialabfall ist, der sich aus dem hydrostatischen Druck und dem

Gravitationspotential zusammensetzt. Damit lautet das eindimensionale Darcy-Gesetz in

. _(oP .
q=—K<%—QQ>, (2.3)

dabei bezeichnet ¢ die Volumenstromdichte, P den Druck, ¢ die Dichte, § die Schwerebe-

differentieller Form

schleunigung und K die hydraulische Leitfdhigkeit als Proportionalitdtskonstante. Sie kann
normalerweise in einen mediums- und fluidabhéngigen Teil zerlegt werden. Dabei wird die
vom Medium abhéngige Permeabilitét k durch die vom Fluid abhéngige Viskositat pu ge-
teilt.

Obwohl das Darcy-Gesetz empirisch aufgestellt wurde, kann es fiir einfache Geometrien durch
Homogenisierung hergeleitet werden. Die zwei bekanntesten Modelle hierfiir sind das gerade
gleichférmige parallele Kapillarmodell und das Konzept der mittleren hydraulischen Radien.
Uber die Zeit sind jedoch auch noch kompliziertere Modelle entwickelt worden, um das
Gesetz herzuleiten und die hydraulische Leitfihigkeit theoretisch zu bestimmen [Bear 72].
Wenn man das Darcy-Gesetz in die Massenerhaltung einsetzt, dann erhélt man unter der
Annahme der Inkompressibilitét eine elliptische Differentialgleichung zweiter Ordnung, die

fiir laminare Stromungen Giiltigkeit besitzt.

Auch hier wird der Leser wieder fiir eine genauere Beschreibung auf die Literatur [Dull 92|
Bear 72, Sche 74] verwiesen. Modelle fiir Mehrphasenstromungen werden ausfiihrlich im ersten
Teil dieser Arbeit diskutiert.

2.3 Partielle Differentialgleichungen

Die Gleichungen fiir Stromungen in porésen Medien werden wie bei allen kontinuumsmecha-
nischen Gleichungen mit partiellen Differentialgleichungen beschrieben. Deswegen soll hier

eine kleine Einfithrung in den fiir diese Arbeit relevanten Bereich der partiellen Differenti-
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algleichungen gegeben werden. Weitere Informationen kénnen z.B. aus [Munz 05 Evan 98]

entnommen werden.

Eine partielle Differentialgleichung ist eine Gleichung fiir eine von mehreren Variablen abhén-
gige unbekannte Funktion u(-), die partielle Ableitungen dieser Funktion beinhaltet. Diese
Variablen sind in der Physik meistens die Zeit t und die Raumvariable z, wenn man sich
wie in der gesamten Arbeit auf eindimensionale Probleme beschrankt. Losungen fiir die un-
bekannte Funktion u(x,t) auf einem Gebiet D = [z, z,] X [0,T] zu finden, ist Gegenstand
der Theorie der partielle Differentialgleichungen. Dabei ist die Existenz und Eindeutig-
keit dieser Losung in den meisten Fillen ein offenes Problem der Mathematik. Fiir einfache
Spezialfille ist diese Problematik jedoch zum Teil gelost worden. Deswegen beschrénkt sich
dieser Abschnitt auf partiellen Differentialgleichungen, die den physikalischen Gleichungen
dieser Arbeit sehr @hnlich sind.

Die Ordnung einer Differentialgleichung gibt die héchste Ordnung der vorkommenden Ab-
leitungen an. In dieser Arbeit wird die Ordnung immer kleiner gleich 2 sein. Partielle Diffe-

rentialgleichungen 2-ter Ordnung fiir die Funktion u(z,¢) haben folgende Form

I L R s S R (i
Ara\ T, 7u7 8x2 Agit\ T, 7u7 6x8t A\ T, 7u) atz
ou ou
ag(w b ) o ag(zs b, ) o+ ale tousu = Fa,t). (2.4)

wobei die a.(x,t,u, ) Koeffizientenfunktionen sind. Falls alle Koeffizientenfunktionen maxi-
mal von den Variablen x und ¢ abhéngig sind, dann spricht man von einer linearen partiellen
Differentialgleichung. Falls alle a;;, d.h. die Koeffizientenfunktionen der hochsten Ordnung,
maximal von den Variablen z und ¢ abhéngig sind, dann spricht man von einer semilinearen
partiellen Differentialgleichung. Falls alle a;; maximal von den Variablen z und ¢ und der
Funktion u abhéngig sind, dann spricht man von einer quasilinearen partiellen Differential-

gleichung. Ansonsten spricht man von einer nichtlinearen partiellen Differentialgleichung.

Wenn nun die Diskriminante ® (z, ¢, u) durch
D(x,t,u) = ap (7,1, 1) — dag, (v, t,w)ay (v, t,u) (2.5)
definiert wird, dann heisst die quasilineare partielle Differentialgleichung an der Stelle (x, ¢, u)
e elliptisch, falls D(x,t,u) < 0,

e parabolisch, falls ®(z,t,u) =0,

e hyperbolisch, falls ©(z,t,u) > 0.
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Der Typ einer partiellen Differentialgleichung kann sich also iiber die Zeit und den Raum
verandern. Elliptische partielle Differentialgleichungen sind z.B. die Laplace- und Poisson-
Gleichung. Parabolische partielle Differentialgleichungen sind z.B. die Wéarmeleitungs- und
Black-Scholes-Gleichung. Ein Beispiel fiir eine hyperbolische partielle Differentialgleichung
ist die lineare Wellengleichung. In dieser Arbeit sind alle partiellen Differentialgleichungen

parabolisch.

Ohne Anfangs- und/oder Randwertbedingungen sind partielle Differentialgleichungen
nicht eindeutig. Welche Bedingungen benétigt werden, hingt von dem Typ der partiellen
Differentialgleichungen ab. Weil in dieser Arbeit nur parabolische partielle Differentialglei-
chungen vorkommen, beschrinkt sich dieser Abschnitt darauf. Fiir parabolische partielle Dif-
ferentialgleichungen bendtigt man immer Anfangs- und Randwertbedingungen. Dabei sind

die Anfangswerte zum Zeitpunkt ¢ = 0 immer auf dem gesamten Gebiet gegeben

u(z,0) = up(x). (2.6)

Die Randwerte konnen entweder iiber die Dirichlet-Randbedingung, d.h. iiber die Funk-

tionswerte am Rand

(@, t) = u,(2), (2.7b)

oder iiber die Neumann-Randbedingung, d.h. iiber die rdumliche Ableitung der Funktion

am Rand
ou(x,t
gz‘ ) ’:E:.Z’e - nf(x)a (28&)
ou(zx,t) B

gegeben werden. Alle partiellen Differentialgleichungen, die in dieser Arbeit gelost werden,

sind mit Anfangswertbedingungen und Dirichlet-Randwertbedingungen ausgestattet.

Wie bei den meisten nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen koénnen keine analyti-
schen Losungen fiir die Gleichungen dieser Arbeit gefunden werden, weswegen numerische
Verfahren verwendet werden. Bei diesen wird der kontinuierliche Raum und die kontinuier-

liche Zeit iiber ein Gitter diskretisiert. Falls das Gitter dquidistant mit Schrittgrossen A,
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und A; fiir Raum und Zeit ist, ergibt sich
uf =z +iA,, kA). (2.9)

Desweiteren miissen die Differentialoperatoren diskretisiert werden. Dies geschieht hier {iber
die Methode der Finiten-Differenzen. Bei der rdumlichen Ableitung verwendet man den

zentralen Differenzenquotient

ou(z,t) | Coulw + A t) —u(z — Ay, t)
ox T 20, ’

(2.10)

der bei A, — 0 per Definition gegen die Ableitung geht. Bei der zeitlichen Ableitung ver-

wendet man entweder den vorwértsgerichteten Differenzenquotient

0u(m, t) _ U(l’, b + At) B U([E, tk)

4 = 2.11
o |t—tk At ) ( )
was zu einem expliziten Verfahren fiihrt, oder den riickwértsgerichteten Differenzenquoti-
ent
ou(x,t u(z, ty) —u(z, t, — A
( )lt:tk _ ulmt) ~ t), (2.12)
817 At

was zu einem impliziten Verfahren fiihrt. Explizite Verfahren liefern ein iteratives Schema,
wie man von Zeitpunkt k ausschliellich unter Verwendung von Informationen zum Zeitpunkt
k auf Zeitpunkt £+ 1 kommt. Implizite Verfahren liefern hingegen ein fiir jeden Zeitschritt k
zu losendes lineares Gleichungssystem. Es ist offensichtlich, dass implizite Verfahren rechen-
intensiver sind, da sie aber im Gegensatz zu den expliziten Verfahren uneingeschriankt stabil
sind, werden sie hier in dieser Arbeit verwendet. FEin Verfahren ist stabil, wenn sich kleine

Storungen in der Losung durch das Verfahren nicht verstérken.

Numerische Losungen nichtlinearer partieller Differentialgleichungen sind immer mit Vor-
sicht beziiglich ihrer Genauigkeit zu geniefen. Deswegen kann es sinnvoll sein, iiber Ahn-
lichkeitstransformationen die partiellen Differentialgleichungen in gewohnliche Differen-
tialgleichungen zu tiberfithren [Volp 94} Gild 01]. Damit kénnen z.B. die Genauigkeiten der
implementierten partiellen Differentialgleichungsloser getestet werden. In dieser Arbeit ge-
schieht diese Transformation durch einen laufenden Wellenansatz y = x — ct, bei dem
angenommen wird, dass sich ein Profil mit konstanter Geschwindigkeit ¢ durch das Medium
fortbewegt. Die resultierenden gewohnlichen Differentialgleichungen miissen zwar auch nu-
merisch gelost werden, womit auch deren Losungen, wenn auch nicht in dem Ausmafl wie bei

partiellen Differentialgleichungen, fehlerbehaftet sind, aber es existiert mit den dynamischen
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Systemen ein Werkzeug, das eine prizise qualitative Beschreibung der Losungen zulésst. Dies

wird im nachsten Abschnitt beschrieben.

2.4 Qualitative Beschreibung gewohnlicher

Differentialgleichungen: Dynamische Systeme

Auch wenn es eine breite Theorie zur Existenz und Eindeutigkeit von Losungen nichtlinearer
gewoOhnlicher Differentialgleichungen gibt, es sei auf die Sétze von Peano und Picard-Lindelof
verwiesen [Aulb 97], so existieren nur duflerst selten exakte analytische Losungen. So kann
man auch fiir die Gleichungen in dieser Arbeit keine exakten Losungen finden. Es ist jedoch
moglich, mit Hilfe der geometrischen Theorie der dynamischen Systeme eine qualitative
Beschreibung der Gleichungen zu erreichen, ohne sie tatséchlich l6sen zu miissen [Jord 99].
Diese besteht aus den invarianten Mengen und dem Grenzwertverhalten der Trajektorien im

Phasenraum. Diese Theorie geht auf den Arbeiten von Henri Poincare zuriick [Perk 93].

Normalerweise ist bei den dynamischen Systemen die Variable der gewhnlichen Differential-
gleichungen die Zeit t. In dieser Arbeit wird diese Variable jedoch die laufende Wellenvariable
y = y(z,t) = z—ct sein. Man kann diese auf zwei Arten interpretieren. Entweder zeigt sie bei
einem fest gewahlten Zeitpunkt ein Profil iiber den ganzen Raum, das sich mit konstanter
Geschwindigkeit ¢ nach rechts verschiebt oder sie zeigt bei einem fest gewéhlten Ort, wie
sich die physikalische Grosse iiber die Zeit &ndert. Somit kann y auch als negative Zeit in-
terpretiert werden und alle Begriffe aus der Theorie der dynamischen Systeme machen Sinn,

wobei einfach die Vorzeichen der dynamischen Systemvariable veréindert werden miissen.

Ein N-dimensionales dynamisches System kann in folgende Form gebracht werden
u = F(u,t), (2.13)

wobei " die Ableitung nach ¢, u = u(¢) den N-dimensionalen Variablenvektor und F(u,t) ein

Funktional bezeichnet. Es ist erst dann eindeutig, wenn eine Anfangswertbedingung
U.(t(_)) = Uy (214)

gegeben ist. Mit Hilfe des Satzes von Picard-Lindeldf kann dann unter der Voraussetzung der
Lipschitz-Bedingung die Existenz und Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems

bewiesen werden |Aulb 97].
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Falls das Funktional F(u,t) aus Gleichung nicht von der Variablen ¢ explizit abhéngt,
d.h. F(u,t) = F(u), dann wird das System als autonomes System, sonst als nichtautonomes
System bezeichnet. In dieser Arbeit sind alle Systeme autonom. Falls das Funktional F(u) =
Au eine lineare Abbildung mit A als N x N Matrix ist, dann wird das System als lineares
dynamisches System, ansonsten wird es als nichtlineares dynamisches System bezeichnet.
Fiir die linearen dynamischen Systeme existiert eine vollsténdige mathematische Theorie.
Bei den nichtlinearen dynamischen Systemen, die in dieser Arbeit vorkommen, existiert dies
gerade fiir hohere Dimensionen nicht. Dort existiert eine lokale Theorie, die die der linearen
dynamischen Systeme entlehnt und damit derer dhnlich ist, und eine globale Theorie, die bis

zum heutigen Tag Gegenstand der Forschung ist.

Obwohl in Gleichung ([2.13) nur die Ableitung erster Ordnung vorkommt, kénnen gewthnliche
Differentialgleichungen h6herer Ordnung in ein dynamisches System {iiberfiihrt werden.

Dabei werden bei einer Gleichung m-ter Ordnung
u™ = Flu™ ) (2.15)

m — 1 Hilfsvariablen eingefiihrt und es entsteht ein dynamisches System mit m Dimensionen.
Diese m — 1 Hilfsvariablen stehen fiir die Ableitungen mit Ordnung kleiner m. Das System

nimmt dann folgende Form an

Uy, U1,
o, =F(u) (2.16)
mit u = (up, ..., un)" und u; = v fiir i € {1,...,m}.

Ein Zustand des Systems ([2.13)) zu einem Zeitpunkt ¢, wird mit uy = u(¢g) bezeichnet. Die

Menge aller Zustdnde nennt man Phasenraum. Der Fluss des dynamischen Systems
Oy (u) = (¢, u) (2.17)

ist ein auf dem Phasenraum definierter Diffeomorphismus mit den Eigenschaften

Do(u) = u, (2.18a)
Dy, 0 Dy, (u) = Dy, 44, (1), (2.18b)
DM (u) = Dy (u). (2.18¢)
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Er beschreibt mit Anfangszustand uy = u(ty) eine Kurve
w(ug) = {Ps(up)|t € R} (2.19)

im Phasenraum, die Trajektorie oder Orbit genannt wird. Es existieren zwei Teilmengen

wo (o) = {®,(uo)|t € R}, (2.20a)
w_(ug) = {®,(uo)|t € R}, (2.20b)

die Vorwiérts- und Riickwértsorbit genannt werden. Trajektorien konnen sich nicht schneiden,
da sonst die Eindeutigkeit der Losungen verletzt wire. Das Phasenportrait zeigt eine oder
mehrere Trajektorien im Phasenraum und ist das wichtigste Werkzeug um das Verhalten von
dynamischen Systemen darzustellen. Um das Verhalten eines dynamischen Systems anhand
seiner Trajektorie eindeutig darzustellen, muss noch die Richtung angegeben werden, mit
der die Kurve zeitlich abgelaufen wird. Dies kann durch Pfeile geschehen oder ist rein aus
dem Kontext ersichtlich. Die Untersuchung, wie sich die Trajektorien im Grenzwert ¢ — £o00
im Phasenraum verhalten, ist von entscheidendem Interesse, da diese Grenzwerte die rechts-
und linksseitigen Randwerte in den physikalischen Variablen des Systems liefern. Dies liefert
eine Fixpunktanalyse. Ein Fixpunkt ug, ist ein Zustand, der sich iiber die Zeit nicht &ndert,
d.h. F(ugc) = 0 und gleichbedeutend w(ug,) = ugy. Ein Orbit heisst heterokliner Orbit,
falls

lim ®;(u) =ug,, (2.21a)
t——o0

lim ®4(1) = ug, (2.21D)

t—o0

mit den zwei Fixpunkten u; # uf{x gilt. Falls beide Fixpunkte identisch sind, spricht man
von einem homoklinen Orbit. Bei den laufenden Wellenlosungen stellt der Fixpunkt ug

den linken Randwert und u}_den rechten Randwert des Séttigungsprofils dar.

Wie sich Trajektorien in der Néhe der Fixpunkte verhalten und welche Fixpunkte fur u;_bzw.
ul in Frage kommen, kann mit einer linearen Stabilitéitsanalyse beantwortet werden.
Dabei wird eine Taylorentwicklung erster Ordnung des Funktionals F(u) um den Fixpunkt

ug, durchgefiihrt. Dies ergibt
U = DF (ugy) (1 — ugy), (2.22)

wobei DF (ugy) die Jakobimatrix von F an der Stelle ug, ist. In einem linearen System ist die
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Jakobimatrix gleich der Matrix A. Die Klassifizierung der Fixpunkte und damit das Verhalten
der Trajaktorien um diesen Fixpunkt wird nun von den Eigenwerten dieser Matrix bestimmt.
Dies kann fiir hoherdimensionale Matrizen ziemlich kompliziert werden. Gliicklicherweise
sind alle Eigenwerte der hier betrachteten Jakobimatrizen reell, was die Sache erheblich

vereinfacht. Ein Fixpunkt ist demnach
e stabil, falls alle Eigenwerte negativ sind,
e instabil, falls alle Eigenwerte positiv sind,
e cin Sattelpunkt, falls es positive und negative Eigenwerte gibt.

Falls alle Eigenwerte ungleich Null sind, so heisst das System hyperbolisch. Falls mindes-
tens ein Eigenwert gleich Null ist, wird das Sytem nichthyperbolisch genannt. Man befindet
sich dann nicht mehr auf einem isolierten Fixpunkt, sondern auf einer mehrdimensionalen
Zentrumsmannigfaltigkeit. Dies kann zu zusétzlichen Problemen fiithren [Perk 93], die jedoch

bei den untersuchten Gleichungen nicht auftauchen.

Die stabilen, instabilen bzw. Zentrums-Untermannigfaltigkeiten E*.E' bzw. E* ei-
nes linearen Systems werden durch die Eigenvektoren der Eigenwerte, die kleiner, grosser
bzw. gleich Null sind, aufgespannt. Alle diese Untermannigfaltigkeiten sind globale invarian-
te Unterrdume, d.h. w(E) C E mit E = E8, E!, E*. Diese weitreichende Aussage kann fiir die
nichtlinearen Systeme nicht getroffen werden. Es lassen sich aber zumindestens lokale Aussa-

gen treffen. Dafiir definiert man die lokale stabile und instabile Untermannigfaltigkeit

Wi (U, ) = {ug € Q:wi(ug) CQA tli)m Dy(ug) = usxt, (2.23a)
Wi (g, Q) = {up € Q:w_(u) C QA dim @, (o) = ugx} (2.23b)
——00

mit Fixpunkt ug, und Umgebung ). Unter der Vorraussetzung, dass das System hyperbolisch
ist, kann eine Umgebung {2 gefunden werden, so dass die lokale stabile Untermannigfaltigkeit
Wi (usx, ©2) die gleiche Dimension wie die linearisierte stabile Untermannigfaltigkeit E® hat
und zu dieser tangential steht. Das Gleiche gilt fiir die lokale instabile Untermannigfaltigkeit.
Ahnliches kann, falls das System nichthyperbolisch ist, auch fiir die Zentrumsmannigfaltigkeit

gezeigt werden [Perk 93], was jedoch hier nicht besprochen werden soll.

Wenn das autonome dynamische System nun zusétzlich von einem Parameter b abhéngt

u = Fy(u), (2.24)
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dann kann es zu sogenannten Bifurkationen kommen. Eine Bifurkation ist eine qualitative
Verdnderung des topologischen Verhaltens des Systems bei einer Verdnderung des Bifurkati-
onsparameters b. Der Wert des Bifurkationsparameters, bei dem die Veréinderung stattfindet,
wird kritischer Punkt oder Bifurkationspunkt genannt. Eine qualitative Verdnderung des
topologischen Verhaltens eines Systems liegt dann vor, wenn es keinen Homéomorphismus
gibt, der das eine System in das andere iiberfiihrt. Falls ein Hom6omorphismus vorliegt, dann
sind die zwei Systeme topologisch konjugiert. Der Begriff der Bifurkation wird in dieser
Arbeit auch weniger strikt fiir qualitative Veranderungen des Profilverhaltens, wie z.B. mo-
noton im Vergleich zu nichtmonoton, verwendet, auch wenn beide Trajektorien topologisch

konjugiert sind.
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Teil |

Mehrphasenstromungsmodelle
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Modelle fiir Mehrphasenstrémungen in porésen Medien werden fiir verschiedenste Anwen-
dungen benétigt. So werden z.B. in der Hydrologie Wasser und Luft und eventuell noch
andere Phasen wie Ole oder andere verschmutzende Fremdkérper in der ungesittigten Bo-
denzone betrachtet. In der Erdolférderung werden iiblicherweise Erdol, Erdgas und Wasser
oder Luft behandelt. In letzter Zeit sind neue Anwendungen wie z.B. COo-Speicherung oder

Brennstoffzellen hinzugekommen.

Es wird zundcht das am weitesten verbreitete Modell besprochen, das hier in der Arbeit als
DBRMMWBL-Modell bezeichnet wird. Die Bezeichnung ergibt sich aus den Anfangsbuch-
staben der Nachnamen der Personen, die zu diesem Modell beigetragen haben. Den Anfang
machte Darcy [Darc 56], indem er ein Gesetz fiir Einphasenstromungen gefunden hat. Buck-
ingham [Buck 07] verallgemeinerte dieses Gesetz fiir Mehrphasenstromungen in der Art, dass
die Permeabilitéiten saturierungsabhingig wurden. Richards [Rich 31] formulierte die Gesetze
erstmals in der Form von Differentialgleichungen unter der Annahme, dass eine der zwei Pha-
sen keine Masse besitzt und unendlich mobil ist. Muskat und Meres [Musk 36| haben dann das
Konzept der relativen Permeabilititen, die vorher von Wyckoff und Botset [Wyck 36] gemes-
sen wurden, und damit die Formulierung als Mehrphasensystem gleichberechtigter Phasen

eingefiihrt. Leverett [Leve 41| implementierte zuletzt den makroskopischen Kapillardruck.

Das zweite Modell, das vorgestellt wird, ist ein in den Arbeiten [Hilf 06blHilf 06aj, Hilf 06¢]
eingefithrtes Zweiphasenmodell, das die zwei Phasen zusétzlich in jeweils perkolierende und
nichtperkolierende Phasen unterteilt. Es erweitert die fritheren Artikel [Hilf 98| Hilf 00]. Die
neueren Arbeiten [Dost 11c,Dost 10, Dost 11b,Hilf 10] liefern erste Erkenntnisse und Ergeb-

nisse tiber dieses Modell.

Obwohl die Modelle dreidimensional formuliert sind, werden sie hier wegen der Annahme
der eindimensionalen laufenden Wellen nur eindimensional behandelt. In Experimenten ist
die Annahme der Eindimensionalitdt z.B. bei pordsen Sdulen mit viel groflerer Lange als
Durchmesser und impermeablen Winden gerechtfertigt. Es werden immer zwei Fliissigkeiten
betrachtet und diese sind nicht mischbar, chemisch inert, inkompressibel und newtonisch. Die
benetzende Fliissigkeit wird als Wasser und die nichtbenetzende Fliissigkeit als Ol bezeich-
net. Das porose Medium ist in der gesamten Arbeit makroskopisch homogen, isotrop und
inkompressibel. Die hier betrachteten Léangenskalen lassen einen kontinuumsmechanischen
Ansatz zu, und es werden nur isotherme und statische oder quasistatische Prozesse betrach-
tet. Die Geschwindigkeiten sind langsam genug, damit der Fluss laminar ist. Es herrschen
keine Korperkréfte, d.h. die Séule steht senkrecht zur Gravitationsrichtung. Im gesamten

Kapitel werden dimensionsbehaftete Variablen mit ~ gekennzeichnet.
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3 DBRMMWBL-Modell

In diesem Kapitel werden fiir das DBRMMWBL-Modell zunéchst die aus den Erhaltungs-
sitzen stammenden Gleichungen vorgestellt und die konstitutiven Annahmen besprochen.
Dann werden die Gleichungen dimensionslos gemacht und in eine fraktionale Flussformulie-
rung gebracht. Zuletzt wird ausgehend von der dimensionslosen fraktionalen Flussgleichung

ein laufender Wellenansatz durchgefiihrt.

3.1 Grundlegende Gleichungen

Das DBRMMWBL-Modell fiir Zweiphasenstromungen einer benetzenden Fliissigkeit Was-
ser W und einer nichtbenetzenden Fliissigleit Ol O lautet nach [Hilf 96b] unter den oben

genannten Annahmen

0 0 .
gba—tASW = —a‘%vw, (3.1&)
0 0 .
¢8_fs© = "5l (3.1b)
kkw(Sw) 0 -
— 1
W ﬂW 817’ W (3 C)
. kko(Sw) @ -
S AN APy &) 1
Vo ﬂ@ o7 (OF) (3 d)
Sw+ So =1, (3.16)
Py — Pw = P.(Sw), (3.1f)

wobei die Parameter &, ji; und ¢ mit i € {W, O} fiir die absolute Permeabilitit, die Vis-
kositiiten und die Porositiit stehen. Die Parameterfunktionen k;(Sw) und Py(Syw) sind die
relativen Permeabilitdten und die makroskopische Kapillarfunktion. S; bezeichnet die effek-
tive Sattigung und 0; und P; bezeichnen die Variablen Geschwindigkeiten und Druck, die von
der Zeit £ und der Raumvariablen 7 abhiingen. Die Gleichungen ) und ) kommen
aus dem Massenerhalt, die Gleichungen (3.1c) und (3.1d) folgen aus der Impulserhaltung
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und sind Verallgemeinerungen des Darcy-Gesetzes, die Gleichung ) folgt aus dem Volu-
menerhalt und die Gleichung ) wird benotigt, um das System zu schliefen. Die relativen
Permeabilitdten, die makroskopische KapillardruckschlieBbedingung und die effektiven Sét-
tigungen miissen durch konstitutive Annahmen bestimmt werden. Dies wird in dem néchsten
Abschnitt durchgefiihrt.

3.2 Konstitutive Annahmen

In den grundlegenden Gleichungen des vorigen Abschnittes wurden konstitutive Annahmen
beziiglich der relativen Permeabilitdten, der makroskopische KapillardruckschlieSbedingung
und der effektiven Sattigungen getroffen, die nun hier besprochen werden. Zuletzt werden

die Annahmen kritisch hinterfragt.

3.2.1 Makroskopischer Kapillardruck

Um das System zu schliefen, wird die sogenannte makroskopische Kapillardruckschlief3-
bedingung verwendet. Sie besagt, dass die makroskopische Druckdifferenz zwischen Ol und
Wasser nur von der Wassersattigung abhéngt. Es existieren zwei weitverbreitete Model-
le, die die Beziehung beschreiben. Beide wurden empirisch gefunden, wobei das erste auch
theoretisch durch Homogenisierung von Kapillarbiindelmodellen mit gewissen Radienvertei-

lungen [Dull 92] hergeleitet werden kann. Das erste Modell ist die Parametrisierung nach
Brooks und Corey [Broo 64]

Po(Sw) = PrSw ™, (3.2)

wobei P; und A den Eindringdruck und den Porenverteilungsindex, der normalerweise Werte
zwischen 1 und 4 annimmt, bezeichnen. Wenn man den Kapillardruck dimensionslos machen

will, so teilt man ihn einfach durch seinen Eindringdruck ﬁg und erhélt

Pe(Sw) = Sw . (3.3)

Das zweite Modell ist die vereinfachte Parametrisierung nach Van Genuchten |Genu 80|

n

P.(Sw) = i {S\Wli - 1} . (3.4)
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Der Parameter n nimmt normalerweise Werte zwischen 1 und 10 an und der Parameter & ist
grosser Null. Um den Kapillardruck dimensionslos zu machen, beniitzt man den Wendepunkt
B, der Kapillardrucksfunktion, der in [Hilf 96b] als Durchbruchdruck bezeichnet wird. Dafiir

bendtigt man die Beziehung zwischen & und B,. Diese ist gegeben durch

(Sm B,) = (<iz — ;)1é (?mn_ 2)é> . (3.5)

(3.6)

Damit ist der dimensionslose Kapillardruck nach Van Genuchten

Pu(Sw) = (3” - 2)é {sw‘lla - 1} g (3.7)

n

Die Parameter dieser Modelle miissen experimentell bestimmt werden. Beide Modelle und
deren Parameter stellen Materialeigenschaften dar. Dementsprechend gibt es Medien fiir die
das eine Modell besser geeignet ist als das andere, so lassen sich z.B. porése Medien die
Kapillarbiindelmodellen dhneln auch sehr gut mit der Brooks und Corey Parametrisierung

annahern.

3.2.2 Relative Permeabilitaten

Wenn mehr als eine Phase in einem porésen Medium vorhanden ist, dann beeinflusst die
Existenz der einen Phase das Flieverhalten der anderen. Dies wird mit den relativen Per-
meabilitdten ausgedriickt. Dabei wird wieder angenommen, dass diese Beziehung nur von der
Wasserséttigung abhéingt. Es existieren wieder zwei weitverbreitete Modelle, die die Bezie-

hung beschreiben. Das erste Modell ist die Parametrisierung nach Brooks und Corey [Broo 64]

kow (Sw) = Sw >, (3.8)

2+

ko(Sw) = (1 — Sw)? (1 - SWT> , (3.8h)

wobei A wie im vorigen Abschnitt den Porenverteilungsindex darstellt. Dabei wird die Ka-
pillardrucksattigungsbeziehung in das Modell von Burdine |Burd 53| eingesetzt, das eine
Beziehung zwischen den relativen Permeabilitdten, dem Kapillardruck und den effektiven

Sattigungen beschreibt.
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Das zweite Modell ist die vereinfachte Parametrisierung nach Van Genuchten |Genu 80|

19 2
n

1 -
ko (Sw) = Sy? [1 - (1 - swlé) , (3.9a)

. 1 \20-%)
]{?@(Sw) = (1 - Sw)§ (1 - Swlgb) . (39b)

Auch der Parameter n wurde bereits im vorigen Abschnitt eingefithrt. Dabei wird die Ka-
pillardrucksattigungsbeziehung in das Modell von Mualem [Mual 76| eingesetzt, welches
eine Beziehung zwischen den relativen Permeabilititen, dem Kapillardruck und den effekti-

ven Sattigungen beschreibt.

Da die relativen Permeabilitdten aus der Kapillardrucksattigungsbeziehung gewonnen wer-

den, gilt fiir sie das gleiche, wie schon im Abschnitt erwahnt.

3.2.3 Residuale und effektive Sattigungen

Experimente zeigen, dass bei einem Austausch von einer Phase durch eine andere die anfangs
vorhandene zumindestens auf kiirzeren Zeitskalen nicht komplett aus dem Medium gebracht
werden kann. Die Sattigung, die iibrig bleibt, bezeichnet man als residuale Sattigung. Thre
Werte kénnen je nach Prozess und Phase zwischen einigen und bis zu iiber 30 Prozent liegen.
Im DBRMMWBL-Modell werden die residualen Séttigungen als Konstanten angenommen.
Um die Gleichungen und Funktionen zu vereinfachen, wird nun anstatt der tatséchlichen

Sattigung die effektive Sattigung

_ SW - SWdr
1—Swdar — Soim

Se (3.10)

betrachtet, da diese immer Werte aus dem gesamten Bereich [0, 1] annimmt. Hierbei stehen

die Werte Sy qr und Sg;, fiir die residuale Wasser- und Olséittigung.

3.2.4 Kiritik

Die im vorigen Abschnitt besprochenen konstitutiven Annahmen entprechen bei weitem nicht

dem Bild, das Experimente liefern.

Insbesondere die alleinige funktionale Abhéngigkeit der Druckdifferenz und der relativen
Permeabilitdten von der Wasserséttigung ist eine zu grofie Vereinfachung. Dynamische Ef-
fekte |Calv 91, Dahl 05, Hass 02, Voge 08| und die durch die Prozessabhéngigkeit, sprich dem
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Unterschied zwischen Be- und Entwésserung, induzierte Hysterese |[Lenh 91, Morr 65, /Pa-
pa 08,[Park 89| fithren zur Erkenntnis, dass der makroskopische Kapillardruck und die rela-

tiven Parameter von vielen Variablen abhéngen |Avra 95bi[Bear 72, Dull 92].

Auch zeigen Experimente, dass die residualen Sattigungen keine Konstanten sondern pro-
zessabhéngige Variablen sind [Abra 75,Anto 99| Geel 97, Morr 88|[Tabe 69]. Damit muss man
schon vor dem zu berechnenden Prozess den resultierenden Prozess kennen, um die fiir die
Rechnung benétigten prozessabhéngigen Funktionen zu bestimmen. Desweiteren ist es nur
schwer moglich, physikalische Situationen darzustellen, in denen zeitlich oder raumlich un-
terschiedliche Prozesse ablaufen. Fiir jede dieser zeitlichen oder rdumlichen Bereiche miisste
man die Druckdifferenz, die relativen Permeabilitdten und die residualen Séttigungen anders

wahlen.

Aus diesen Griinden ist das DBRMMWBL-Modell nur mit &uflerster Vorsicht zu geniefen
und in ihrer Anwendung meist auf nur sehr simple Probleme eingeschrankt. Deswegen gab es
iiber die letzten Jahre viele Versuche das Modell zu erweitern oder durch neue zu ersetzen.

Eines dieser neuen Modelle wird im Kapitel {4 iiber das Perkolationsmodell vorgestellt.

Da es aber das mit Abstand einfachste und &lteste Modell ist, ist es trotz seiner Unzuléng-

lichkeiten weit verbreitet, weswegen es auch hier in dieser Arbeit behandelt wird.

3.3 Umformungen

Hier werden die grundlegenden Gleichungen aus Abschnitt zunéchst in die klassische
reduzierte Form und anschliefend in eine dimensionslose fraktionale Flussformulierung ge-
bracht.

3.3.1 Reduzierte Form

Wenn man die Wasserséttigung Sw und den Wasserdruck Py als die priméren Unbekannten

wahlt, so fithrt dies zu den zwei Gleichungen

0 0 [ kkw(Sw) 0 -

— = ——PR A1

TR TS W]’ (3.11a)
) 0 [kko(Sw) 8 , -
—(1 - Sw) = — P.(S P, 3.11b
657 (0=Sw) = g2 | =50 2 (PelSu) + P (3.11)
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Die Parameterfunktionen R(S’W), kw(Sw), ko(Sw) sind, wie in Abschnitt besprochen, zu

bestimmen.

3.3.2 Dimensionslose Gleichungen

Analog zu [Hilf 96b] fithrt man die folgenden dimensionslosen Variablen ein

1
T = ?:f:, (3.12a)
-1 (3.12b)
v = ﬁv, .
U ~
=1, 3.12¢
i (3.12¢)
1 -
Py = ﬁ_bpw’ (3.12d)
1 -
B,

wobei [ eine makroskopische Lénge, @ eine makroskopische Geschwindigkeit und B, der
Durchbruchdruck, der durch den Wendepunkt der Kapillardruckskurve pC(SW) definiert ist,
ist. Falls die Kapillardruckskurve, wie bei der Parametrisierung von Brooks und Corey keinen
Wendepunkt aufweist, dann wird B, als der Eindringdruck ]56‘ definiert. Hiermit ldsst sich

nun die dimensionslose Formulierung

0 1 0 0
9 19 w 0
(1= 5) = o [holSw)ME 3 (P(Sw) + P (3.130)

gewinnen, wobei M} das Viskosititsverhiltnis zwischen Wasser und Ol darstellt. Die di-
mensionslose makroskopische Kapillarzahl
fiwal
Caw = ——= 3.14
v =Th (3.14)

gibt das Verhéltnis zwischen dem makroskopischen viskosen Druckabfall und dem makrosko-

pischen Kapillardruck wieder. Sie wurde erstmals in [Hilf 96b|] diskutiert.
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3.3.3 Fraktionale Flussformulierung

Definiert man eine fraktionale Flussfunktion

kw (Sw)

Sw) = 3.15
f(Sw) kw(Sw) + Mg’)\vk@(SW> ( )
und eine Kapillarfunktion
OP.(S
D(Sw) = — M kol(Su) f(Su) 2. (3.16)
0Sw
dann erhélt man aus den Gleichungen (3.13)) die fraktionale Flussformulierung
8SW (% af(Sw) 8SW 1 0 8SW
— — |D — | =0. A7
ot ' Cay 05y Or  Cayoz [P o |70 (3.17)

Hierbei wurde die Gesamtgeschwindigkeit v; = vw + vg eingefithrt. Wenn nun noch @ und [

so gewéahlt werden, dass v; = Caw, dann erhélt man

0Sw  O0f(Sw) OSw 1 0 0Sw
— — |D — | =0. 3.18
ot OSw Ox  Caw oz (5w) 52 0 (3.18)
3.4 Laufende Wellengleichung
Wenn nun die Zeit- und Raumvariablen skaliert werden
T = Cayuz, (3.19a)
t = Cawt (3.19Db)

und man annimmt, dass sich ein gleichbleibendes Wellenprofil mit konstanter Geschwindig-
keit ¢ fortpflanzt, dann fiihrt das Einfiihren der Ahnlichkeitsvariablen

y=172—ct (3.20)

in der Gleichung (3.18)) zu einer gewohnlichen Differentialgleichung

e

— c} Sty — [D(Sw)Siy] =0, (3.21)

wobei ' die Ableitung nach y bezeichnet.
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Losungen fiir diese Gleichung werden in Abschnitt [5.1] gefunden.
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4 Perkolationsmodaell

In diesem Kapitel wird das zweite Modell vorgestellt. Es ist ein in den Arbeiten [Hilf 06b,
Hilf 06a, Hilf 06¢] vorgestelltes Zweiphasenmodell, das die zwei Phasen in jeweils perko-
lierende und nichtperkolierende Phasen weiter unterteilt. Es erweitert die fritheren Arti-
kel [Hilf 98,|Hilf 00]. Dabei werden zunéchst die grundlegenden Gleichungen und die konsti-
tutiven Annahmen besprochen. Es werden wichtige Naherungen vorgestellt, die es ermog-
lichen, das komplizierte und umfangreiche Modell handhabbarer zu machen. Dann werden
die Gleichungen fiir verschiedene Naherungen entdimensionalisiert und in eine fraktionale
Flussformulierung gebracht. Zuletzt wird ausgehend von den dimensionslosen fraktionalen
Flussgleichungen ein laufender Wellenansatz durchgefiihrt. Die resultierenden Systeme, die
aus mehreren Gleichungen bestehen, kénnen nicht in die Form eines dynamischen Systems
gebracht werden, womit weitere Vereinfachungen notwendig werden, die in den néchsten

Kapiteln besprochen werden.

4.1 Grundlegende Gleichungen

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Gleichungen beprochen, die aus Masse- und
Impulserhaltung, einigen Konstitutivannahmen und einer SchlieBbedingung bestehen. Es
werden hier, wenn es der Ubersichtlichkeit dienlich ist, die iiblichen Abkiirzungen 8} und

ds fiir die partielle zeitliche und raumliche Ableitung verwendet.

4.1.1 Variablendefinition

Das Perkolationsmodell behandelt das aus Wasser W und Ol Q bestehende Zweiphasensys-
tem als Vierphasensystem. Dabei werden jeweils zwischen perkolierenden und nichtperkolie-
renden Phasen unterschieden. Wenn eine Phase wegzusammenhédngend mit dem Rand des
Definitionsbereichs der Probe ist, dann wird sie perkolierend, ansonsten wird sie nichtper-

kolierend genannt. Damit setzt sich die Wasserséttigung Sw = Sw(#, 1) aus perkolierendem
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Wasser S; = S;(&,1) und nichtperkolierendem Wasser S, = Sy(Z,%) und die Olsittigung
So = So(, 1) aus perkolierendem Ol S3 = S3(, ) und nichtperkolierendem Ol Sy = Sy(%, )
zusammen. Alle Sattigungen sind Funktionen des Raums & € [y, Z,] C R[m] und der Zeit
t € R*[s]. Der Volumenanteil der i-ten Phase wird mit ¢; = ¢4(2,) = ¢(&,1)S;(#,1) und
der des porosen Mediums mit ¢5 = ¢5(&,1) = 1 — ¢(&,1) bezeichnet, dabei ist die Porositit
¢ = ¢(&,t) der Volumenanteil des Porenraums der Probe, der fiir eine Stromung zugginglich

ist, d.h. wo eine Verdnderung der Sattigung auftreten kann.

4.1.2 Erhaltungssitze
Wie in jeder kontinuumsmechanisch basierten Theorie liegen den Gleichungen des Perkola-
tionsmodells Erhaltungssétze zugrunde, die hier kurz vorgestellt werden.

Aufgrund der Inkompressibilitéat bleibt das Gesamtvolumen erhalten

51+SQ—|—53+S4= 1, (41&)
¢1+ G2+ 3+ Pa+ 5 = 1. (4.1b)

Die Massenerhaltung fiir Phase i € {1,2,3,4} lautet in differentieller Form
éi¢i@z‘ + D3 0105 = M, (4.2)

hierbei ist 9; = 0;(2,%) und ¥; = 0;(2,1) die Dichte und die FlieBgeschwindigkeit der 4-
ten Phase. Der Massenaustauschterm MZ der i-ten Phase mit allen anderen Phasen muss

konstitutiv im néchsten Abschnitt bestimmt werden.

Die durch den Massenerhalt ergénzte Impulserhaltung fiir Phase ¢ € {1,2,3,4} lautet in

differentieller Form
$i0:D0; — $i0: 55 — i F = 1y — 0, M. (4.3)

Die Flichenkraftdichte 3; und die Kérperkraftdichte F; der i-ten Phase und die Impulsiiber-
tragungsdichte m; aller Phasen auf die Phase i miissen konstitutiv im néchsten Abschnitt
bestimmt werden. Desweiteren bezeichnet f); — Di/D; = 0; + ©;0; die materielle Ableitung

der i-ten Phase.
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4.1.3 Konstitutivannahmen

Wie schon anfangs beschrieben, werden in dieser Arbeit ausschliellich makroskopisch homo-

gene Medien betrachtet, womit die Porositét

P(&,1) = ¢ (4.4)

eine Konstante ist.

Desweiteren werden nur inkompressible Fluide behandelt, so dass die Dichten

o1(&, 1) = ow, (4.5a)
02(2, ) = ow, (4.5b)
03(2,1) = 0o, (4.5¢)
04(2,1) = 0o (4.5d)

ebenso Konstanten sind.

Massenaustausch kann nur zwischen den zwei verschiedenen Wasser- beziehungsweise zwi-
schen den zwei verschiedenen Olphasen stattfinden. Dabei tauschen die perkolierenden und
nichtperkolierenden Phasen Masse durch Aufbrechen oder Vereinen von Tropfen, Ganglien
oder Blasen aus. Beim Aufbrechen kann perkolierendes Fluid zu nichtperkolierendem Fluid
werden und beim Vereinen kann nichtperkolierendes Fluid zu perkolierendem Fluid werden.
Nachdem diese Vorgéange von der Dynamik des Prozesses abhidngen, hingen auch die Mas-
senaustausterme aus von der zeitlichen Verdnderung der Wassersittigung ab. In den
Arbeiten [Hilf 06b| wurden sie definiert durch

N N R S, — S* R

M, = —My = 290w (ﬁ) 0;Sw, (4.6a)
W

. . (8, =S\ 4

M3 = —My = n4¢00 (53—84) 0;So, (4-6b>
o~ ~0

wobei 73,714 zu bestimmende Parameter sind. Die Parameter S5, S}, Sy, S¢ stellen begren-

zende Sdttigungen fiir die Phasen Sy, Sy, Sw, Sg dar und werden folgendermassen definiert
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St = Swar(1 — O(0:5w)), (4.72)
Si = Som(1 - 0(9;50)), (4.7b)
St = (1 — Soim)O(8;Sw) + Swar(1 — O(9;Sw)), (4.7¢)
S6=1— S = Som(l - @(@S@)) + (1 - SWdr)Q(é£S®)> (4.7d)

dabei stellen Swg, und Spi, begrenzende Séttigungen fiir die Séattigungen der nichtperko-
lierenden Phasen dar. Es wurde die Heaviside-Sprungfunktion ©(z) eingefiihrt, welche man

mit der Vorzeichenfunktion sgn(z) als

0 firx <0,
1 1
O(r) = 3(sen(e) +1) =4 ¢ firz =0, (4.8)
1 firz>0

definieren kann.

Die Spannungstensoren der perkolierenden Phasen kénnen analog zum DBRMMWBL-Modell
durch

S, =P, (4.9a)
Sy =—Py (4.9b)

bestimmt werden, wobei ]51, Py die Driicke der perkolierenden Phasen sind. Fiir die Span-
nungstensoren der nichtperkolierenden Phasen muss ein anderer Ansatz gewihlt werden, da
sich die Kréfte nicht frei in den nichtperkolierenden Phasen bewegen koénnen. In [Hilf 06b]
wird angenommen, dass sich die Spannungen der nichtperkolierenden Phasen aus dem Druck
der umschliefenden Phasen und der Energiedichte, die in der Grenzflache mit der umschlies-

senden Fliissigkeit vorhanden ist, zusammensetzen. Dies fithrt zu

Sy = —Py 4+ yP;Sy Y (4.10a)
24 = _pl + 5?:54571, (410b)

wobei die Parameter Pj, Py, v, zu bestimmen sind.

Die Korperkrifte sind unter Ausschluss der Schwerkraft durch die nur auf die nichtperkolie-
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renden Phasen wirkenden Kapillarkrifte gegeben

Fy =0, (4.11a)
Fy = 115,85, (4.11D)
Fy =0, (4.11c)
Fy = 11:0;557°, (4.11d)

wobei die Parameter II?, IT{, o, 8 zu bestimmen sind.

Die Impulsiibertragungsdichte 7; wurde in den Arbeiten [Hilf06] durch eine lineare Kopplung

R13( b3 — ©1) + Ria(b4 — 1) — Razon, (4.12a)
Ry3 (3 — 2) + Roy (D4 — 02) — Rasin, (4.12D)
Ra1 (01 — U3) + Raa(0y — 03) — Rz, (4.12¢)

= Rut(01 — 04) + Rao(B2 — ) — Rasiy (4.12d)

mit Widerstandskoeffizienten R;; modelliert. Dabei wurde schon beniitzt, dass die Geschwin-
digkeit des portsen Mediums 05 gleich Null ist und dass die perkolierenden und nichtperkolie-
renden Phasen eines Fluides keine Grenzfliche miteinander haben und somit ng = ]%34 =0

gilt.

4.1.4 Selbstkonsistente SchlieBbedingung

Das System besteht momentan aus vier Massenerhaltungsgleichungen (4.2)), aus vier Impul-
serhaltungsgleichungen (4.3)) und aus einer Volumenerhaltungsgleichung (4.1p) . Diesen neun
Gleichungen stehen jedoch zehn Variablen, darunter vier Sattigungen S; und vier Geschwin-

digkeiten v; mit ¢ € {1,2,3,4} und zwei Driicke Py, P3, gegeniiber. Damit ist das System
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nicht geschlossen. In der Arbeit [Hilf 09] wurde eine selbstkonsistene SchlieBbedingung als

}?13 R14 }?15 RSl R41 Ml
0= +t—+——=+—=-—+ iy + owD}or+
( T T P TS ) L enbitn

R23 R24 R25 RSZ R42 M 1
—— = - =4+ ¥y + OwDZ 0o+
b 6 &2 G5 O %) 2+ e Dive

Ris Rys Ry Rsy  Rss Ms
+ | - + - - - U3 + 0 D U3+
®1 ®2 ¢3 ®3 ®3 ¢3 ) 8 E0TTs

Ry Ry Ry Rp Ry M
po| oM T T T T T ) by o doDi, 4.13
1 O2 ®4 ®4 Oy ®4 ) 4T eoTH (4.13)

eingefiihrt. Sie folgt, wenn man den Grenzwert der verschwindenden Geschwindigkeiten an-
nimmt. Wenn man nun die Impulserhaltungen der zweiten und dritten Phase addiert und

davon die Impulserhaltung der ersten und vierten Phase subtrahiert, dann erhélt man mit

Hilfe der Gleichung (4.13) fiir den Gradienten des Druckunterschiedes

By(Py — Pr) = =0 (ﬂ;slfa TSy 8 4+ 4 P8y — 5151545*1) . (4.14)

N —

Diese Gleichung folgt auch unter der Annahme, dass die funktionale Abhéngigkeit des Dru-
ckunterschiedes sich auf die der Sattigungen beschrénkt. Dies wird in vielen Experimenten
beobachtet. Wenn nun diese Gleichung integriert wird und man den Druckunterschied als

makroskopischen Kapillardruck bezeichnet, dann ergibt sich

Po(Sw, Sz, S4) = ch<sw,sg>—ﬁc4<sw,s4>, (4.15a)
A 1 A
P.y(Sw, Ss) :5( (Sw — S2) " + P58y + P, (4.15b)
Py(Sw, Sy) = %(H 1— Sw—Sy)™? +0P;S,° ) + Py, (4.15¢)

mit P2, P, als zusitzlichen Parametern. Hierbei wurde der Kapillardruck P, in einen vom
nichtperkolierenden Wasser abhéngigen 1562 und in einen vom nichtperkolierenden Ol abhén-

gigen P partiellen Kapillardruck aufgespalten.

Der Unterschied zum DBRMMWBL-Modell ist nun, dass der hier definierte makroskopische
Kapillardruck ein Ergebnis des Modells und nicht eine notige prozessabhéngige Eingabe des
Modells ist. Er weist keine Hysterese auf und die bendtigten Parameter ﬂ;,ﬂ;,ﬁ;,pf, Q

B,7,90, ]56* zeigen keine Prozessabhéngigkeit, sondern sind reine Materialparameter.
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4.2 Ndherungen

Das im vorigen Abschnitt vorgestellte Modell besteht aus zehn stark gekoppelten partiellen
differentialalgebraischen Gleichungen. Diese analytisch zu 16sen, ist unmdglich. Deswegen

werden hier verschiedene Ndherungen eingefiihrt, die das System wesentlich vereinfachen.

4.2.1 Vernachlassigbare Tragheit

Die Nédherung der vernachlassighbaren Tragheit, d.h.
Dit; =0 (4.16)

mit ¢ € {1,2,3,4}, beruht auf den geringen FlieBgeschwindigkeiten. Sie wird auch in dem
DBRMMWBL-Modell verwendet.

4.2.2 Viskose Dominanz

Die N#herung wurde das erste Mal in [Dost 11a] verwendet. Typischerweise sind die viskosen

! wihrend der Impulsaus-

Kopplungskoeffizienten R;; von der GréBenordnung 10%kgm=3s~
tausch durch Massenaustausch Werte von M; & 103kgm—3s~! besitzt, wenn man annimmt,
dass |Sw — S§y| > 107 und 9;Sw < 1s7'. Damit ist der Impulsaustausch durch viskose

Kopplung um mehrere GroBlenordnungen gréfler als der durch Massenaustausch. Dies fiihrt

zZu

U Ry; > M, (4.17a)
1€{3,4,5}

U Rgi > Ml, (417b)
ie{3,4,5}

U f}gi > Mg, (4.170)
ie{1,2,5}

U Ru> s (4.17d)

i€{1,2,5}
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4.2.3 Keine viskose Kopplung

Bei den relativen Permeabilititen des DBRMMWBL-Modell wird angenommen, dass die
Poren immer entweder mit Wasser oder Ol gefiillt sind und somit die Phasen nicht mitein-
ander wechselwirken. So kann man auf dhnliche Weise in diesem Modell annehmen, dass es
keine viskose Kopplung zwischen den einzelnen Phasen gibt, beziehungsweise die viskosen
Kopplungskoeffizienten der Phasen mit dem pordsen Medium viel gréfler als die der Phasen

mit den anderen Phasen sind

(| Bs> Ry (4.18)

27‘76{1727374}

Auf makroskopischen Skalen kann eine starke Kopplung der nichtperkolierenden Phasen mit
dem porosen Medium auch existieren, obwohl es auf der Porenskala keine Grenzflichen zwi-
schen ihnen gibt, da es zum Beispiel durch die Porenraumgeometrie zu einem Zuriickhalten

einer Blase kommen kann.

4.2.4 Immobile nichtperkolierende Phasen

Wenn man wie in [Hilf 10] davon ausgeht, dass die Kraft, die nétig ist, um Kontaktlinien
zu verschieben, viel grofler ist als die Kraft, die nétig ist, um ein Fluid entlang einer Kon-
taktflache zu bewegen, dann ist unter der Annahme, dass die nichtperkolierenden Phasen
eine deutlich hohere Kontaktliniendichte als die perkolierenden Phasen aufweisen, die Ge-
schwindigkeit der nichtperkolierenden Phasen nahe Null. Diese Immobilitdt kann in erster

Néherung durch

m R25 > Rij, (4.19&)
(i,§)€{1,2,3,4,5}2~{(2,5),(4,5)}
N Ry > Ry, (4.19b)

(i,)€{1,2,3,4,5}2~{(2,5),(4,5)}
dargestellt werden. Desweiteren wird davon ausgegangen, dass die Massenaustauschterme die
starke Kopplung der nichtperkolierenden Phasen an das porése Medium nicht ausgleichen

konnen

é25 > Mla (4.20a)
Ry > M;, (4.20b)
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was bel Annahme der viskosen Dominanz aus dem letzten Abschnitt automatisch erfiillt

ist.

Wenn man nun diese Annahmen in die Impulsbilanzen einsetzt, so ergibt sich

() o>, (4.21)
ie{1,3}
je{2.:4}
und die Grenzwerte
lim @ = 0. (4.22)
icf2,4y 50

4.2.5 Einzig in perkolierender Form vorhandenes Wasser

Wenn man sich auf Bewésserungen konzentriert und annimmt, dass keine anfangliche nicht-
perkolierende Wasserséttigung vorhanden ist, was z.B. bei einer priméren Bewésserung der

Fall ist, dann bleibt die nichtperkolierende Wasserséttigung nicht existent
Sy(#,1) =0 Vit (4.23)

und Wasser kommt einzig in perkolierender Form vor. Dies ist der Fall, weil der Massenaus-
tauschterm M, fiir Bewésserungen, sprich égSW > 0, so beschaffen ist, dass nichtperkolieren-

des Wasser vernichtet, aber nicht erschaffen werden kann.

Falls es zu nichtmonotonen Bewisserungen kommen kann, kann man auch alternativ an-
nehmen, dass der Wassermassenaustauschparameter n, = 0 oder die begrenzende Séattigung
S5 = 0 ist. Somit kann auch kein nichtperkolierendes Wasser aus perkolierendem Wasser
generiert werden. Dies kann bei bestimmten Porenraumgeometrien und Benetzungseigen-

schaften der Fall sein.

4.2.6 Einzig in perkolierender Form vorhandenes Ol

Wenn man annimmt dass anfinglich kein nichtperkolierendes Ol vorhanden ist und der Ol-
massenaustauschparamter 1, = 0 oder die begrenzende Séttigung S; = 0 ist, dann kann kein

nichtperkolierendes Ol aus perkolierendem Ol entstehen und Ol ist einzig in perkolierender
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Form vorhanden. Dies kann bei bestimmten Porenraumgeometrien und Benetzungseigen-

schaften der Fall sein. Dies fiihrt dann zu

Sy(#,1) =0 Vi,t. (4.24)

Hier muss im Gegensatz zum nichtperkolierenden Wasser immer 74 = 0 oder S} = 0 gesetzt
werden, da der Massenaustauschterm M, fiir Bewisserungen eine Produktion von nichtper-

kolierendem Ol vorsieht.

4.3 Umformungen

Hier werden die grundlegenden Gleichungen aus Abschnitt mit den Ndherungen aus
jeweils fiir das volle System und den Ndherungen der immobilen nichtperkolierenden Pha-
sen, des einzig in perkolierender Form vorhandenen Wassers und des einzig in perkolierender
Form vorhandenen Ols zunichst in eine reduzierte Form und anschlieBend in eine dimen-
sionslose fraktionale Flussformulierung gebracht. Zuletzt wird ein laufender Wellenansatz
durchgefiihrt.

4.3.1 Reduzierte Form

In diesem Abschnitt werden mit Hilfe der vorigen Néherungen die Erhaltungsséitze in eine
stark an die Gleichung (3.11]) erinnernde Form gebracht.

4.3.1.1 Volles System

Wenn man wie im DBRMMWBL-Modell die N&dherung der vernachléssigbaren Tragheit
verwendet, dann erhélt man Impulserhaltungen, die nicht mehr von der zeitlichen Verénde-
rung abhéngig und linear in der Geschwindigkeit sind. Somit kénnen sie nach den Geschwin-
digkeiten aufgelost werden, was zu einer Verallgemeinerung des Darcy-Gesetzes fiihrt, das

man dann in die Massenbilanzen einsetzen kann.
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Die rechte Seite der Impulserhaltungen lautet damit nach [Dost 11a]

— Mty
Mo + M0y

my + Msi,

>
> >
w (V)

>
N

mit der viskosen Widerstandsmatrix R definiert durch

wobel

verwendet wurde. Damit kann man den Geschwindigkeitsvektor (v, vy, v3,vy)T

Ry, 0

R(Sw, Sy, S4, 0;Sw) =

—Ry —Rgp 0 Ry

Ri1(Sw, Sa, 0 SW)
Ras(Sw )=
Ris(Sw 54, 0;Sw) =
Rua(Sw, Sy, 0:Sw) =

—Ri3 —Ru
0 RQQ —R23 _R24
R31 _é32 R33 0

Ris+ Rz + Ry + M,
Rys + Ros + Roy — M,
Rys + Ry + Ry + M,
Ris+ Ry + Ryp — M

(4.25)

, (4.26)

(4.27a)
(4.27D)
(4.27¢)
(4.27d)

gleich der

linken Seite der Impulsgleichungen (4.3) multipliziert mit der negativen inversen viskosen

Widerstandsmatrix — R~}

ergibt sich fiir die Volumenfliisse

Q1 P11
qA2 . ¢2f}2
qs $303
da P4ty

dabei wurde die Mobilititsmatrix A mit Komponenten

eingefiihrt.

j\lj(SW7 527 547 éf

Sw) = ¢*SiS; Ry}

setzen. Multipliziert mit der jeweiligen Phasenvolumendichte ¢;

(4.28)

(4.29)
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Mit der Annahme der viskosen Dominanz entfallen durch die Vernachlassigung der
Massenaustauschterme samtliche Abhéngigkeiten in R. Damit ist R eine Parametermatrix
und A nicht mehr von der Sattigungsdnderungsrate abhingig. Wenn man nun zusétzlich an-
nimmt, dass keine viskose Kopplung [4.2.3| existiert, dann wird die viskose Widerstandsmatrix

und die Mobilitdtsmatrix zu Diagonalmatrizen und die Volumenfliisse vereinfachen sich zu

¢ = ¢2ASZ2 (é$iz + E) . (4.30)

Durch Einsetzen der Konstitutivannahmen ergibt sich fiir die Fliisse

Gw = —%;w%ﬁ i*: aaxﬁ + ¢2;g: o P.5(Sw, Ss), (4.31a)
do = ifj (,i o 90 _gz S0)° ;A Py + 2¢2i2 o Poy(Sw, S4), (4.31D)
¢ = ifj 9% ifj 9% Py (Sw, Sa), (4.31c¢)
s = ifj aip + iiz % Py (Sw, S1), (4.31d)

mit gw = ¢1 + ¢ und go = §3 + ¢4, und man kann aus den Erhaltungsgleichungen das zu
(3.1) analoge System

o .
</5 SW = gz 0w (4.32a)
o .
%_fS@ =~ 550 (4.32Db)
0 M, 0
=8y = Gy, 4.32
cbat 9 - 752 (4.32¢)
) My O
S, = —da, 4.32d
(b@t ! 00 oz 1 ( )
Sw + Sp =1, (4.326)
Ps — P, = P.(Sw, S2,54) = Pea(Sw, S2) — Pes(Sw, S1), (4.32f)

generieren.

Wenn nun Sw, S, Sy und P, als die priméren Variablen bestimmt werden, dann ergibt sich
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Parameter ‘ Mo ‘ M4 ‘ I | I ‘ Py | P « ‘ B ‘ y ‘ 0 ‘ S0im ‘ Swar | R}
Wert \ 4 \ 3 \ 1.6 \ 0.025 \ 2.5 \ 0.4 \ 0.52 \ 0.9 \ 1.5 \ 3.5 \ 0.19 \ 0.15 \ 2
Tabelle 4.1: Verwendete Modellparameter.

ghnlich wie in Abschnitt

9, 9 [[(Sw—Sy)? ¢252 0, ¢S50
QS—ASW—% |:( < EES R22 aA CQ(SW> 52)

8t R11 R22
¢252
4,
R22 B c4(SW,S4) ) (4.33a)
d ¢* (1 — Sy — Sy)° ¢252 L P2 (1= Sw—54)" 0 -
-= 1—5 - N ~ + ~ —APC S ,S +
¢6t( ) 0z [( Ras R44 8.:1: Ras 0z 2(Sw, )
@? (1—Sw— S4) ¢252
+ . _P.y(Sw, S1) |, (4.33b)
( Rss R44 8
0 Sy — S 0Sw [¢2SQ 0 - ¢2S2
—Sy = —pnp—-—"——+ P — 2 (Sw, S
gb@t 2 ¢774S* ~ S O 83: oo o R22 aA 2( W 2)
¢252
4.
R22 aA c4(SW;S4):|7 (4.33c)
0 - S 8SW q§252 ¢252 }
2 G, = — p, —or 74 CS,S , 4.33d
¢z S = —dn 45* 5o o o [R44 TR T 4(Sw, S4) (4.33d)

wobei die in den eckigen Klammern stehenden Terme die in Abhéngigkeit der priméren
Variablen befindlichen Fliisse sind.

4.3.1.2 Immobile nichtperkolierende Phasen

Wenn man neben den Annahmen aus Abschnitt [4.3.1.1] annimmt, dass die nichtperkolieren-
den Phasen, wie in Abschnitt besprochen, immobil sind, dann ergibt sich fiir die Fliisse

Parameter | S5 S} Sy Soo Sio Swo

primar 0 Soim 1—5S0im 0 0 0

sekundar | 0 Soim 1 —S50im | Swar 0  Swar

Tabelle 4.2: Die Grenz- und Anfangsséttigungen der zwei Hauptbewisserungskurven.
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1 ~.
0.8f
(,I;f 0.6
c‘I_JhN 0.4
02
% 0.2 : .-c;.-4-- 06 08 1

S

w

Abbildung 4.1: Funktionale Abhéngigkeit der nichtperkolierenden Séttigungen von der Wasser-
siattigung aus den Gleichungen mit Parametern aus den Tabellen und
Die durchgezogene Linien zeigen die primére Bewasserung und die gestrichel-
te Linien zeigen die sekundéire Bewisserung. Beide Kurven sind von links nach
rechts zu lesen.

= — 4.34
qw h By (4.34a)
. ¢* (1= Sw—51)" 0 -
= ~ —P. 4.34b
qo R33 Y 3 ( )
Go = 0, (4.34¢)
ga = 0. (4.34d)
Damit kénnen dann die Gleichungen (£.32c) und (4.32d) wie in [Hilf 06b] zu
St — Sw \ "
Sa(w) = 53+ (5 - 5p) (52 2) " (1.35)
w — PWO0
S — S* M4
Su(w) = 5i + (5 — 57 (5250 )" (4.35b)
Wo — Pw

integriert werden, damit sind die nichtperkolierenden Phasen S5, S; keine unabhéngigen Va-
riablen mehr, sondern Funktionen der Wassersdttigung. Die Grenzséttigungen S3,S%, Siy
wurden bereits in Abschnitt erortert. Die Werte Sa, Sag, Swo stellen die Anfangsbe-
dingungen eines Prozesses fiir Sy, Sy, Sw dar. Wird nun ausschliefllich bewéssert, so sind die

sechs Parameter Konstanten und nehmen fiir die zwei Hauptbewésserungen die Werte aus
Tabelle 4.2 an.

Die funktionale Abhéngigkeit der nichtperkolierenden Sattigungen von der Wasserséttigung
ist in Abbildung dargestellt. Die durchgezogene Linien zeigen die primére Bewésserung
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Abbildung 4.2: Kapillardrucksfunktion (a) aus und deren Ableitung (b) mit Parametern
aus den Tabellen[d.Tjund .2 und Py, = Py, = 0. Die durchgezogene Linie zeigt die
primére Bewésserung und die gestrichelte Linie zeigt die sekundére Bewésserung.
Alle Kurven sind von links nach rechts zu lesen.

und die gestrichelte Linien zeigen die sekundére Bewésserung. Beide Kurven sind von links
nach rechts zu lesen. Bei der priméren Bewésserung sind anfangs weder nichtperkolieren-
des Wasser, noch nichtperkolierendes Ol vorhanden. Mit zunehmender Wassersiittigung wird
nichtperkolierendes Ol bis zum Maximalwert der residualen Olsattigung Sgim erzeugt, wobei
die Produktionsrate abnimmt. Die nichtperkolierende Wassersittigung bleibt bei Null. Bei
der sekundéren Bewisserung ist anfangs die nichtperkolierende Wasserséttigung gleich der
residualen Wassersiittigung Sy 4. Nichtperkolierendes Ol ist nicht vorhanden. Mit zunehmen-
der Wassersittigung wird nichtperkolierendes Ol bis zum Maximalwert der residualen Olsét-
tigung Spim erzeugt. Die nichtperkolierende Wasserséttigung wird vernichtet, bis nichts mehr

vorhanden ist. Beide Produktionsraten nehmen mit zunehmender Wasserséattigung ab.

Der Kapillardruck ist auch nur von der Wasserséttigung abhéngig

A 1
Pe(Sw) =5 (I(Sw — Sa(Sw)) ™ = T (1 = Sw — S4(Sw)) ™+
+ Py So(Sw) ™t — 6P Su(Sw)’ ) + Py, — By (4.36)

Er und seine Ableitung sind in Abbildung fiir die Hauptbewésserungen dargestellt. Die
durchgezogene Linien zeigen die primére Bewésserung und die gestrichelte Linien zeigen
die sekundére Bewésserung. Beide Kurven sind von links nach rechts zu lesen. Bei der
priméren Bewiésserung ist der Kapillardruck zuallererst unendlich grol und nimmt stark
ab. Bei (Sw, P.(Sw)) = (0.61,0.97) erecicht er einen Wendepunkt. Daraufhin nimmt der

Kapillardruck wieder stirker ab bis er bei der maximalen Wassersidttigung unendlich ne-
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-08 -06 -04 -0.2 0

Abbildung 4.3: Kapillardrucksfunktion (a) aus und deren Ableitung nach Sy (b) und Sy (c)
mit Parametern aus Tabelle 4.1jund Fj; = 0. Auf den dunkelblauen Fléachen sind
die Werte der jeweiligen Funktion kleiner als der minimale Wert der Farbskala.
Alle drei Funktionen gehen gegen —oo, wenn die Wassersittigung gegen 1 — Sy
geht.

gativ ist. Bei der sekundédren Bewé&sserung startet die Wasserséttigung bei der residua-
len Wasserséttigung Sgpin,. Der Kapillardruck ist unendlich gro3 und nimmt stark ab. Bei
(Sw, P.(Sw)) = (0.66,0.95) ereicht er einen Wendepunkt. Daraufhin nimmt der Kapillar-

druck wieder stédrker ab, bis er bei der maximalen Wasserséttigung unendlich negativ ist.

Wenn nun Sw und P als die priméren Variablen bestimmt werden, dann ergibt sich

9 9 | (Sw—S2)* 0 -
¢atSW ai‘ Rll a,ﬁi’ 11> ( 378“)
0 (2 (1—Sw—S)? 0 ,~ -
—(1—Sw) = - P+ P, . 4,
¢ 8t( Sw) = 5= o o5 D1+ Fe(Sw)) (4.37b)

4.3.1.3 Einzig in perkolierender Form vorhandenes Wasser

Wenn man neben den Annahmen aus Abschnitt annimmt, dass Wasser einzig in
perkolierender Form, wie in Abschnitt besprochen, vorhanden ist, dann reduziert sich
der Kapillardruck auf

. R 1
PC(SW, 54) - PC4<SW, S4) - —5 (Hz(l - SW - 84)_ﬂ —f- 5PZS4571) —f- P6k4 (438)

Er und seine Ableitungen sind in Abbildung dargestellt. Der Kapillardruck und seine

Ableitungen sind iiberall negativ und gehen gegen —oo, wenn die Wassersittigung gegen
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1 — 54 geht, und gegen 0, wenn die Wasserséttigung gegen 0 geht. Der Kapillardruck ist

negativer fiir groBere nichtperkolierende Olsittigungen.

Die Fliisse lauten

%53, 0 -

qw = ——=—47zF1, (4.39a)
Ry 0%
A ¢*(1—Sw—S)° 0 o #5709, . )

- - Py — =22 — (P + 2P.(Sw, S4)), 4.39b
do o 9t T R o5 (L1 T 28(Sw, 54)) (4.39b)
4a =0, (4.39¢)
. $*S? D, - .

= ——2 (P + 2P.(Sw, S1)). 4.39d
4 Ao 55 L1 (Sw, S1)) ( )

Wenn nun Sy, S, und ]51 als die priméren Variablen bestimmt werden, dann ergibt sich

+ <¢2 (1 —2;: — S4)° + 2‘25;455) aa:i_ﬁc(sw, sol (4.40b)
qja%s“ N —d)mﬁ%" 88:2 [if ;i@l + 2PC(SW,S4))1 O (4400)

wobei die in den eckigen Klammern stehenden Terme die in Abhéngigkeit der priméren
Variablen befindlichen Fliisse sind.

4.3.1.4 Einzig in perkolierender Form vorhandenes Ol

Wenn man neben den Annahmen aus Abschnitt [4.3.1.1| annimmt, dass Ol einzig in perko-
lierender Form, wie in Abschnitt besprochen, vorhanden ist, dann reduziert sich der
Kapillardruck auf

P.(Sw, Ss) = Po(Sw, S) = = (IZ(Sw — S2) ™ + yPyS2" ™) + Py (4.41)

N | —

Er und seine Ableitungen sind in Abbildung [.4] dargestellt. Der Kapillardruck ist iiberall
grofler 0.9 und gehen gegen oo, wenn die Wasserséttigung gegen die nichtperkolierende Was-
sersittigung geht. Der Kapillardruck ist positiver fiir groBere nichtperkolierende Wassersét-

tigungen. Die Ableitung des Kapillardrucks nach Sy ist immer negativ und geht gegen —oo,
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Abbildung 4.4: Kapillardrucksfunktion (a) aus und deren Ableitung nach Sw (b) und So
(c) mit Parametern aus Tabelle und Fj, = 0. Auf der dunkelblauen Fliche
in (b) sind die Werte der jeweiligen Funktion kleiner als der minimale Wert der
Farbskala. Auf den dunkelroten Flichen in (a),(c) sind die Werte der jeweiligen
Funktion grosser als der maximale Wert der Farbskala. Wenn die Wasserséittigung
gegen die nichtperkolierende Wasserséittigung geht, dann gehen die Funktionen
gegen oo in (a),(c) und gegen —oo in (b).

wenn die Wasserséttigung gegen die nichtperkolierende Wasserséttigung geht.Die Ableitung
des Kapillardrucks nach S5 ist immer grofler 2 und geht gegen oo, wenn die Wasserséttigung

gegen die nichtperkolierende Wasserséttigung geht.

Die Fliisse lauten

. ¢? (Sw — Sy) ¢252 ¢252

= — - Sw, S 4.42a,
o ( Ry R22 ax R ot ( w52 ( )
. ¢*(1—Sw)” 0 -

_ o =ow) 0 p 4.42
qo ous 9 3, ( b)
R ¢25’2 R R

= P - P 4.42
qo R22 8x( C(SW7 S?))a ( C)

Gs = 0. (4.42d)
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Wenn nun Sy, S5 und ]51 als die priméren Variablen bestimmt werden, dann ergibt sich

0 O [ (¢ (Sw—S)? 252\ 0 . ¢2S2 0 .
—AS - A = + — AP —A——APCS ,S 5 4.43
¢8t Y oz _( Ry1 Ry | O ! Ryy O (S, 552) (4.432)
) o [2(1—Sw)?a . .
(1= Sw) = — | T2 Y (Pt P(Sw, So)) | 4.43b
¢8t( W) % P 8:1:( 1 (Sw, S2)) ( )
9 Sy — S5 9Sw O {dﬂsg o - . }
—8y = — e — = P — PC S ,S , 4.43
e P S = Sw o0& | fy g5 Pt = FelSw, 52)) (4.43¢)

wobei die in den eckigen Klammern stehenden Terme die in Abhéingigkeit der priméren
Variablen befindlichen Fliisse sind.

4.3.2 Dimensionslose Gleichungen

In diesem Abschnitt werden die reduzierten Gleichungen dimensionslos gemacht.

4.3.2.1 Volles System

Nun fiihrt man die dimensionslosen Variablen ein

x= %x (4.44a)
N (4.44D)
aw = ¢2aQW7 .
I
qo = ¢2€LQ@, (4.44c)
I
72 MQ% (4.44d)
L
q4 %%, (4.44¢)
t= =1, (4.44f)
lo
1 -
b = p_bph (4.44g)
P.(Sw, S, S4) = Pea(Sw, S2) — Pes(Sw, S1), (4.44h)
1 ® .
Peo(Sw, S2) = = FPea(Sw, Sa), (4.441)
b
1 ® .
Pea(Sw, S) = p—Pcz;(SW, Sa), (4.44j)
b



4.3 Umformungen 47

wobei [ eine makroskopische Linge, @ eine makroskopische Geschwindigkeit und B, ecinen
ausgezeichneten Druck wie den Eindring- oder Durchbruchdruck definiert. Hiermit lésst sich

nun aus (4.33) die dimensionslose Formulierung

9 10 9, a
_R25268 04(SW>S4)}7 (4.45a)
9 1 9 9
5= =G5 [(Rs( — Sw = 81)" + RiS7) 5Pt
9
+ Ry (1— Sw — Su)* — o Peo(Swy, S2)+
d
+ (R (1 — Sw — Si)® + 2R1S?) — o c4(SW,S4)] : (4.45D)
0g _ . Si=510S 1 01400, pigpd B
T NS 5w 0t | Cawor {R S 5p Tt~ BaSa g FalSm, 52)
—stzaa Pea(Sw, 54)}, (4.45¢)
o,  Si—S;dSw 1 0 d g O
551 = Mo 5w 0t Candr {3454 - P1 = 2By Si - Pui(Sw, Sa) | (4.45d)

gewinnen, wobei R}, R}, R; die Verhiltnisse zwischen Ry; und Ras, Rss, Ry, darstellen. Die
dimensionslose makroskopische Kapillarzahl

Ryl
¢*hy

gibt das Verhéltnis zwischen dem makroskopischen viskosen Druckabfall und dem makro-
skopischen Kapillardruck wieder. Sie ist identisch mit der makroskopischen Kapillarzahl aus
314, wenn ﬁin = ﬂw/qﬁzl%

4.3.2.2 Immobile nichtperkolierende Phasen

Wenn man die dimensionslosen Variablen aus (4.44)) einfiihrt, dann ldsst sich aus (4.37)) die

dimensionslose Formulierung

B 10 , 0

ES\W Com 92 {(SW So(Sw)) a_Pl , (4.47a)
912 8w) = —— 2 B = S — S4(Sw))? 2 (Pu(Sw) + P1) (4.47b)
ot W Cay O W PAEWIT g W '
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gewinnen. Die dimensionslose makroskopische Kapillarzahl wurde in (4.46|) definiert.

4.3.2.3 Einzig in perkolierender Form vorhandenes Wasser

Wenn man die dimensionslosen Variablen aus (4.44)) einfiihrt, dann ldsst sich aus (4.40) die

dimensionslose Formulierung

B 1 9,0
5" = Gam 02 [SWPI]’ (4482)
o, 1o e @

T (RY(1 = Sy — S + 2R1S2) a%pC(sW, 54)] , (4.48b)
g 5i=S510Sw 1 0
ot ’745* ~ Sw 0t | Caw oz

9,
4O

[3452 (P, + 2P.(Sw, 54))} (4.48¢)

gewinnen. Die dimensionslose makroskopische Kapillarzahl wurde in (4.46)) definiert.

4.3.2.4 Einzig in perkolierender Form vorhandenes Ol

Wenn man die dimensionslosen Variablen aus (4.44]) einfiihrt, dann lésst sich aus (4.43) die

dimensionslose Formulierung

a 10 vy Dp e dp

0 1 07, o 0

a(l — Sw) Caw ax |:R ( S\\,\\]) o7 (Pl + P, (Sw, SQ)):| , (449b)
0o  S-S8508 1 0 [0
aSQ = 7]2S§V— SW ot + CaW al’ |:RQS 8 ( PC(SW,SQ)):| (4490)

gewinnen. Die dimensionslose makroskopische Kapillarzahl wurde in (4.46|) definiert.

4.3.3 Fraktionale Flussgleichung

Die dimensionslosen reduzierten Gleichungen kénnen nun in eine fraktionale Flussformulie-

rung gebracht werden.
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4.3.3.1 Volles System

Es werden fraktionale Flussfunktionen

(Sw — S2)* + RS2

S S, S = , 4.50a
I R3S3 (4.50D)
A P T (G — Sa)? + RLS2 + RL (1 — Sw — Su)® + RLS? |
RLS?
f4(SW>SQa 54) = (4'506)

(Sw — S2)? + RYS3 + RY (1 — Sw — Su)? + RLS?

und fraktionale Mobilitaten

R} (Sw —52)” (1 — Sw— S4)° + 2R}R}SE (1 — Sw — Su)” + Ry R} S35%
(Sw — S3)* + RLSZ + R (1 — Sw — S4)* + RLS?

AWQ(SWJ S27 54) -

Y

(4.51a)
N (S, Sa. S1) = RY (Sw — S2)% (1 — Sw — S4)® + 2R} (Sw — S)* S? + RYR}S2S3
Y (Sw — S5)” + RASZ + R} (1 — Sw — Sy)° + RLS? ’
(4.51b)
RS2 ((Sy — S5)? + 2R (1 — Sw — S4)° + RLS2
)\22<SW7 527 S4) = - 272 (( W2 2>1 D) 31( kil 4) ) 41 42), (451C)
(SW - SQ) + RZSQ + R3 (]. - SW - 54) + R4S4
R1S2 (RLS? — (Syw — So)?
A4 (Sw, S, S4) = 5 2 21( 24 & : (Sw 2) ) 5 7" (4.51d)
(Sw — S5)° + RAS2 + R (1 — Sy — Sy)* + RLS?
R1S? (R1S2 — RL(1 — Sy — Sy)?
A2 (Sw, S2,54) = 424 ( 21 22 i( X 4)2) oo (4.51e)
(Sw — S5)° + RLS2 + RL (1 — Sy — Sy)* + RLS?
RIS? (2 (Sw — So)* + RLS2 + RL (1 — Sy — Sy)?
Aia(Swr, Sz, Sp) = —— £ (2(Sn = 52) 25 1 s w = Si)) (4.51f)

(Sw — S3)° + RLS2 + RL (1 — Sy — Sy)* + RLS?

definiert.
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Damit erhélt man die fraktionale Flussformulierung

0 Gtot O
8tSW + m@fw(sw, Sa, S4)—
1 0 0
~ Can 0z [)\W2(Sw,52,54)8 c2(SW7S2):| -
L9 s (S S0, 502 Poa(Sw. S0) | = (4.52a)
Caw@ WARSW 22024 5 Fea(Sw, 54)| =0, '
0 Sy — 55 0 ot 0
§S2+7723* Swat C Wa f(SWaSQNSZL)
1 0 0
" Caw oz {)\22(Sw,52754)a c4(SW7S27S4):| -
L 8)\(3 SS)a (S, S2,54)| =0 (4.52b)
CaWa 24\ PW P2, D4 a C4 Wy P2, 24 - ’
0 Sy — Sy 0 ot 0
a&_‘—m—S{W—SWa WG wa —— f4(Sw, Sa, S4)—
1 0 0
~ Cande {)\42(Sw,52754)a 04(SW7S27S4):| -
L0 (S S0 80 2L Poa(Sw. 80,80 = 0 (4.52¢)
CaW&U 44\ PWy P2, D4 a C4 Wy D25 D4 - Y- :

Hierbei wurde der Gesamtfluss ¢t = qw + qo eingefithrt. Wenn nun noch 4 and [ so gewahlt
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werden, dass ¢t = Caw, dann erhélt man

0 0
—Sw + %fw(sw, Sa,S4)—

ot
1 0 0

- G | Ml Sa, 515 Pl 50| -

1 0 0
ea {Aw(sw, 50,50 2 P (S 54)] o,

) Sy — S5 0 )

552 + nzmasw + %fQ(SW; So,S4)—

1 0 0

~ Conds [)QQ(SW, Sa, 54)%34(5%52’ 54)] -

1 0 0
e {A%(sw, 50.51) 2 Pes(S. 50 54)] 0,
0 Sy—S; 0 0
554 + U4MESW + %ﬂ(swa So,S4)—

1 0

0
~ Can 01 [MQ(SW, Sa, 54)%1304(5\3’\‘/752’ 54)] N
1 9 0

~ Can e [)\44(Sw, S, 54)%1%4(5\%1, Sa, 54)} =0.

Wenn nun die Zeit- und Raumvariablen nochmals skaliert werden

7 = Cawz,

g = Cawt,

(4.53a)

(4.53b)

(4.53¢)

(4.54a)
(4.54D)
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dann fithrt das zuletzt zu

0
ai’SW + _fW(SW7 527 54)
0 0
-0 {)\W2(SW752,S4) S5 PalSn. 52)| -
0 0
~ % Ayya (S, S2, 54)a~ Poy(Sw, S4)| =0, (4.55a)
0 Sy — 55 0
8_1?52 +tee——a S5 — 5w 8tSW + —f2(SW7 S, S4)—
0 0
- a_ )\22(SW>SZ7S4)8~ C4(SW7527S4) -
0 0
— a_ )\24(SW7S27S4)8~ C4(SW7527S4) = 7 (455b)
0 Sy —S; 0
8_584 + 7745* e 8tSW + a~f4(SW7 S, S1)—
0 0
- a_ )\42(SW7S27S4)8~ C4(SW7527S4) -
0 0
- y )\44(SW7 52, 54)3~ C4(SW7 527 54) = VU (4.550)

4.3.3.2 Immobile nichtperkolierende Phasen

Ausgehend von dem dimensionslosen Gleichungssystem der immobilen nichtperkolierenden
Phasen (4.47)) definiert man eine fraktionale Flussfunktion

(Sw — Sa(Sw))’

f(Sw) = (4.56)
" (Sw = 52(Sw)) + B (1= S — Su(Sw))?
und eine dimensionslose Kapillarfunktion
2 2

(Sw — S2(Sw))” + RL (1 — Sw — S4(Sw))*> 9OSw

die in Abbildung [4.5|fiir die primére Bewiésserung und die sekundire Bewéisserung dargestellt
sind. Die fraktionale Flussfunktion zeigt ein konvex-konkaves Verhalten mit einem Wende-
punkt. Dementsprechend besitzt ihre Ableitung eine Glockenform mit einem Maximum. Die
primére Bewisserung und die sekundédre Bewisserung unterscheiden sich nur geringfiigig,

indem das Maximum der Ableitung fiir die sekundére Bewisserung grofler ist. Die Kapillar-
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Abbildung 4.5: Fraktionale Flussfunktion f(Sw) (a), ihre Ableitung f'(Sw) (b) und Kapillar-
funktion D(Sw) (c) und ihre Ableitung D'(Sw) (d) fiir das Modell mit immobilen
nichtperkolierenden Fliissigkeiten mit Parametern aus den Tabellen und
Die durchgezogene Linie zeigt die primére Bewéisserung und die gestrichelte Linie
zeigt die sekundire Bewésserung.

funktion besitzt ein Maximum, das bei der sekundéiren Bewésserung deutlich grofler ist. Sie
hat zwei Nullstellen bei dem maximalen und minimalen Wasserséttigungswert. Die Ablei-
tung der Kapillarfunktion geht gegen oo, wenn die Wasserséttigung minimal wird, und gegen

—o0, wenn die Wassersittigung maximal wird.

Damit erhélt man nach geeigneter Wahl fiir 4 und Z, ndmlich so dass ¢io; = Caw, und der
Zeit- und Raumskalierung von (4.54) die dimensionslose fraktionale Flussformulierung

OSw  O0f(Sw)0Sw O
ot 0Sw 0% 0%

asw} = 0. (4.58)

{D(SW)%
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4.3.3.3 Einzig in perkolierender Form vorhandenes Wasser

Ausgehend von dem dimensionslosen Gleichungssystem des einzig in perkolierender Form
vorhandenen Wassers (4.48|) definiert man die fraktionalen Flussfunktionen

St

Sw, S4) = , 4.59a

FolSm 50 = o R (1= S — 5 1 RS2 (4.59)

fa(Sw, Sy) = R}lSZ (4.59Db)

BTG L RE(1— Sy — 84)% + RLS? '
und die dimensionslosen fraktionalen Mobilitaten
52 (R (1 — Sw — Sy)? + 2R1S?
M (Swr, Sa) = =2 (B3 (1 w = 5) 4 i 42), (4.60a)
RLS2 (252 + R (1 — Sy — Sy)?
Ao(Sw, Sy) = ——4 (25 + 15 (1 = S = S)) (4.60D)

S2,+ R (1 — Sy — S,)° + RLS2

Die fraktionalen Mobilitdten unterscheiden sich von der Kapillarfunktion durch den fehlen-
den Kapillardrucksableitungsterm, da diesmal der Kapillardruck nicht mehr nur von der

Wasserséttigung abhéngt.

In Abbildung {4.6| sind die fraktionalen Flussfunktionen fyw(Sw, S1), fa(Sw, Ss) und die frak-
tionalen Mobilitéiten Aw(Sw,S1), A(Sw, Sq) fiir R} = R} = 1 dargestellt. Die fraktionale
Flussfunktion fiir Wasser nimmt Werte zwischen 0 und 1 an. Sie héngt kaum von der nicht-
perkolierenden Olséttigung ab, wobei mehr nichtperkolierende Olséttigung zu einem niedri-
geren Wert in fy fiihrt. Desweiteren zeigt fw in Bezug auf die Wasserséttigung das gleiche
konvex-konkave Verhalten wie fiir den Fall der immobilen nichtperkolierenden Phasen. Die
fraktionale Flussfunktion fiir nichtperkolierendes Ol nimmt Werte zwischen 0 und 0.1 an. In
Bezug auf die Wasserséttigung zeigt sie eine Glockenform mit einem Maximum bei Sattigung
50% und mit Minima bei minimaler und maximaler Wasserséttigung. Sie besitzt ein konve-
xes ansteigendes Verhalten in Bezug auf die nichtperkolierenden Olséttigung. Die fraktionale
Mobilitat des Wassers besitzt Werte aus (—0.25,0). In Bezug auf die Wassersattigung zeigt
sie eine negative Glockenform mit einem Minimum bei mittleren Wasserséttigungen und Ma-
xima bei minimaler und maximaler Wasserséttigung. Bei zunehmender nichtperkolierenden
Olséttigung nimmt ihr Wert leicht zu. Dies geschieht hauptséchlich bei hohen Wassersit-
tigungen. Die fraktionale Mobilitét des nichtperkolierenden Ols hat Werte in (0,0.07) und

erreicht ein Maximum bei maximal Wasser- und nichtperkolierender Olsittigung.

Nach geeigneter Wahl fiir « und [ , ndmlich so dass ¢io; = Caw, und der Zeit- und Raumska-
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020 1
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Abbildung 4.6: Fraktionale Flussfunktionen fy(Sw,S4) (a) und f4(Sw,Ss1) (b) und fraktionale
Mobilitdten Aw(Sw, S1) (¢) und Ay(Swy, Ss) (d) fiir R% = Rzll = 1.

lierung von (4.54)) erhélt man die fraktionale Flussformulierung

0 0 0 0

8—~SW + %fw<SW, S4) 8 [Aw(SW, 54) 0F (Sw, S4)j| == , (461&)
0 Sy—S; 0 0 0
8_1?34 + Na—=—F=— S* SW By SW + jfz;(S\yv, 54) a {)\4(Sw, S4)a~ (Sw, S4)j| = U. (4.61b)
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4.3.3.4 Einzig in perkolierender Form vorhandenes Ol

Ausgehend von dem dimensionslosen Gleichungssystem des einzig in perkolierender Form
vorhandenen Ols (4.49)) definiert man die fraktionalen Flussfunktionen

(Sw — S5)° + RLS2

Sy, So) = , 4.62a
FolSm 82 = G 8,7 + RySE+ R (1= S (4.622)
fo(Sw, 52) = RS (4.62b)
P T (S — S9) + RLS2 + RL (1 — Sy '
und dimensionslose fraktionale Mobilitaten
R (1= Sw)? ((Sw — 95)* + 2RLS2
Aw (Sw, S2) = — 5 ( Wg) (( 1W2 2>1 2 22)7 (4.63a)
RS2 ((Syw — S2)* + 2R (1 — Sw)?
Ao (Swy, Sp) = ——=—2 (S = S + 275 w)) (4.63Db)

(Sw — S2)° + RLSZ + RL (1 — Sw)”

Die fraktionalen Mobilitdten unterscheiden sich von der Kapillarfunktion durch den fehlen-
den Kapillardrucksableitungsterm, da diesmal der Kapillardruck nicht mehr nur von der

Wassersittigung abhéngt.

In Abbildung 4.7 sind die fraktionalen Flussfunktionen fyw(Sw, S2), f2(Sw, S2) und die frak-
tionalen Mobilitéiten Aw(Syw,Ss), A2(Sw, S2) fiir R = Rl = 1 dargestellt. Die fraktionale
Flussfunktion fiir Wasser nimmt Werte zwischen 0 und 1 an. Sie hédngt kaum von der nicht-
perkolierenden Wassersittigung ab. Desweiteren zeigt fw in Bezug auf die Wassersittigung
das gleiche konvex-konkave Verhalten wie fiir den Fall der immobilen nichtperkolierenden
Phasen. Die fraktionale Flussfunktion fiir nichtperkolierendes Wasser nimmt Werte zwischen
0 und 0.06 an. In Bezug auf die Wasserséttigung zeigt sie eine Glockenform mit einem Maxi-
mum bei mittlerer Sattigung und mit Minima bei minimaler und maximaler Wasserséttigung.
Sie besitzt ein konvexes ansteigendes Verhalten in Bezug auf die nichtperkolierenden Was-
sersittigung. Die fraktionale Mobilitdt des Wassers besitzt Werte aus (—0.13,0). In Bezug
auf die Wassersattigung zeigt sie eine negative Glockenform mit einem Minimum bei mitt-
leren Wasserséttigungen und Maxima bei minimaler und maximaler Wassersittigung. Bei
zunechmender nichtperkolierenden Wasserséttigung nimmt ihr Wert leicht ab. Dies geschieht
hauptséchlich bei niedrigen Wasserséttigungen. Die fraktionale Mobilitédt des nichtperkolie-
renden Wassers hat Werte in (—0.05,0) und erreicht ein Minimum bei minimaler Wasser-

und maximaler nichtperkolierender Wassersattigung.

Nach geeigneter Wahl fiir & und [ , ndmlich so dass ¢io; = Caw, und der Zeit- und Raumska-
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(b)
—012 -0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 —0.(%—001_0
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Abbildung 4.7: Fraktionale Flussfunktionen fy(Sw,S2) (a) und f2(Sw,S2) (b) und fraktionale
Mobilitdten Aw(Sw, S2) (¢) und Aa(Syy, S2) (d) fir R% = R:l,) = 1.

lierung von (4.54)) erhélt man die fraktionale Flussformulierung

0 0 0

a~SW + _fW(SW7 SQ) 8 |:)\W(SW7 52)a~ (SW7 S2):| = 07 (4648‘)
0 Sy — 55 0 0 0
a—£S2 + ngm aESW + jf2<Sw, SQ) a |:)\2(Sw, SQ)(T (Sw, Sg):| =0 (464b)

4.4 Laufende Wellengleichung

Mit der Annahme, dass das Profil mit einer konstanten Geschwindigkeit ¢ propagiert, kénnen
die partiellen Differentialgleichungen der fraktionalen Flussformulierungen zu gewthnlichen
Differentialgleichungen vereinfacht werden. Die resultierende Systeme, die aus mehreren Glei-

chungen bestehen, kénnen nicht in die Form eines dynamischen Systems gebracht werden.
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4.4.1 Volles System

Wenn nun eine laufende Wellenvariable y = # — ct eingefiihrt wird, dann ergibt sich aus dem
Gleichungssystem ({4.55]) folgendes laufende Wellensystem

— Sy + fiy(Sw, S2,51) — [Mw2(Sw, S2, S1) Ply(Sw, S2)] —

- [)\W4(SW7 527 54)PC/4<SW7 S4)], = 07 (465&)
! Sy — 55 / / / /
—¢5; — CUQSE—SFSW + fo(Sw, Sa, Sa) — [Aa2(Sw, S2, Sa) Ply(Sw, S, S4)] —
w T OW
— [Naa(Sw, Sz, Sa) Ply(Sw, Sz, 84)] = 0, (4.65b)
/ Sy — 55 / / / /
— eS8y — emge— o= Sy + fi(Sw, 52, 54) — aa(Sw, S, $1) Ply(Sw, 52, S0)] =
w — POW
- [)\44(SW7 527 S4>PC/4(SW7 SQ; S4)], = 07 (465C)

wobei ' die Ableitung nach y bezeichnet.
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Nach Ausdifferenzieren und ineinander Einsetzen ergibt sich folgende Gleichung

(6774 517 5% — O/ —@ (Cﬁz % =5 - an)—
S{;\V — SW 6SW )\22 S{;V — SW GSW

B A22Aaq — Aoghgo (c— 0 fw B A2 (07]2 So — 55 _ dfs )))
AwaAz2 — Awa Aoy Sy — Sw OSw

S,—

w

Sw A2
(% A (af2 c) A2 — Asgdap (3fw n A2 <C 3f2)>> g
08y Aoz \ 0S5, Awadoz — Awadag \ 052 Aoy 05, 2
(% e A 0fs A — Aaadep (3fw n Avya af2>) g
05, A2 08y Aywadoz — Awadog \ 0S4 Aop 05y *
OM\i2 Ap 0A2 | 0P OAgg Aa2 0Aog\ OFy
- ((8SW - )\_masw) S (asw - )\_masw) OSw

- A2oAas — A2sAao (((”\WQ Ayya (9)\22) 0P n (a)\W4 Ayya 3)\24) 8P04))

Awador — Awados \\ OSw Ay 0Sw /) 8Sw  \ 0Sw Mgy 9Sw /) 0Sw

- ((% e a)\22) 0P Asdu— Maihas ((am e 8)\22) OPes )) -
852 >\22 852 852 )\W4)\22 - )\WQ)\24 852 )\22 852 a

o ((8)\44 >\42 a)\24) aPC4 >\22/\44 - )\24>\42 ((a)\W4 _ >\W2 a/\24) a )) _
0S: A2 05:) 0Si  Awadaz — Awder \\ 951 A 0S5; ) 95

o ((% . @8)02) aPCQ (a)\42 . 28)02) aPCQ + <a/\44 4 a)\24 aPc4_
OSw A2 0Sw /) 05, 0S5y Ay 055 ) OSw Sy Aoz 05y ) 0Sw

_ )\22)\44 - /\24/\42 <(a)\W2 . )\WQ a)\22) aPc2 (a)\WQ _ /\W2 a)\22) 8Pc2+

Awadoo — Ayya Aoy 0Sw Ao 0Sw ) 05, 055 Aoy 0Sy ) OSw

a)\w4 )\WQ 8)\24 8Pc4 1l
+ < 352 A22 352) aSW)) SWS2

o ((a)\é@ >\42 a)\22 8P02 (8)\44 )\42 a)\24) a1304 + <8/\44 )\42 8)\24) 8Pc4

951 N2 055 ) 09w \0Sw 205w ) S, Sy Ay 0S4 ) 0Sw
Ao — Ao ((a)\wz  we a)\22) 0P (mw  Awe 6A24) 0Py
AwaA22 — AwaAaa 0S4 Aog 08y ) OSw O0Sw Ao OSw ) 05,
(aAW _ e am) am)) oo
9S: A 0S4 ) 0Sw ) ) 7V
8)\42 )\42 a)\22 aPCQ a)\44 )\42 8)\24 aF)c4
‘((a_&‘ga&) 05, <852 _)\_228_52) 9Ss
_ )\22)\44 - /\24/\42 <(8>\W2 . )\W2 a)\22) aP)c2 + (a)\WZL _ /\W2 a)\24) aPc4)) S/ S/
AwaAaz — AwaAog 05, Aoy 0S4 0S5, 05y Aoy 05y 0S4
=0, (4.66)

wobei die funktionellen Abhéngigkeiten weggelassen wurden. Diese Gleichung kann analy-

tisch nicht gelost werden.

Das Gleichungssystem (4.65)) kann nicht in die Form der Gleichung (2.13)) iiberfithrt werden.
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Damit ist es unmoglich, einen dynamischen Systemansatz zu verfolgen. Deswegen miissen
weitere Vereinfachungen getroffen werden, bzw. die einzelnen Bestandteile, wie Massenaus-

tauschterm oder Flussterm, isoliert betrachtet werden. Dies wird in Kapitel [7] geschehen.

4.4.2 Immobile nichtperkolierende Phasen

Ausgehend von dem Abschnitt [4.3.3.2/ kann eine laufende Wellenvariable y = #—ct eingefiihrt
werden, womit die Gleichung (4.58)) zu der Wellengleichung

g

— c} Sty — [D(Sw)Si] =0 (4.67)

wird. Sie ist identisch zur Gleichung (5.1)) des DBRMMWBL-Modells. Die Losungen dieser
Gleichung konnen analog zum DBRMMWBL-Modell diskutiert werden. Dies geschieht in
Abschnitt [5.2]

4.4.3 Einzig in perkolierender Form vorhandenes Wasser

Ausgehend von dem Abschnitt [4.3.3.3|kann eine laufende Wellenvariable y = # —ct eingefiihrt

werden, womit die Gleichungen (4.61)) zu den Wellengleichungen

—CS@;\V + f{}V(S\W’ 54) — [Aw(SW, S4)Pé(5w, 54)]/ = 0, (468&)
! Sy — 53 ! ! / !
—cSh — cng—Sf — S;y Sty 4 F4(Sw. S1) — [Ma(Sw, S)P(Sw, S1)] =0 (4.68D)
W

wird.
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Nach Ausdifferenzieren und ineinander Einsetzen ergibt sich folgende Gleichung

(_ +<9fw(sw,s4) )\W(SW,S4)C Si—58;  Aw(Sw,S4) af4<sw,s4)>5 N
OSw M(Sw,Sh) Sy —Sw M(Sw,Si)  0Sw w

w(Sw, Sy) )\W(SW,S4)C_ Aw (Sw, Si) 8f4(SW,S4)> &

9S4 /\4(SW, Sy) Mi(Sw,Sy) 98y

w(Sw, S1) OPe(Sw, S1)  Mw(Sw, Sa) OAa(Sw, Sa) 6PC(SW,S4)) (57 +

OSw OSw M(Sw,S1)  OSw OSw W

w(Sw, 51) OP(Sw,81)  Aw(Sw, S1) ONa(Sw, S1) OPe(Sw, 54)) (51’

854 654 )\4(Sw, 54) (954 854

w(Sw, S4) OP.(Sw, Ss) N OAw (Sw, S1) OPe(Sw, Sa)

asw 95, 95,4 dSw

(2
(>
(=
< A
_ Aw(Sw, S1) OAa(Sw, S1) OF(Sw, Sa)  Aw(Sw, S1) OAa(Sw, S1) OF(Sw, Sa)

(SW, Si) O0Sw 0S4 B A (Sw, Sy) 05, 05w ) SwSy = 0.
(4.69)

Diese Gleichung kann analytisch nicht geldst werden.

Das Gleichungssystem (4.68|) kann nicht in die Form der Gleichung (2.13)) iiberfithrt werden.
Damit ist es unmoglich, einen dynamischen Systemansatz zu verfolgen. Deswegen miissen
weitere Vereinfachungen getroffen werden, bzw. die einzelnen Bestandteile, wie Massenaus-

tauschterm oder Flussterm, isoliert betrachtet werden. Dies wird in Kapitel [6] geschehen.

4.4.4 Einzig in perkolierender Form vorhandenes Ol

Ausgehend von dem Abschnitt [4.3.3.4/kann eine laufende Wellenvariable y = 7 —ct eingefiihrt
werden, womit die Gleichungen (4.64]) zu den Wellengleichungen

—CS/ + f{;V(SW, SQ) — [Aw(SW, SQ)Pé(SW, 52)], = 0, (470&)
! S S* ! / /
—cSh — cmﬁsw + f5(Sw, S2) — [Aa(Sw, S2) Pl (Sw, S5)] =0 (4.70D)
W

wird.
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Nach Ausdifferenzieren und ineinander Einsetzen ergibt sich folgende Gleichung

(_ + afW(SWU 52) + )\W(SW7 52)077 SQ - S; - )\W(SWU SQ) an(SWU 82)) S/ +
9w Ao(Sw, So) 2 SE —Sw Ao(Sw,Sy)  0Sw W
SWaSQ AW(SW7 SZ)C_ )\W(SW752) 8f2(SW752)> S/

9% (S %) ¢ Ma(Sw.S) 05,

SV\V)SQ aP (SW7SQ> )\W(SWNS'?) 8)\2(SW,52) aPC(SW’SZ) (S/ )2

OSw OSw Aa(Sw, S2)  OSw OSw W

SV\V:SQ aP (SW7S2> )\W(SW7SQ) a)\Z(SW7 SZ) 6PC<SW7SQ) (Sl)2

a5, 85, No(Sw, Ss) 95 95,

Aw (Sw, S2) OP.(Swy, S2) n OAw (Sw, S2) 8PC(SW,SQ)_

'w, S2) OA2(Syy, S2) OPe(Sw, S2) B Aw (Sw, S2) OA2(Sw, S2) OP.(Swy, S) oo
(S Sy) 95w 05, Mo(Sw, 82) 95 05w

(2
(2
(2
L

(4.71)

Diese Gleichung kann analytisch nicht geldst werden.

Das Gleichungssystem (|4.70]) kann nicht in die Form der Gleichung ([2.13) iiberfithrt werden.
Damit ist es unmoglich, einen dynamischen Systemansatz zu verfolgen. Deswegen miissen
weitere Vereinfachungen getroffen werden, bzw. die einzelnen Bestandteile, wie Massenaus-

tauschterm oder Flussterm, isoliert betrachtet werden. Dies wird in Kapitel [6] geschehen.
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Teil 11

Laufende Wellenlosungen
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In diesem Teil der Dissertation, der den Hauptteil der Arbeit darstellt, werden laufende
Wellenlosungen der verschiedenen Mehrphasenstromungsmodelle und ihre Naherungen dis-
kutiert. Als laufende Wellen werden Sattigungsprofile bezeichnet, die sich in der Form nicht
andern und sich mit konstanter Geschwindigkeit fortbewegen. Sie stellen eine der am wei-
testen verbreiteten Ahnlichkeitslosungen dar und vereinfachen die partiellen Differentialglei-
chungen zu gewohnlichen Differentialgleichungen. Diese kénnen bis zu einem gewissen Grad
analytisch, hdufig zumindest quasianalytisch mit Hilfe eines dynamischen Systemansatzes,
diskutiert werden. So wurde in [Brev 01] ein laufender Wellenansatz fiir das DBRMMWBL-
Modell mit linearer Parametrisierung erortert. Zuséatzlich wurden Ergebnisse fiir eine Para-
metrisierung nach Brooks und Corey gezeigt. In dieser Arbeit werden zudem Losungen fiir
Parametrisierungen nach Van Genuchten behandelt. |Brev 01] enthélt mehrere topologisch
unterschiedliche Profilklassen. Es wird erdrtert, inwieweit diese physikalisch zuléssig sind.
Desweiteren wird der laufende Wellenansatz auf verschiedene Néherungen des Perkolations-

modells angewendet, was zu Systemen mehrerer Gleichungen fiihrt.

Die komplexere Struktur der Systeme mehrerer Gleichungen macht es im Gegensatz zum
DBRMMWBL-Modell méglich, nichtmonotone Profile zu erzeugen, welche in verschiedenen
Experimenten |Geig 00, DiCa 00, DiCa 04, DiCa 07,|DiCa 08| beobachtet werden konnten.
Im Vergleich zu den Systemen einer Gleichung treten bei Systemen mehrerer Gleichungen
Freiheitsgrade auf, d.h. Geschwindigkeiten und Randwertséttigungen fithren nicht mehr zu
eindeutigen Losungen. Es wird gezeigt, dass dies an den in den Anfangsbedingungen der
partiellen Differentialgleichungen versteckten Freiheitsgraden liegt, die ja in einer laufenden
Wellenlosung nicht zu sehen sind. Desweiteren kénnen die niedrigerdimensionalen Systeme

als invariante Teilmengen der hoherdimensionalen Systeme identifiziert werden.

Dieser Teil ist nach Anzahl der Gleichungen und Art der Diskussion gegliedert. So werden
in den ersten drei Kapiteln Systeme mit einer, zwei und drei fraktionalen Flussgleichungen
quasianalytisch durch einen laufenden Wellenansatz besprochen. Im letzten Kapitel werden
die zugrundeliegenden partiellen Differentialgleichungen der Systeme mit einer, zwei und
drei fraktionalen Flussgleichungen mit Hilfe eines numerischen Algorithmus’ gelost. Dieser
Algorithmus verwendet ein adaptives mobiles Gitter fiir die Raumdiskretisierung und geht
auf die Arbeiten [Zege 92, Blom 94| Dam 06| zuriick. Dabei konnen die quasianalytischen

Losungen verifiziert und deren Stabilitdt untersucht werden.

Im Kapitel {iber Systeme mit einer Gleichung werden das klassische DBRMMWBL-Modell
und die Ndherung der immobilen nichtperkolierenden Fliissigkeiten des Perkolationsmodells
diskutiert. Dieser Abschnitt geht zu einem grofien Teil auf [Brev 01] zuriick. Das Kapitel

iiber Systeme mit zwei Gleichungen diskutiert Ndherungen des Perkolationsmodells, bei de-
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nen jeweils eine Fliissigkeit einzig in perkolierender Form vorhanden ist. Im Kapitel iiber
Systeme dreier Gleichungen wird das Perkolationsmodell mit frei beweglichen nichtperkolie-
renden Fliissigkeiten besprochen. Im vorigen Teil der Arbeit iiber Mehrphasenstromungen
wurde das Perkolationsmodell in eine dimensionslose fraktionale Formulierung gebracht. Lei-
der sind die laufenden Wellensysteme zweier oder dreier Gleichungen mit einem dynamischen
Systemansatz nicht diskutierbar. Deswegen werden hier allgemeinere Gleichungen diskutiert,
in denen die Ndherungen des Perkolationsmodells als Spezialfall enthalten sind. Fiir diese all-
gemeinen Gleichungen werden Naherungen getroffen, bis laufende Wellenlosungen mit einem
dynamischen Systemansatz gefunden werden konnen. Die komplizierten zweiten Ordungster-
me, die aus den Kapillar- und Oberflichenkréiften resultieren, werden vereinfacht, da sie, falls
ihre Vorzeichen nicht variieren, nichts an der globalen Losung veréindern. Bei den Systemen
zweier Gleichungen werden zum einen die Massenaustauschterme, indem die Flussfunktionen
als nichtgekoppelt angenommen werden, und zum anderen die Flussterme néher untersucht,
indem die Massenaustauschterme vernachléssigt werden. Fiir die Systeme dreier Gleichungen
werden nur die Flussterme naher untersucht, indem die Massenaustauschterme vernachlassigt
werden. Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass in dieser Arbeit ausschlieflich Bewisse-

rungswellen untersucht werden.
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5 Eine Gleichung

In diesem Kapitel werden laufende Wellenlosungen einerseits des klassischen DBRMMWBL-
Modells fiir die zwei wichtigsten Parametrisierungsmodelle fiir den Kapillardruck und die
relativen Permeabilitdten nach Brooks und Corey und nach Van Genuchten und andererseits
des Perkolationsmodells mit immobilen nichtperkolierenden Fliissigkeiten untersucht. Dazu
wird analog zu |[Brev 01] aus dem laufenden Wellenansatz ein dynamisches System gewonnen
und diskutiert. Es werden verschiedene topologische Profilklassen identifiziert. Die iiberall
stetig differenzierbaren Profile kann man mit einer neuartigen Formulierung diskutieren, die
es ermoglicht, mit einer Abbildung alle Charakteristiken der laufenden Wellenl6sungen ei-
nes Modells darzustellen. Desweiteren wird die physikalische Zuléssigkeit der verschiedenen
topologischen Profilklassen untersucht. Das DBRMMWBL-Modell nach Brooks und Corey
und nach Van Genuchten weist nur kleine Unterschiede auf. Das Perkolationsmodell fiithrt
zu mehreren Verbesserungen im Vergleich zu dem DBRMMWBL-Modell. Erstens kénnen
nun auch stetig differenzierbare Wellen, die ein komplett trockenes Medium fiillen, erzeugt
werden. Zweitens kann man zwischen der priméren und sekundéren Bew&sserung unterschei-
den, was zu erheblichen Geschwindigkeitsunterschieden fiihrt. Drittens kann das Verhalten

der nichtperkolierenden Fliissigkeitsanteile erortert werden.

5.1 DBRMMWBL-Modell

Die laufende Wellengleichung fiir das DBRMMWBL-Modell lautet nach Kapitel

e

~ o] st - ey =0 (5.1)

mit der fraktionalen Flussfunktion

kw (Sw)

f(Sw) = ko (Sw) + M ko (Sy)

(5.2)
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und der Kapillarfunktion

D(Su) = ~MZ ko (S (S) o, 53)
Wenn nun von einem 3 bis y integriert wird, dann erhilt man
Sulv) = Gy U (Sw(0) = aSuty) + o (5.4)
mit
co = cSw(yo) — f(Sw(yo)) + D(Sw(yo))Siw(¥o) (5.5)

als Integrationskonstante.

Die Gleichung beschreibt ein System mit zwei Parametern ¢ und ¢y, welche iiber die
Randwertbedingungen eindeutig bestimmt werden kénnen. Falls man an einem durch ¢ und
¢o eindeutig bestimmten Séttigungsprofil interessiert ist, so wird die Gleichung einfach
numerisch mit Anfangspunkt Sy (yo) integriert.

Um eine qualitative Beschreibung der globalen Struktur der verschiedenen Losungen aus
der Gleichung ([5.4) zu erreichen, wird ein geometrischer dynamischer Systemansatz gewihlt.
Dabei formuliert man die Gleichung (5.1)) in ein zweidimensionales dynamisches System erster

Ordnung

Y =X, (5.6a)

X'=x (1X) K@gg) - c) y - ag—g‘f)w} (5.6b)

um. Dabei wurde Sw in X und Sj; in Y umbenannt. Die Menge der stationéren Punkte
S={(X,0)0<X <1} (5.7)

bildet eine offene Teilmenge der X-Achse. Die Stabilitét des System ([5.6) an einem statio-
néren Punkt Sy = (Xo,0) € S wird durch die Vorzeichen der Eigenwerte des linearisierten

Systems bestimmt. Das linearisierte System lautet

/

- (5.8)
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mit

f'(Xo) — ¢

CL22(X0) = D(Xo)

(5.9)
Die Eigenwerte sind 0 und e;(Xo) = a(Xo), damit stellt (5.6 ein entartetes System dar. Die
Kapillarfunktion D(X) wird im folgenden immer eine nicht negative Funktion sein. Damit

konnen die stationdren Punkte Sy folgendermaflen klassifiziert werden

(5.10)

o it stabil, falls So € S = {(Xo,0)|f(Xo) < ¢},
1S
"7 | instabil, falls S € S = {(Xo,0)[f'(Xo) > .

Dabei stellen die Mengen S, und S, die stabilen und instabilen stationdren Punkte dar, ihre
Indizes r und 1 wurden so benannt, da die instabilen Punkte den linksseitigen Grenzwert der
Séttigung und die stabilen Punkte den rechtsseitigen Grenzwert der Sattigung darstellen.
Desweiteren gilt S = S, US, U S,, wobei

8. = {(X0,0)|'(X0) = ¢} (5.11)

die Menge der stationdren Punkte bezeichnet, deren beide Eigenwerte Null sind. Es kann

keine Sattelpunkte geben, da nur ein von Null verschiedener Eigenwert zur Verfiigung steht.

Die Gleichung ((5.4) wird zu

f(X) —CX+CO

(5.12)

und beschreibt die Trajektorien im Phasenraum (X, Y’) mit Scharparameter c.

Da die Funktion D(X) bei X € {0, 1} zwei Nullstellen besitzt, werden dort die Trajektorien
singulér.

Das Verhalten der Trajektorien fiir X — 0% wird durch

. . Co
lim Y., (X)= lim —— = 5.13
i, Yo, (X) Q%DM)S@%W) (5.13)
bestimmt. Somit existiert eine Separatrixkurve Co(X) = Yy(X), die das Verhalten des rechts-
seitigen Grenzwertes X — 07 bestimmt. Trajektorien mit positivem co-Wert gehen gegen oo

und Trajektorien mit negativem cyp-Wert gehen gegen —oo fiir X — 0F.
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Das Verhalten der Trajektorien fiir X — 1~ wird durch

. . 1l—c+o
Xh_>n117 Yo, (X) = Xh_)nlli D) =sgn(l — c+ ¢p)oo (5.14)
bestimmt. Somit existiert eine Separatrixkurve C;(X) = Y._1(X), die das Verhalten des

linksseitigen Grenzwertes X — 1~ bestimmt. Trajektorien mit cy-Wert kleiner ¢ — 1 gehen
gegen oo und Trajektorien mit co-Wert gréfler ¢ — 1 gehen gegen —oo fiir X — 17. Beide

Separatrixkurven fallen zusammen, falls ¢ = 1.

Die Separatrixkurven Cy,C; nehmen genau dann einen endlichen Wert in ihrem jeweiligen

Limes an, wenn

(X)) —c

Xh_r){)l+ (X bzw. (5.15a)
(X)) —c

9 (5.15D)

konvergiert. Die Flussfunktionen sind in den meisten Parametrisierungsmodellen konvex-
konkave Funktionen, fiir die f'(0) = f'(1) = 0 gilt. Die Ableitung der Kapillarfunktionen bei

X = 0,1 kann jedoch je nach Modell divergieren oder gegen Null konvergieren.

Falls die Gleichungen (.15]) divergieren, dann folgt

XILI%Jr Co(X) = —o0, (5.16a)
lim C;(X) = +oo. (5.16b)
X—=1-

Dementsprechend zeigen alle Trajektorien singuldres Verhalten, wenn die Wasserséttigung

minimal oder maximal wird.

5.1.1 Parametrisierungsmodelle

Hier werden die zwei wichtigsten Parametrisierungsmodelle kurz vorgestellt.
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5.1.1.1 Brooks-Corey

Die Parametrisierung nach Brooks und Corey lautete in Abschnitt

ko (Sw) = Sw' >, (5.17a)
ko(Sw) = (1 — Sw)” (1 - SW¥> ; (5.17Db)
P.(Sw) = Py Sw . (5.17¢)

In diesem Abschnitt wird der Porenverteilungsindex A gleich 2 gesetzt, wobei alle A € [1, 4] die

qualitativ gleichen Ergebnisse liefern. Daraus ergibt sich mit X = Sw und dimensionslosem

Kapillardruck
kw(X) = X4, (5.18a)
ko(X) = (1—X)*(1 - X?), (5.18b)
P(X)=X"7. (5.18¢)

Wenn nun beispielhaft wie in [Brev 01] ein Viskosititsverhéltnis zwischen Wasser und Ol von

2 : 1 angenommen wird, erhélt man fiir die fraktionale Flussfunktion und die Kapillarfunktion

X4
I = oo —ax s (5.192)
D(x) = LX) = X)X (5.19b)

X4 4 4X3 —4X 4+ 27

In Abbildung sind die fraktionale Flussfunktion f(X) und ihre Ableitung f'(X) und
die Kapillarfunktion D(X) und ihre Ableitung D’(X) nach Brooks und Corey mit A\ = 2
dargestellt. Man sieht, dass die fraktionale Flussfunktion eine streng monoton wachsende
Funktion mit einem Wendepunkt ist. Sie besitzt eine konvex-konkave Struktur mit f'(0) =
f'(1) = 0. Die Ableitung der fraktionalen Flussfunktion und die Kapillarfunktion haben
jeweils zwei Nullstellen bei X € {0,1} und ein Maximum bei (X, /(X)) = (0.64, 3.48) bzw.
(X,D(X)) = (0.58,0.09). Die Ableitung der Kapillarfunktion hat drei Nullstellen bei X =
0,0.58,1, ein Maximum bei (X,D'(X)) = (0.43,0.23) und ein Minimum bei (X,D’(X)) =
(0.71,—0.42).

Fir ¢ € (0,3.48) hat der Eigenwert e; aus (5.9) zwei Nullstellen N; < N,. Zwischen den

Nullstellen ist er positiv und auflerhalb ist er negativ. Damit ergibt sich fiir die stationdren
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Abbildung 5.1: Fraktionale Flussfunktion f(X), ihre Ableitung f'(X) und Kapillarfunktion D(X)
und ihre Ableitung D’(X) nach Brooks und Corey mit A = 2.

Punkte
S. = {(N1,0), (N2,0)}, (5.20a)
S = {(X0,0)|Xo € (0, N1) U (N2, 1)}, (5.20b)
Sg = {(X0,0)|X0 < (Nl,NQ)}. (5206)

Fiir ¢ = 3.48 existiert genau eine Nullstelle, damit ist S; leer, S, enthélt diese eine Nullstelle
und S, enthélt den Rest von S. Fiir ¢ > 3.48 existiert keine Nullstelle mehr, e; ist iiberall
negativ und somit gilt S, = S.

Nachdem f/(X), D(X) und D'(X) bei X = 0,1 gleich Null sind, divergieren die Grenzwerte
fiir die Separatrizen Cy und C; in (5.15)), und es gilt (5.16)). Damit ergibt sich fiir Cy und C;



72 5 Eine Gleichung

das Randverhalten

Xh—I>IO1+ Co(X) = —o0, (5.21a)
+ oo, falls  ¢>1,
lim C(X) = (5.21b)
X—=0F —oo,falls e¢<1,
+ oo, falls c< 1,
lim Co(X) = (5.21c)
X1~ —oo,falls c¢>1,
lim Cy(X) = +o0. (5.21d)
X—1-

Bei ¢ = 1 sind die beiden Separatrizen identisch und verhalten sich wie in (5.21p) und
(5.21d).

5.1.1.2 Van Genuchten

Die vereinfachte Parametrisierung nach Van Genuchten lautet nach Abschnitt

ke (Sw) = Sw2 |1 — (1 - Swllé) 1}1] 2, (5.22a)
ko (Sw) = (1— Su) (1 _ 5W1—1%>2(1_”) | (5.22D)
P.(Sw) = é {swlé — 1] " (5.22¢)

mit Parameter 1 < n < 10. Der dimensionslose Kapillardruck wird aus Gleichung ((3.7))
entnommen. Im Gegensatz zu Brooks und Corey, wo die fraktionale Flussfunktion und die
Kapillarfunktion fiir alle A\ das gleiche Verhalten aufweisen, gibt es in der Van-Genuchten-

Parametrisierung einige Bifurkationen.

In Abbildung sind die fraktionale Flussfunktion f(Sw) und die Kapillarfunktion D(Sw)
und das logarithmische Erreichen des Grenzwertes Sy — 1 ihrer Ableitungen f’(Sw), D’(Sw)

fiir verschiedene n bei Viskosititsverhéltnis zwischen Wasser und Ol von 2 : 1 dargestellt.

Der Abbildung [5.2(a)| kann man folgendes Verhalten fiir die Flussfunktion entnehmen:

konvex, falls n < 1.156,
f(Sw) ist ¢ konvex-konkav-konvex, falls  1.156 < n < 1.33, (5.23)

konvex-konkav, falls n > 1.33.
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Abbildung 5.2: Bifurkationen mit Van-Genuchten-Parameter n in der fraktionalen Flussfunktion,
Kapillarfunktion und ihren Ableitungen fiir Sy — 1.

Die Abbildung zeigt fiir das Grenzverhalten der Ableitung der Flussfunktion
lim f'(Sw) = 24
SWIL%* f (SW) 07 (5 a)
o, falls n < 1.33,
lim f'(Sw)=1< 4, falls n=1.33, (5.24b)

Swﬁlf
0, falls n > 1.33.

Das unterschiedliche Verhalten der Kapillarfunktion fiir variable Parameter n wird nicht
in der Abbildung [5.2(b)| deutlich, sondern erst in ihrer Ableitung. So sieht man fiir das
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Grenzverhalten der Ableitung der Kapillarfunktion in Abbildung [5.2(d)]

lim D’ = 2
Gl (Sw) =0, (5.25a)
—o0, falls n <2,
lim D'(Sw) =14 —4, falls n=2, (5.25b)
Sw—>17

0, falls n > 2.

Zusammengefasst ergibt sich fiir das Grenzverhalten der Separatrizen

lim Cy(Sw) = — 5.26
SWIL%“' o(Sw) o0, ( a)
+o0o, falls c¢>1,
lim C(Sw) = (5.26b)
Sw—0+ — o0, falls e¢<1,
+ o0, falls c¢<1,
lim Co(Sw) = (5.26¢)
Sw—1~ —o0, falls ¢>1,
(0, falls n < 1.33,
-0, falls n=1.33 Ac >4,
+0, falls n=1.33 Nec < A4,
lim Ci(Sw) = (5.26d)
Sw—17 +0, falls 1.33<n<2,
c/4, falls n=2,
+ o0, falls n > 2.

Bei ¢ = 1 sind die beiden Separatrizen identisch und verhalten sich wie in (5.26f) und ((5.26d).
Damit und mit (5.23)) sieht man, dass die Separatrix fir n < 1.33 immer negativ ist. Fiir
n > 1.33 hat sie eine Nullstelle in Sy € (0, 1).

Im Rest des Kapitels wird das Parametrisierungsmodell nach Brooks und Corey verwendet.
Falls das komplexere Verhalten des Van-Genuchten-Parametrisierungsmodell signifikante Un-

terschiede in den Losungen verursacht, so wird dies an der entsprechenden Stelle erwahnt.

5.1.2 Phasenportraits, Profile und Bifurkationen

Dieser Abschnitt beleuchtet die Phasenportraits, Profile und Bifurkationen fiir das Parame-

trisierungsmodell nach Brooks und Corey mit A = 2 bei einem Viskositétsverhéltnis zwischen
Wasser und Ol von 2 : 1 aus Abschnitt [5.1.1.1]
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Abbildung 5.3: Phasenportraits fiir die Geschwindigkeiten ¢ = 0.75,1,1.1,1.168,1.5,1.715, 2.5,
3.48,4 im Modell nach Brooks und Corey. Die blauen Linien zeigen einzelne Tra-
jektorien. Bei Y = 0 geben die schwarzen Linen die stabilen stationdren Punkte
S und die griinen Linien die instabilen stationéiren Punkte Sy an. Die roten Li-
nien zeigen die beiden Separatrizen. Die griin gestrichelten Linien begrenzen die
Trajektorien, die durch die instabilen stationdren Punkte S, verlaufen. Bei den
Phasenportraits mit fett geschriebenen Geschwindigkeiten finden Bifurkationen
statt.
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Abbildung zeigt neun Phasenportraits fiir die Geschwindigkeiten ¢ = 0.75,1,1.1,1.168,
1.5,1.715,2.5,3.48,4. Die schwarze Line bei Y = 0 gibt die stabilen stationdren Punkte
S, und die griine Linie bei Y = 0 gibt die instabilen stationdren Punkte &; an. Die blauen
Linien zeigen einzelne Trajektorien Y, fiir ausgewahlte ¢y. Die roten Linien zeigen die beiden
Separatrizen Cy und C;, wobei sie bei ¢ = 1 zusammenfallen. Die griin gestrichelten Linien
Ni und N, beschreiben die Trajektorien, die durch die stationéren Punkte S, aus (5.11j)
gehen, d.h. sie begrenzen die Trajektorien, die durch die instabilen stationédren Punkte &,
verlaufen. Thre co-Werte werden als ¢o(N7) > ¢o(N>) bezeichnet. Da fiir eine Bewiéisserung die
Wassersittigung entlang des Wellenprofiles abnehmen muss, befinden sich ihre Trajektorien

immer unterhalb der X —Achse, wo Y negativ ist.

Es gibt vier Bifurkationen bei ¢ = 1,1.168,1.715, 3.48, welche in der Abbildung durch die
fette Schrift gekennzeichnet sind. Bei ¢ = 1 iiberlagern sich die beiden Separatrizen. Fiir
kleinere Geschwindigkeiten liegt Cy oberhalb von C; und fiir gréflere Geschwindigkeiten liegt
Co unterhalb von C;. Bei ¢ = 1.168 iiberschreitet die Separatrix Cy die Trajektorie N5. Bei
¢ = 1.715 iiberschreitet die Separatrix C; die Trajektorie N;. Bei ¢ = 3.48 verschwinden die
Trajektorien A} und N;. Damit kénnen die Trajektorien dadurch klassifiziert werden, welche
Profile sie erzeugen. Dabei kann es vorkommen, dass eine Trajektorie zwei Bewésserungspro-

file erzeugt, nimlich genau dann, wenn ¢y € (co(Nz), min{c — 1, co(N7)}).

Abbildung[5.4] zeigt die vier unterschiedlichen Séattigungsprofile in Bezug auf deren Topologie
im Phasenraum. Profil a) geht von X, = 1 nach X, = 0, wobei die Steigung an diesen Punkten
jeweils gleich —oo ist. Im Phasenportrait wird es als homokliner Orbit des Punktes (0, —1,0)
auf der Poincarésphére dargestellt. Die Poincarésphére dient zur ndheren Untersuchung des
Verhaltens der Trajektorien an ihren Singularitdten im Phasenraum. Weitere Informationen
zur Pointcarésphére konnen [Perk 93] entnommen werden. Profil b) geht von X, = 1 nach
X, > 0, wobei die Steigung bei X, gleich —oo ist. Im Phasenportrait wird es als heterokliner
Orbit, der den Punkt (0, —1,0) und den zu (X, 0) gehérenden Punkt auf der Poincarésphére
verbindet, dargestellt. Profil ¢) geht von X, < 1 nach X, = 0, wobei die Steigung bei X,. gleich
—oo ist. Im Phasenportrait wird es als heterokliner Orbit, der den zu (X, 0) gehérenden
Punkt und den Punkt (0, —1,0) auf der Poincarésphére verbindet, dargestellt. Profil d) geht
von X; < 1 nach X, > 0. Im Phasenportrait wird es als heterokliner Orbit, der den zu
(X¢,0) gehorenden Punkt und den zu (X,,0) gehtrenden Punkt auf der Poincarésphére
verbindet, dargestellt. Das letzte Profil ist das einzige Profil, das auf y € R definiert und
tiberall stetig differenzierbar ist. Bei den Profilklassen b) und d) kénnen noch Unterklassen
gebildet werden, da es, falls der Scharparameter c¢q der Trajektorie gegen 07 geht, eine Region
gibt, in der Y (X) groe negative Zahlen annimmt, um dann kurz vor X = 0 gegen Null zu

tendieren. Damit erscheint der Ubergang von b) nach a) fiir ¢ > 1.168 bzw. von d) nach
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y ] y
(c) (d)

Abbildung 5.4: Die vier beziiglich des Phasenraums topologisch verschiedenen Sattigungsprofile.
Hier ist ¢ = 1 und fiir a) ¢p = —1, b) und ¢) ¢p = —0.1 und d) ¢g = 0.1. Profil d)
ist das einzige iiberall stetig differenzierbare Profil.

c) fiir ¢ < 1.168, sprich der Ubergang von positivem zu negativem ¢, im Séttigungsprofil

flieBend. Diese feinere Unterscheidung wird in dieser Arbeit jedoch nicht weiter verfolgt.

Die Trajektorien Y., konnen nun in den jeweiligen von c abhéngigen Phasenportraits cha-
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rakterisiert werden:

ce(0,1)
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erzeugt a)
erzeugt bc)
erzeugt bd)
erzeugt d)
erzeugt a)
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erzeugt a)
erzeugt b)
erzeugt bd)
erzeugt b)
erzeugt a)

erzeugt b)

mit ¢y € (—00, co(N2)),
mit ¢y € (co(Nz2),c— 1),
mit ¢q € (¢ — 1,0),
mit ¢o € (0, co(N)),
mit ¢y € (—00, co(N2)),
mit ¢y € (co(N2),0),
mit ¢y € (0,¢— 1),
mit ¢o € (¢ — 1, co(N7)),
mit ¢y € (—00,0),
mit cq € (0, co(N3)),
mit ¢y € (co(N2),c— 1),
mit ¢y € (¢ — 1, ¢o(N)),
mit ¢y € (—00,0),
mit cq € (0, co(N2)),
mit ¢y € (co(N2), co(N7)),
mit ¢y € (CO(M),C —1),
mit ¢y € (—00,0),

mit ¢y € (0,¢—1).

(5.27a)

(5.27b)

(5.27¢)

(5.27d)

(5.27e)

Mit be) bzw. bd) ist gemeint, dass eine einzige Trajektorie zwei verschiedene Profilklassen,

némlich b) und ¢) bzw. b) und d), erzeugen kann.

Die Phasenportraits fiir die Van-Genuchten-Parametrisierung weisen hauptséichlich in den

Separatrizen Unterschiede auf. Die vier topologisch unterschiedlichen Sattigungsprofile sind

jedoch identisch.

5.1.3 Neuformulierung der raumlich unbeschrankten Lésung

Die Losungsklasse d), die im vorigen Abschnitt besprochen wurde, ist die einzige, die auf ganz

R definiert und iiberall stetig differenzierbar ist. Wegen dieser Eigenschaften beschrinken

sich viele Autoren |Cuet 09b}|Gild 01} Volp 94] von vornherein auf diese Klasse, indem sie die



5.1 DBRMMWBL-Modell 79

Annahme treffen, dass Sw(y) iiberall definiert ist und

lim Si(y) =0 (5.28)

y—+oo

gilt. Wegen ihrer Wichtigkeit soll sie in diesem Abschnitt auf verschiedene Arten betrachtet
werden, die dazu dienen konnen, gewisse physikalische und mathematische Eigenschaften

und Zusammenhénge klarer darzustellen und somit besser zu verstehen.

Aus den Gleichungen (5.28)), (5.4]) und (5.5)) folgt

cSty — co = f(S%), (5.29a)
cSyw — co = f(Sw), (5.29b)

woraus fiir die Geschwindigkeit

() = f(Siy)
Sty — Sw

(S, Sty) = (5.30)
folgt. Dies ist nichts anderes als die Rankine-Hugoniot-Bedingung fiir die Geschwindigkeit
einer Stoffwelle und ist im Einklang mit dem Zusammenhang zwischen StofSwellen und lau-

fenden Wellen. Man kann ([5.29)) allgemeiner schreiben als
cSw — o = f(Sw) & Sy = 0 & Sy ist stationr. (5.31)

Daraus wird eine Funktion ¢y in Abhéngigkeit der Geschwindigkeit und der stationéren
Punkte definiert:

CD(Sw, C) = CSW — f(Sw) (532)

Sie koppelt die Randséttigungen S§ und Si, und die Geschwindigkeit c. Meistens ist man
namlich nicht an dem genauen Profil interessiert, da dieses aus den Gleichungen folgend
sowieso monoton fallend sein muss, sondern an allen méglichen Randsiittigungen S& und Sk,
und Geschwindigkeiten c. Die linke Seite der Gleichung beschreibt eine Linie £(Sw)
mit Variable Sy, Steigung ¢ und y-Achsenschnittpunkt —cq. Die rechte Seite beschreibt die
fraktionale Flussfunktion f(Sw). Wann immer sich £(Sw) und f(Sw) schneiden, ist das
dazugehorige Sw eine stationdre Sattigung. Thre Stabilitdt wird durch

. <0 Sw is stabil
co(Sw, ¢) = ¢ — f'(Sw) (5.33)

> (0 Sy is instabil

0
0Sw




80 5 Eine Gleichung

Abbildung 5.5: £(Sw) = Sw — 0.2 (gestrichelte Linie), f(Sw) (durchgezogene Linie) und ih-
re Schnittpunkte bei S%, (Quadrat) und S§ (Kreis) fiir das Brooks und Corey
Modell mit A =2

beschrieben. Dies bedeutet, dass ein Schnittpunkt ein stabiler stationdrer Punkt und somit
ein mogliches Sy, ist, wenn die Steigung von £ grofler als die Steigung von f ist, und ein
instabiler stationiirer Punkt und somit ein mogliches S§, ist, wenn die Steigung von £ kleiner
als die Steigung von f ist. Es folgt, dass damit die Linie £ oberhalb der fraktionalen Fluss-
funktion fiir alle Séttigungen zwischen Sk, und S liegt. Dies ist wieder mit dem Ansatz nach
Buckley und Leverett identisch. In Abbildung ist dieser Sachverhalt fiir das Brooks und
Corey Modell mit A = 2 und Parametern ¢ = 1 und ¢y = 0.2 dargestellt. Die dazugehorigen
Randséttigungen lauten S%, = 0.19 und S§ = 0.63.

Daraus folgt, dass die maximale Geschwindigkeit ¢™#*

= MaXgy,e(0,1) f (Sw) ist. Die dazu-
gehorige Sattigung Sy ist der einzige Wendepunkt von f(Sw). Der maximale ¢o—Wert ist
dann ¢ax = f/(Sm)SW — f(S®). Die maximale Randsittigung wird durch SE& = {Sy|cBl =

f(Sw)/Sw maximal} definiert.

Die Abbildung [5.6| zeigt die Funktion ¢y(Sw, ¢) als Farbplot. Die horizontal schraffierte Fla-
che steht fiir alle moglichen S§, und die vertikal schraffierte Fliche steht fiir alle moglichen
Sty Auf den Linien E; A und F ist die Ableitung Jcy(Sw,c)/0Sw gleich Null. Zwischen
den Linien E; A, F und der Sw—Achse ist die Ableitung negativ, so dass sie die instabilen
Punkte darstellen. Nachdem fiir die Punkte, die zwischen C, F und der Sw—Achse liegen,
keine zusétzlichen Schnittpunkte von £ und f existieren, miissen die moglichen linken Grenz-
sittigungen S§, auf die Punkte zwischen E, A und C eingeschrinkt werden. Aufierhalb des
Gebiets begrenzt durch die Linien E; A, F und der Sw—Achse ist die Ableitung positiv,
aber nur fiir Punkte auf der vertikal schraffierten Flache konnen Punkte auf der horizontal

schraffierten Fliche mit den gleichen (¢, ¢p)-Werten gefunden werden, die gleichzeitig kleiner
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Abbildung 5.6: Die Funktion ¢o(Sw, c¢) als Farbplot. Die horizontal schraffierte Fliche zeigt alle
moglichen S{W und die vertikal schraffierte Fliche zeigt alle moglichen Sg,. Auf
den Linien E; A und F ist die Ableitung dco(Sw, ¢)/9Sw gleich Null, innerhalb der
Linien ist die Ableitung negativ, aulerhalb ist sie positiv. Linie E repréasentiert die
Wellen mit konstanter Sattigung. Die Séttigung S&,L steht fiir die grofftmogliche
linke Randséttigung. Die Welle mit der hochsten Geschwindigkeit hat konstante
Séttigung Siy.

sind.
Es lassen sich drei Grenzregime finden

(i) Laufende Wellen von C nach D mit Randséttigungen (S, S%,) € {(S&,0)[S& €
(0, SBM)} und Geschwindigkeit ¢ = f'(S%)/S%. Dies sind die maximalen Bewiisse-

rungswellen in ein komplett trockenes pordses Medium.

(ii) Laufende Wellen von A nach B mit Randsiittigungen (S&,S%) € {(S&, S%)|S% €
(Sm. SBLY U S5, € (0,58)} und mit Geschwindigkeit ¢ = (f(S&) — f(S%))/(S&S%).
Dies sind die maximalen Bewésserungswellen in ein anfangs mit Sy, gefiilltes pordses
Medium.

(iii) Linie E repriisentiert die laufenden Wellen mit S§ = S5, € (0, S&) und Geschwindigkeit
c= f'(S%). Dies sind die Wellen mit konstanter Sittigung.

In Abbildung sind Beispiele fiir Grenzregime (i) und (ii) gezeigt. Bei |5.7(a)| reichen
die Profile von der minimalen Welle S§ = Sk, = ¢ = 0 bis zur maximalen Welle mit

S& = SBL.SL = 0F,¢c = BL. Bei reichen die Profile von der schnellsten Welle

S& = Sk, = SI ¢ = ™ bis zur maximalen Welle mit S§ = SBF St = 0%, ¢ = Bl

Die Abbildung[5.§ zeigt die Geschwindigkeitsfunktion ¢ in Abhéngigkeit der Randséttigungen
S&, Sk, nach Gleichung (5.30)). Jeder Punkt darauf steht fiir eine Welle mit dazugehérigen
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Abbildung 5.7: Beispiele fiir laufende Wellenlinien £(Sw) (gestrichelte Linien) und ihre Schnitt-
punkte mit der Flussfunktion (durchgezogene Linie) bei S%, (Quadrat) und Sf
(Kreis) fiir laufende Wellen (i) in Abbildung (a) und laufende Wellen (ii) in Ab-
bildung (b).

Geschwindigkeiten und Randséttigungen. Die drei Kanten der farbigen Flache stehen fiir
die drei Grenzregime. Die Ecken stehen fiir die Welle mit konstanter Sattigung Sw = 0, fiir
die schnellste Welle mit konstanter Sattigung Sy und fiir die Welle in ein trockenes poroses
Medium mit groftmaoglicher linker Randsittigung S&&. Falls man ¢(Sg,, S%,) in den (S§;, ¢)-
Raum projiziert, so erhélt man die horizontal schraffierte Fliche der Abbildung [5.6] Falls
man ¢(S&, Sk,) in den (S%,, ¢)-Raum projiziert, so erhiilt man die vertikal schraffierte Fliche
der Abbildung [5.6]

Mit diesen Abbildungen kann man nun alle globalen Informationen S§;, S%,c in nur einer
Abbildung darstellen. Die wichtigen Informationen, wie die maximale Geschwindigkeit ¢™**
oder die maximale linke Randsittigung S&", konnen leicht in dieser Abbildung abgelesen
werden. Dies erleichtert den Vergleich verschiedener Modelle, da man nicht mehr fiir jede
Geschwindigkeit ein eigenes Phasenportrait zeichnen muss. Diese Art der Darstellung kann

auch fiir das Buckley-Leverett Limit und damit fiir Stowellenlésungen benutzt werden.

5.1.4 Physikalische Beschrankung der Losungsklassen durch Annahme

der Stetigkeit des Wasserflusses

In den vorigen Abschnitten wurden aus der fraktionalen Flussgleichung (3.17) durch Um-
formung in den laufenden Wellenansatz vier verschiedene Losungsklassen gefunden. Hier
soll nun gekldart werden, ob alle auf mathematischem Weg gefundenen Losungen physikalisch

zuldssig sind. Die Klassen a), b) und ¢) kénnen nur dann vorkommen, wenn die Kapillarfunk-
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Abbildung 5.8: Die Funktion c(S§;, Si;) als Farbplot. Die drei Kanten der farbigen Fliche stehen
fiir die drei Grenzregime. Die Ecken stehen fiir die Welle mit konstanter Sattigung
Sw = 0, fiir die schnellste Welle mit konstanter Sittigung Sg; und fiir die Welle
in ein trockenes poroses Medium mit grofitmoglicher linker Randséttigung S&L.

tion D(Sw) Nullstellen bei Sw = 0,1 besitzt. Hiufig wird aber D(Sw) einfachheitshalber als
Konstante angenommen. Dies ist in einem flussgetriebenen System fiir 0 < Sw < 1 zuléssig,
da die Kapillarkrifte, die wie eine Diffusion wirken, die globale Losung, d.h. Randwertsét-
tigungen und Geschwindigkeit, qualitativ nicht verdndern, solange es zu keinem Vorzeichen-
wechsel kommt. Dies ist hier der Fall, da D(Sw) iiberall nicht negativ ist. AuBerdem sind
alle Losungen fragwiirdig, die von dem expliziten Grenzverhalten der Funktionen abhéngen,
wenn die Wasserséttigung minimal oder maximal wird, da die im DBRMMWBL-Modell
verwendeten Funktionen Fitfunktionen sind, die an die Experimente in einem Wassersétti-
gungsbereich angepasst werden, der so weit von den extremalen Wasserséttigungen entfernt
ist, dass das Grenzverhalten nur begrenzt vertrauenswiirdig ist. Zu guter Letzt werden Ex-
perimente niemals genau genug sein, um kldren zu kénnen, ob Sattigungsprofile an einigen
Stellen nichtdifferenzierbar sind. Im Folgenden wird gezeigt, dass man durch die Annahme
der Stetigkeit des Wasserflusses einerseits die fehlende Eindeutigkeit der Losungsklassen a),
b) und c) herstellen kann und andererseits Bedingungen an die fraktionalen Flussfunktionen

und Kapillarfunktionen stellen muss, damit diese iiberhaupt vorkommen koénnen.

In Abbildung ist die Losungsklasse a) in ihrem physikalischen Aufbau dargestellt. Es
wird ein eindimensionales, horizontales und makroskopisch homogenes portéses Medium z €
[2¢, x,] zu den Zeitpunkten ¢ € [0, T') betrachtet. Es ist anfangs komplett mit inkompressiblem
Ol, das mit Wasser nicht mischbar ist, gefiillt, d.h. Syw(z,0) = 0. Inkompressibles Wasser
wird nun am linken Rand mit konstanter Flussrate injiziert, so dass das porose Medium
danach komplett mit Wasser gefiillt ist, d.h. Sy(z,T) = 1. Der Gesamtfluss g, ist zeitlich
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X XD =x (0)+ct X=X (Ot X9
Abbildung 5.9: Physikalischer Aufbau der Losungsklasse a)
und wegen der Inkompressiblitdt auch rdumlich konstant. Es wird nun angenommen, dass

sich nach einiger Zeit ty > 0 eine laufende Welle der Profilklasse a) herausgebildet hat und

mit konstanter Geschwindigkeit ¢ > 0 propagiert. Nach Umformung t = £ — t, existieren

T (t) = 2 (0) + ¢t € (24, 2,), (5.34a)
zn(t) = 2,(0) + ¢t € (xg,x,) VYVt € [0, T — to) (5.34Db)
mit
lim 25’ (x,t) = —o0 (5.35a)
T\ (t) ox WA N ’ .
, 0
x/hif(t) %Sw(x, t) = —o0. (5.35Db)

Zwischen x,,(t) und z,(t) befindet sich die Wasserfront, dort verdndert sich die Sdttigung
raumlich (0Sw(x,t)/0x # 0), wiahrend sie aulerhalb konstant ist. Die auf dem ganzen po-
rosen Medium definierte laufende Welle ist streng genommen aus drei laufenden Wellen

zusammengesetzt, die sich alle mit Geschwindigkeit ¢ fortbewegen:
(i) Die Welle ist auf [z, 2,,(t)] definiert und hat konstante Sattigung Sw = 1.
(ii) Die Welle ist auf (z,,(t), z,(t)) definiert und stellt die Wasserfront dar.
(iii) Die Welle ist auf [x,(t), z,] definiert und hat konstante Sattigung Sw = 0.

An ihren Grenzen werden sie nun iiber die Annahme der Wasserflussstetigkeit aneinander

gekoppelt. Dies fithrt zu den Bedingungen

lim x,t) = lim x,t), 5.36a
pim g(z,t) = lim g(z,1) (5.36a)
lim ¢(z,t) = lim q(z,1), (5.36b)

x/an (t) zN\an (t)



5.1 DBRMMWBL-Modell 85

wobel der Wasserfluss durch

0
q(z,t) = f(Sw(z,t) — D(Sw(z, 1)) 7 Swlz, 1) (5.37)
definiert ist. In der Darstellung mit der Ahnlichkeitsvariable

y(x,t) =x —ct (5.38)

werden die Positionen der Grenzen der Welle ii) stationér, da

Ym = Ym (2, 1) = y(zm(t), 1) = 2m(0), (5.39a)
Un = Yn(2,1) = y(@a(t), 1) = 2,,(0). (5.39b)
Der Wasserfluss wird zu
q(y) = f(Sw(y)) — D(Sw(y))Siw(y) (5.40)
und damit folgt aus
q(y) = cSw(y) — co. (5.41)

Die rechte Seite der Bedingungen ([5.36)) wird mit ((5.39)) zu

lim ¢(y) =1, (5.42a)
Y,/ Ym
lim ¢(y) =0, (5.42b)
Y \wn

da Welle (i) bzw. (iii) den konstanten Wasserfluss 1 bzw. 0 hat. Mit (5.39) und (5.41]) wird
die linke Seite der Bedingungen ([5.36)) zu

lim q(y) = ¢ — ¢y, (5.43a)
Y \Ym
lim ¢(y) = —co. (5.43Db)
Y./ Yn

Durch Gleichsetzen von ([5.42)) und ([5.43)) ergibt sich ein eindeutiges System mit Parametern

c=1, (5.44a)
co = 0. (5.44b)
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Dieses System wird von der Separatrix Cy fiir ¢ = 1 beschrieben. Also kann ein Profil der
Losungsklasse a) unter Annahme der Wasserflussstetigkeit nur von der Separatrix Cy fiir die
Geschwindigkeit ¢ = 1 erzeugt werden. Damit ist die Eindeutigkeit zwischen Randwertsét-
tigungen und der Geschwindigkeit hergestellt. Der vorige Abschnitt hat gezeigt, dass eine
laufende Welle als Gerade in der Flussfunktionsabbildung dargestellt werden kann, wobei
jeder Schnittpunkt der Geraden und der Flussfunktion ein stationdrer Punkt ist und die
Steigung der Geraden die Geschwindigkeit ist. Die Gerade der Separatrix Cy fiir ¢ = 1 ver-
bindet nun den Punkt (0,0) mit dem Punkt (1,1) in der Flussfunktionsabbildung. Fiir ein
Sattigungsprofil, das von Sy = 0 nach Sw = 1 geht, diirfen dazwischen keine stationédren
Punkte vorhanden sein. Deswegen darf die Gerade die Flussfunktion nicht mehr schnei-
den. Dies schliefit alle konvex-konkaven Parametrisierungen nach Brooks und Corey und alle
Van-Genuchten-Parametrisierungen mit n > 1.33 aus. Fiir Parametrisierungen nach Van
Genuchten mit n < 1.33 ist diese Bedingung erfiillt. Um am Anfang und Ende der Welle die
Nichtdifferenzierbarkeiten zu erreichen, muss limg,,_, 1 Co(Sw) = —oo gelten. Die Bedingung
an das Grenzwertverhalten nach Sy — 0 ist fiir alle Parametrisierungen erfiillt, die Bedin-
gung an das Grenzwertverhalten nach Sy — 1 ist jedoch weder bei Brooks und Corey noch
bei Van Genuchten erfiillt. Somit ist die Losungsklasse a) als Ergebnis des DBRMMWBL-
Modells mit Parametrisierungen nach Brooks und Corey und Van Genuchten unter Annahme
der Wasserflussstetigkeit auszuschliefen. Falls in einem anderen Modell die Separatrix Cy fiir

¢ = 1 ein Profil der Klasse a) erzeugt, dann ist dies die einzige Losung dieser Klasse.

Wenn man sich nun Profil b) zuwendet, so folgt mit der gleichen Argumentation wie bei

Profil a) aus (5.42h) und (5.43h)
cp=c—1. (5.45)

Also muss die Trajektorie gleich der Separatrix C; fiir beliebige Geschwindigkeiten sein. Da-
mit gibt es fiir Geschwindigkeiten ¢ € (1, f’(1)) nur maximal ein Profil der Klasse b) unter
Annahme der Wasserflussstetigkeit. Damit die Separatrix C; ein Bewésserungsprofil der Klas-
se b) erzeugt, muss erstens die laufende Wellengerade, die die Punkte (S§, f(S§y)) und (1,1)
verbindet, dazwischen oberhalb der fraktionalen Flussfunktion liegen, und zweitens muss
wegen der Nichtdifferentierbarkeit limg,, 1 C1(Sw) = —oo gelten. Der erste Punkt ist nur fir
Van Genuchten mit n < 1.156 und der zweite Punkt ist weder bei Brooks und Corey noch
bei Van Genuchten erfiillt. Somit ist die Losungsklasse b) als Ergebnis des DBRMMWBL-
Modells mit Parametrisierungen nach Brooks und Corey und Van Genuchten unter Annahme
der Wasserflussstetigkeit auszuschliefen. Falls in einem anderen Modell die Separatrix C; fiir

die Geschwindigkeiten ¢ € (1, f'(1)) ein Profil der Klasse b) erzeugt, dann ist dies die einzige
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Losung fiir diese Geschwindigkeit dieser Klasse.

Fiir Profil c¢) folgt mit der gleichen Argumentation wie bei Profil a) und b) aus (5.42b) und
(.43b)

co = 0. (5.46)

Also muss die Trajektorie gleich der Separatrix Cy fiir Geschwindigkeiten ¢ € (0, ¢B) sein.
Die Geschwindigkeit B ist definiert als die Geschwindigkeit, fiir die co(N;) = 0 gilt bzw.
¢ = max{ f(Sw)/Sw}. Sie ist die maximale Geschwindigkeit einer Buckley und Leverett Stof3-
welle. In diesem Bereich liegt die laufende Wellengerade immer oberhalb der fraktionalen
Flussfunktion. Wegen der Nichtdifferentierbarkeit bei Sw = 0 muss limg,, o Co(Sw) = —o0
gelten. Dies ist fiir alle Parametrisierungen nach Brooks und Corey und Van Genuchten ge-
geben. Damit ist die Profilklasse c) eine zulédssige Losung des DBRMMWBL-Modells. Diese
Losungen konnen jedoch auch stetig durch den Grenzwert von ¢y N\, 0 aus den Profilen d) er-
zeugt werden. Dieser Ubergang findet auf Skalen statt, die jenseits der Kontinuumsannahme
der makroskopischen Gleichungen liegen. Also kann zwischen Profil ¢) und d) physikalisch
nicht unterschieden werden und damit sind keine zusétzlichen Informationen in Profilklasse

¢) enthalten.

Die einzigen zusétzlichen Annahmen, die in diesem Abschnitt im Gegensatz zu [Brev 01]
getroffen wurden, waren, dass man erstens eine Wasserfront nicht isoliert betrachten darf
und dass man zweitens die Rénder der Front mit der Annahme der Wasserflussstetigkeit an
das physikalische System koppeln sollte. Die Ergebnisse stehen in vollem Einklang mit der
Buckley und Leverett Theorie und deren Zusammenhang zwischen StofSwellen und laufenden

Wellenlosungen, der durch die verschwindende Viskositdtslosung gegeben ist |[Duij 10].

Die oben beschriebenen Probleme treten fiir die Losungsklasse d) nicht auf, da sie auf ganz R
definiert ist und somit eine einzige Welle und nicht miteinander gekoppelte Wellen darstellt.
Man muss sich jedoch fragen, ob dies zuléssig ist, da in der Realitdt das zu betrachtende
pordse Medium réaumlich beschréankt ist. In Abbildung ist ein Wellenprofil mit den
Parametern aus Tabelle im Brooks und Corey Modell und das logarithmische Erreichen

der Randséttigungen gezeigt. Man sieht, dass die Séttigungsgrenzwerte

lim Sw(y) = S, (5.47a)
Y—r—00

lim Sw(y) = S (5.47Db)

Y—>00

exponentiell schnell erreicht werden. Die physikalisch erkennbare Wasserfront, die hier durch
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Abbildung 5.10: Sattigungsprofil mit Daten aus Tabelle im Modell nach Brooks und Corey

und logarithmisches Erreichen der Randséttigungen.

Parameter | Wert | Einheit
S& 0.60 -
Sw 0.10 -
¢ 0.0022 m/s
e 0.002 | kg/ms
o 0.001 kg/ms
Gtot 0.001 m/s
by 700 | kgm/s?
k 0.3 | 1071 m?
o) 0.35 -

Tabelle 5.1: Verwendete Daten fiir Abbildung |5.10
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S&—1071% > Sy (y) > Sk + 10710 definiert ist, spielt sich auf einem Bereich der Linge 9mm
ab. Damit ist diese Kritik entkréaftigt und Klasse d) ist physikalisch zuléssig.

5.2 Perkolationsmodell

In diesem Kapitel werden die Losungen des laufenden Wellenansatzes fiir die Naherung
der immobilen nichtperkolierenden Phasen des Perkolationsmodells besprochen. Dies erfolgt
analog zu dem DBRMMWBL-Modell in Kapitel In diesem Modell wird nun zwischen
primérer und sekundérer Bewisserung unterschieden. Dies fithrt zwar zu keinem qualitativen
Unterschied, die Geschwindigkeiten jedoch weisen grofie Unterschiede auf. Mit Hilfe der Neu-
formulierung der rdumlich unbeschrankten Losung aus Abschnitt konnen Erkenntnisse
iitber das Verhalten der nichtperkolierenden Fliissigkeiten gewonnen werden. Auflerdem exis-
tieren hier rdumlich unbeschriankte laufende Wellen, deren rechtsseitige Randwertséttigung
gleich Null ist.

5.2.1 Phasenportraits, Profile und Bifurkationen

Dieser Abschnitt beleuchtet die Phasenportraits, Profile und Bifurkationen fiir die zwei

Hauptbewisserungskurven mit Parametern aus Tabelle mit dem Parametersatz aus Ta-

belle [4.1]
In Abbildung [4.5] sind die fraktionale Flussfunktion f(Syw), ihre Ableitung f/(Sw) und die

Kapillarfunktion D(Syw) fiir das Model mit immobilen nichtperkolierenden Fliissigkeiten mit
Parametern aus den Tabellen und dargestellt. Die durchgezogene Linie zeigt die pri-
mére Bewésserung und die gestrichelte Linie zeigt die sekundéire Bewésserung. Man sieht,
dass die fraktionale Flussfunktion eine streng monoton steigende Funktion mit einem Wende-
punkt ist. Sie besitzt eine konvex-konkave Struktur mit f’(0) = f’(1) = 0. Die Ableitung der
fraktionalen Flussfunktion und die Kapillarfunktion haben jeweils zwei Nullstellen bei Sy =
Swar, 1 — Soim und Maxima fiir die primére Bewésserung bei (Sw, f'(Sw)) = (0.50,2.69)
bzw. (Sw,D(Sw)) = (0.32,0.11) und fiir die sekundére Bewésserung bei (Sw, f'(Sw)) =
(0.50,2.90) bzw. (Sw,D(Sw)) = (0.36,0.20).

Fir ¢ € (0,2.69) fiir die primére Bewésserung bzw. fir ¢ € (0,2.90) fir die sekundére

Bewiésserung hat der Eigenwert e; zwei Nullstellen N; < N,. Zwischen den Nullstellen ist er
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Abbildung 5.11: Phasenportraits fiir Geschwindigkeiten ¢ = 1,1.235,1.3,1.37,1.5,1.738, 2, 2.69, 3

fiir die primére Bewisserung im Perkolationsmodell mit immobilen nichtperko-
lierenden Phasen und Parametern aus Tabellen £.1] und .2l Die blauen Linien
zeigen einzelne Trajektorien. Bei Y = 0 geben die schwarzen Linen die stabilen
stationdren Punkte S, und die griinen Linien die instabilen stationdren Punkte
Sy an. Die roten Linien zeigen die beiden Separatrizen. Die griin gestrichelten
Linien begrenzen die Trajektorien, die durch die instabilen stationéren Punkte
Sy verlaufen. Bei den Phasenportraits mit fett geschriebenen Geschwindigkeiten
finden Bifurkationen statt.
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positiv und auflerhalb ist er negativ. Damit ergibt sich fiir die stationdren Punkte

S. = {(N1,0), (N2, 0)}, (5.48a)
S, = {(SWO, 0)|SW0 c (SWdra Nl) U (N27 1-— S(O)im)}7 (548b)
Sg = {(SWO, 0)|SW0 & (Nl, Ng)} (5480)

Fiir ¢ = 2.69 bzw. 2.90 existiert genau eine Nullstelle, damit ist Sy leer, S, enthélt diese eine
Nullstelle und S, enthéalt den Rest von S. Fiir ¢ > 2.69 bzw. 2.90 existiert keine Nullstelle

mehr, e; ist {iberall negativ und somit gilt S, = S.

Im Gegensatz zu Abschnitt wird hier die tatsdchliche und nicht die effektive Was-
sersittigung betrachtet. Die Wassersattigung Sw ist nicht mehr zwischen 0 und 1, sondern

zwischen Swgq, und 1 — Sgin,. Deswegen lauten die Separatrizen

Co(Sw) = Yesya, (Sw), (5.49a)
C1(Sw) = Ye(1-50 1) F(1-S0 1) (W) (5.49D)

Ein zweiter Unterschied zu Abschnitt ist die Tatsache, dass die Ableitung der Kapillar-
funktion D’(Sw) bei Sw = Swar, 1 — Soim nicht gleich Null ist, sondern divergiert. Deswegen
ergibt sich im Gegensatz zm DBRMMWBL-Modell, wo die Separatrizen immer singuldr bei
Sw = 0, 1 sind, fiir Cy und C; das Randverhalten

lim Cy(Sw) =0, (5.50a)
Sw— S ar
+ oo, falls ¢ > 1.235 bzw. 1.515,
lim Cy(Sw) = (5.50b)
Sw—SF ar — 00, falls ¢ < 1.235 bzw. 1.515,
+ 00, falls ¢ < 1.235 bzw. 1.515,
lim Co(Sw) = (5.50¢)
Sw—(1=S0im)~ — o0, falls ¢ > 1.235 bzw. 1.515,

Swﬁ(lfs@ im)_

Die Abbildungen und zeigen fiir die primére bzw. sekundédre Bewésserung jeweils
neun Phasenportraits fiir die Geschwindigkeiten ¢ = 1,1.235,1.3,1.37,1.5,1.738, 2, 2.69, 3
bzw. ¢ = 1,1.515,1.65,1.78,1.81,1.84,2.2,2.9, 3. Die schwarze Line bei Y = 0 gibt die sta-
bilen stationidren Punkte S, und die griine Linie bei Y = 0 gibt die instabilen stationéren
Punkte Sy an. Die blauen Linien zeigen einzelne Trajektorien Y., fiir ausgewihlte cy. Die roten

Linien zeigen die beiden Separatrizen Cy, Ci,wobei sie bei ¢ = 1.235 bzw. ¢ = 1.515 zusam-
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Abbildung 5.12: Phasenportraits fiir Geschwindigkeiten ¢ = 1,1.515,1.65,1.78,1.81,1.84,2.2,
2.9,3 fiir die sekundédre Bewésserung im Perkolationsmodell mit immobilen
nichtperkolierenden Phasen und Parametern aus Tabellen [£.1]und [£:2] Die blau-
en Linien zeigen einzelne Trajektorien. Bei Y = 0 geben die schwarzen Linen
die stabilen stationdren Punkte S, und die griinen Linien die instabilen statio-
niren Punkte Sy an. Die roten Linien zeigen die beiden Separatrizen. Die griin
gestrichelten Linien begrenzen die Trajektorien, die durch die instabilen sta-
tiondren Punkte S; verlaufen. Bei den Phasenportraits mit fett geschriebenen
Geschwindigkeiten finden Bifurkationen statt.
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menfallen. Die griin gestrichelten Linien A; und A5 beschreiben die Trajektorien, die durch
die stationdren Punkte S, aus (5.48a) gehen, d.h. sie begrenzen die Trajektorien, die durch
die instabilen stationdren Punkte S, verlaufen. Thr co-Werte werden als co(N7) > co(Nz)

bezeichnet.

Es gibt jeweils vier Bifurkationen bei ¢ = 1.235,1.37,1.738,2.69 bzw. ¢ = 1.515,1.78,1.84, 2.9,
welche in den Abbildungen durch die fette Schrift gekennzeichnet sind. Bei ¢ = 1.235 bzw.
¢ = 1.515 iiberschreiten sich die beiden Separatrizen. Fiir kleinere Geschwindigkeiten liegt C
oberhalb von C; und fiir groflere Geschwindigkeiten liegt Cy unterhalb von C;. Bei ¢ = 1.37
bzw. ¢ = 1.78 {iberschreitet die Separatrix Cy die Trajektorie Ny. Bei ¢ = 1.738 bzw. ¢ = 1.84
iiberschreitet die Separatrix C; die Trajektorie N;. Bei ¢ = 2.69 bzw. ¢ = 2.9 verschwinden
die Trajektorien A7 und AN,. Damit kénnen die Trajektorien danach klassifiziert werden,
welche Profile sie erzeugen. Dabei kann es vorkommen, dass eine Trajektorie zwei Profile

erzeugt, ndmlich genau dann, wenn ¢y € (co(Na), min{c(1 — Sgim) — f(1 — Soim), co(N1)}).

Die Trajektorien Y., konnen nun in den jeweiligen von ¢ abhéngigen Phasenportraits cha-
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rakterisiert werden. Bei der priméren Bewésserung gilt

(

<

, erzeugt a)  mit ¢y € (—o0, co(N2)),

, erzeugt be)  mit ¢y € (co(N2), c(1 — Sgim) — f(1 — Soim)),
, erzeugt ¢)  mit ¢g € (¢(1 — Sgim) — f(1 — Soim), ¢/Swar),
erzeugt d)  mit ¢o € (¢/Swar, co(N1)),

<

c € (0,1.235) 4

<

S

(5.51a)

Iy

erzeugt a)  mit ¢g € (—00, co(N3)),

Iy

erzeugt be) mit ¢ € (¢o(N2),¢/Swar),

, erzeugt bd) mit ¢y € (¢Swar, (1 — Soim) — f(1 — Soim)),

, erzeugt d)  mit ¢y € (¢(1 — Spim) — f(1 — Soim), co(N1)),

(5.51b)

c € (1.235,1.37)

<

<

<

, erzeugt a) mit ¢g € (—00, ¢/Swar),

<

erzeugt b mit ¢y € (¢Swar, co(N2)),
ce(1.37,1.738) ¢ © gt b) 0 € (¢Swar; co(N2))

Y., erzeugt bd) mit ¢y € (co(N2), (1 — Soim) — f(1 — Soim)),
| Yo, erzeugt d)  mit ¢y € (¢(1 — Soim) — f(1 = Soim), co(N1)),
(5.51c)
( Y., erzeugt a) mit ¢y € (—00,¢/Swar),
€ (1738,2.69) Y,, erzeugt b)  mit ¢y € (¢Swar, co(N2)),
Y, erzengt bd) mit ey € (co(A), col2)).
| Yo, erzeugt b)  mit ¢g € (co(N1), ¢(1 — Soim) — f(1 = Soim)),
(5.51d)
¢ € (2,69, 00) {YCO erzeugt a)  mit ¢g € (—00, ¢/Swar), (5.510)
Y., erzeugt b)  mit ¢g € (¢Swar, (1 — Soim) — f(1 — Soim))-
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Bei der sekundéren Bewiésserung gilt

(

Y,, erzeugt a) mit ¢y € (—00, co(N2)),

Y., erzeugt be) mit ¢g € (co(N2), (1 — Soim) — f(1 — Soim)),
Y., erzeugt ¢)  mit ¢y € (¢(1 — Spim) — f(1 — Soim), ¢/Swar),
Y,, erzeugt d)  mit ¢y € (¢/Swar, co(N1)),

c € (0,1.515) <

(5.52)
(Y, erzeugt a) mit ¢y € (—00, co(N3)),
¢ € (L515,1.78) Y., erzeugt be) mit ¢ € (¢o(N2), ¢/Swar),
Y., erzeugt bd) mit ¢g € (¢Swar, ¢(1 — Soim) — f(1 — Soim)),
| Yo, erzeugt d)  mit o € (¢(1 — Soim) — f(1 = Soim), co(N1)),
(5.52b)
(Y, erzeugt a)  mit ¢y € (—00,¢/Swar),
ce (178, 1.84) 4 Y., erzeugt b)  mit ¢y € (¢Swar, co(N2)),
Y, erzeugt bd) mit ¢y € (co(Na), (1 — Spim) — f(1 — Soim)),
| Yo, erzeugt d)  mit ¢y € (¢(1 — Soim) — f(1 = Soim), co(N1)),
(5.52¢)
(Y, erzeugt a) mit ¢y € (—00, ¢/Swar),
c € (184,29) Y,, erzeugt b)  mit ¢y € (¢Swar, co(N2)),
Y., erzeugt bd) mit ¢y € (co(N3), co(N7)),
| Yo, erzeugt b)  mit ¢o € (co(N1), ¢(1 — Soim) — f(1 — Soim)),
(5.52d)

erzeugt a) it ¢g € (—00, ¢/Swar),

Yo,
c € (2.9,00) { (5.52¢)

Y., erzeugt b)  mit ¢g € (¢Swar, (1 — Soim) — f(1 — Soim))-
Topologisch gesehen sind die vier Profilklassen im Perkolationsmodell mit immobilen nicht-
perkolierenden Phasen mit denen von Brooks und Corey identisch. Ein wesentlicher Unter-
schied neben den nichtperkolierenden Phasen ist die Tatsache, dass es nun Profile gibt, in
denen die effektive Wasserséttigung stetig differenzierbar gegen Null gehen. Diese Profile
werden von der Separatrix Cy erzeugt, die im Gegensatz zu den Modellen von Brooks und
Corey und von Van Genuchten gegen Null und nicht gegen —oco geht, wenn die effektive

Wasserséttigung gegen Null geht.

In Abbildung sind insgesamt acht beispielhafte Profile gezeigt. Die vier linken Profile

wurden fiir die primére Bewésserung und die vier rechten Profile fiir die sekundére Bewésse-
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Abbildung 5.13: Profile fiir die primére (a),(c),(e),(g) und sekundére (b),(d),(f),(h) Bewisserung
aller vier Profilklassen mit Daten aus Tabelle
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rung berechnet. Die erste Zeile zeigt Profilklasse a), die zweite Zeile Profilklasse b), die dritte
Zeile Profilklasse c¢) und die vierte Zeile zeigt Profilklasse d). Ihre Daten sind in der Tabelle
[5.2] angegeben. Dabei haben alle die gleiche Geschwindigkeit ¢ = 1. Sie unterscheiden sich

aber durch ihre unterschiedliche cp-Werte und damit durch ihre Randséttigungen.

Abbildung |5.13(a)| zeigt ein Profil der Klasse a) fiir die primére Bewésserung. Eine Wasser-
welle bewiissert ein vorher komplett mit perkolierendem Ol gefiilltes Medium. Dabei steigt
die Wasserséttigung auf den maximalen Wert 1 — Spi, an und es wird nichtperkolierendes

Ol bis zum maximalen Wert erzeugt.

Abbildungzeigt ein Profil der Klasse a) fiir die sekundére Bewésserung. Eine Wasser-
welle bewiéssert ein Medium, das ausschlieBlich mit maximalem nichtperkolierenden Wasser
und maximalem perkolierenden Ol gefiillt ist. Dabei steigt die Wassersiittigung auf den ma-
ximalen Wert 1 — Spi, an und es wird nichtperkolierendes Wasser bis zum extremalen Wert

erzeugt und das gesamte nichtperkolierende Ol abgebaut.

Abbildung |5.13(c)| zeigt ein Profil der Klasse b) fiir die primére Bewésserung. Eine Wasser-
welle bewissert ein Medium, das mit maximalem nichtperkolierenden Ol und zu 72% mit
perkolierendem Wasser gefiillt ist. Dabei steigt die Wasserséttigung auf den maximalen Wert

1 — Spim an. Die nichtperkolierenden Phasen verandern sich nicht.

Abbildung zeigt ein Profil der Klasse b) fiir die sekundéire Bewésserung. Eine Was-
serwelle bewissert ein Medium, das mit maximalem nichtperkolierendem Ol und zu 72%
mit perkolierendem Wasser gefiillt ist. Dabei steigt die Wasserséittigung auf den maximalen
Wert 1 — Spim an. Die nichtperkolierenden Phasen verindern sich nicht. Hier ist kein Unter-
schied zwischen primérer und sekundérer Bewésserung zu erkennen. Dies liegt daran, dass
die nichtperkolierenden Phasen im Wasserséttigungsbereich von (0.7,0.81) fiir die primére

und sekundéire Bewisserung identisch sind.

Abbildung zeigt ein Profil der Klasse c) fiir die primére Bewésserung. Eine Wasser-
welle bewdissert ein vorher komplett mit perkolierendem Ol gefiilltes Medium. Dabei steigt
die Wassersittigung auf den Wert 0.53 an und es wird nichtperkolierendes Ol bis zum Wert
0.18 erzeugt.

Abbildung zeigt ein Profil der Klasse c) fiir die sekundére Bewésserung. Eine Wasser-
welle bewiéssert ein Medium, das ausschliellich mit maximalem nichtperkolierenden Wasser
und maximalem perkolierenden Ol gefiillt ist. Dabei steigt die Wassersittigung auf den Wert
0.54 an und es wird nichtperkolierendes Ol bis zum Wert 0.18 erzeugt und fast das gesamte

nichtperkolierende Wasser bis zum Wert 0.01 abgebaut.
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Abbildung 5.14: Maximale Séttigunsprofile der Klasse d) fiir die primére und sekundéire Bewés-
serung mit Daten aus Tabelle

Abbildung[5.13(g)|zeigt ein Profil der Klasse d) fiir die primére Bewéisserung. Eine Wasserwel-
le bewiissert ein Medium, das mit 82% mit perkolierendem Ol, mit 7% nichtperkolierendem
Ol und zu 11% mit perkolierendem Wasser gefiillt ist. Dabei steigt die Wassersittigung auf
den Wert 0.40 an. Es wird nichtperkolierendes Ol bis zum Wert 0.17 erzeugt.

Abbildung zeigt ein Profil der Klasse d) fiir die sekundéire Bewésserung. Eine Was-
serwelle bewissert ein Medium, das zu 74% mit perkolierendem Ol, zu 5% mit nichtper-
kolierendem Ol, zu 11% mit perkolierendem Wasser und zu 10% mit nichtperkolierendem
Wasser gefiillt ist. Dabei steigt die Wasserséttigung auf den Wert 0.35 an. Es wird nichtper-
kolierendes Ol bis zum Wert 0.12 erzeugt und nichtperkolierendes Wasser bis zum Wert 0.04
abgebaut.

Die maximalen Profile fiir die primére und sekundire Bewisserung der Klasse d) sind in
Abbildung dargestellt. IThre Daten sind in Tabelle enthalten. Sie werden im Phasen-

portrait jeweils von der Separatrix Cy erzeugt.

Abbildung zeigt das maximale Profil der Klasse d) fiir die primére Bewésserung. Fine
Wasserwelle bewéissert ein Medium, das zu 100% mit perkolierendem Ol gefiillt ist. Dabei
steigt die Wassersittigung auf den Wert 0.66 an. Es wird nichtperkolierendes Ol bis zum
maximalen Wert von 0.19 erzeugt. Die Geschwindigkeit betréigt hierbei ¢ = 1.37.

Abbildung zeigt das maximale Profil der Klasse d) fiir die sekundire Bewisserung.
Eine Wasserwelle bewissert ein Medium, das zu 85% mit perkolierendem Ol und zu 15%
mit nichtperkolierendem Wasser gefiillt ist. Dabei steigt die Wassersattigung auf den Wert
0.64 an. Es wird nichtperkolierendes Ol bis zum maximalen Wert von 0.19 erzeugt und das

komplette nichtperkolierende Wasser abgebaut. Die Geschwindigkeit betréigt ¢ = 1.78.
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Co S& 1Sy | 0SS | Sy | SE | S| Profilklasse
-0.3 081 0 0 0 [019] O a)
—-03 [ 0811015 0 |0.15/0.19| O
—0.25 | 0.81 | 0.72 | O 0 [0.19]0.19
—0.25 1 0.81 | 0.72 | O 0 [0.19]0.19

0
0
0
0

Q

=3

=3

—0.1 {053 ] O 0 018 O
—0.1 {054]0.15]0.01 [0.15]0.18| O
0.1 ]0.40 ] 0.11 0 |0.17 | 0.07
0.2 10.35(0.21|0.04 | 0.10 | 0.12 | 0.05
1.37 0 0.66 | 0O 0 0 1019 O
5.14(b)[ | 1.78 | 0.26 | 0.64 | 0.15| 0 [0.15[0.19| O d)

Tabelle 5.2: Geschwindigkeiten, cop-Werte, die links- und rechtsseitigen Sattigungsgrenzwerte und
die Profilklassen fiir die Abbildungen und
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Dies verdeutlicht den Unterschied zwischen primérer und sekundérer Bewésserung und da-
mit die Wichtigkeit, perkolierende und nichtperkolierende Phasen mit einzubeziehen. Die
Geschwindigkeit bei der sekundiaren Bewisserung ist um signifikante 30% hoher als bei der

priméren Bewésserung.

Wenn man nun wieder annimmt, dass der Wasserfluss stetig sein muss, dann kann man, wie
in Abschnitt beschrieben, Losungsklassen a) und b) ausschliefen. Im Gegensatz zu dem
DBRMMWBL-Modell ist nun auch Losungsklasse ¢) nicht zuldssig, da die Separatrix Cy im
Perkolationsmodell gegen Null und nicht gegen —oo geht, falls die Wasserséattigung minimal

wird. Die Separatrix Cy erzeugt hier ein iiberall stetig differenzierbares Profil.

5.2.2 Neuformulierung der raumlich unbeschrankten Lésung

Wie im Abschnitt diskutiert, ist die Losungsklasse d) die einzige von physikalischem
Interesse, da nur sie die Flussstetigkeit iiber die ganze Doméne garantiert. Es werden wieder

die Funktionen

co(Sw, c) = ¢Sw — f(Sw), (5.53a)

f(Siy) = f(Sy)
Sty — Sty

(G, Sty) = (5.53b)
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Abbildung 5.15: Die Funktion cy(Sw, ¢) als Farbplot fiir die primére (a) und sekundére (b) Be-
wésserung. Die horizontal schraffierte Fléchen zeigen alle moglichen S%V und die
vertikal schraffierten Flichen zeigen alle moglichen Si;. Auf den Linien E, A
und F ist die Ableitung dco(Sw, c)/0Sw gleich Null, innerhalb der Linien ist
die Ableitung negativ, aulerhalb ist sie positiv. Linie E reprisentiert die Wellen
mit konstanter Séttigung. Die Sdttigung S%?VL steht fiir die groftmogliche lin-
ke Randséittigung. Die Welle mit der hochsten Geschwindigkeit hat konstante
Séttigung Siy.

definiert, mit denen man die globale Informationen S§, S&,, ¢ in nur einer Abbildung darstel-
len kann. Zusétzlich kann die Geschwindigkeit als Funktion der nichtperkolierenden Rand-

siattigungen aufgefasst werden:

c(S3, S5)
c(S;, 53)

c(S27"(S5), S271(S5)) = (S, Siw), (5.54a)
c(Sa71(81), 8171 (81)) = (S, S), (5.54b)

da die nichtperkolierenden Phasen bijektive Funktionen der Wasserséttigung sind.

Die Abbildung zeigt die Funktion co(Sw,c) nach Gleichung (5.53p) als Farbplot fiir
die primére und sekundédre Bewisserung. Die horizontal schraffierten Flichen stehen fiir
alle moglichen S§ und die vertikal schraffierte Fliche steht fiir alle moglichen S&,. Auf den
Linien E, A und F ist die Ableitung Oco(Sw, ¢)/0Sw gleich Null. Zwischen den Linien E, A,
F und der Sw—Achse ist die Ableitung negativ, so dass sie die instabilen Punkte darstellen.
Nachdem fiir die Punkte, die zwischen C, F und der Sw—Achse liegen, keine zusétzlichen
Schnittpunkte von £ und f existieren, miissen die moglichen linken Grenzsiittigungen S
auf die Punkte zwischen E, A und C eingeschrankt werden. Auflerhalb dem Gebiet begrenzt
durch die Linien E, A, F und der Sw—Achse ist die Ableitung positiv, aber nur fiir Punkte
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auf der vertikal schraffierten Fldche kénnen Punkte auf der horizontal schraffierten Fliche
mit den gleichen (¢, cp)-Werten gefunden werden, die gleichzeitig kleiner sind. Es ist sofort
zu sehen, dass die sekundédre Bewisserung schnellere Profile erzeugt. Die ausgezeichneten
Sattigungen S sind hingegen identisch. Die maximale Sittigung SB* nach einer Welle in
ein komplett trockenes Medium ist bei der sekundaren Bewisserung um 2% niedriger als bei

der priméren Bewasserung, obwohl bereits 15% Wasser anfangs vorhanden ist.

Die Abbildung[5.16] zeigt die Geschwindigkeitsfunktion ¢ in Abhéngigkeit der Randséttigun-
gen S§, S& nach Gleichung ) und in Abhéngigkeit der nichtperkolierenden Randsétti-
gungen S, St bzw. S§, S} nach Gleichung fiir die primére und sekunddre Bewésserung.
Jeder Punkt darauf steht fiir eine Welle mit dazugehorigen Geschwindigkeiten und Randsét-
tigungen. Die drei Kanten der farbigen Flache stehen fiir die drei Grenzregime. Die Ecken
stehen fiir die Welle mit konstanter Sattigung (Sw, S2,S:) = (0,0,0) fiir die primére und
(Sw, S2,54) = (Swar, Swar, 0) fiir die sekundédre Bewisserung, fiir die schnellste Welle mit
konstanter Sattigung Sy, 55" = S2(S%), SI* = S4(Siy) und fiir die Welle in ein trockenes po-
roses Medium mit groBtmoglicher linker Randsiittigung S&F, SBL = G, (SBE) SBL = g, (SBL).
Falls man ¢(S§, St,) in den (S&, ¢)-Raum projiziert, so erhélt man die horizontal schraffierte
Fliche der Abbildung [5.15 Falls man ¢(S%, S%) in den (S%;, ¢)-Raum projiziert, so erhilt
man die vertikal schraffierte Fliche der Abbildung [5.15]

Abbildungen [5.16(a)i5.16(b)| zeigen kleine Unterschiede in den Séttigungen und groBere Un-
terschiede in den Geschwindigkeiten. Dies kann in dem DBRMMWBL-Modell in Abbildung
[5.8 nicht dargestellt werden, da es die effektiven Séttigungen betrachtet.

Zusétzlich kénnen nun Aussagen iiber die nichtperkolierenden Phasen getroffen werden. Bei
Abbildung ist zu beachten, dass bei der priméiren Bewésserung natiirlich keine an-
fangliche nichtperkolierende Wasserséttigung vorhanden sein kann und somit die rechtsseitige
nichtperkolierenden Wasserrandséttigungen S5 gleich Null sind. Da bei einer Bewisserung
keine nichtperkolierende Wasserséttigung entsteht, sind auch die linksseitigen nichtperkolie-
renden Wasserrandsittigungen S gleich Null. Bei der sekundiiren Bewiisserung in Abbildung
sieht man, dass sich das nichtperkolierende Wasser spiegelverkehrt zu der Wasser-
sattigung verhélt. Fiir vorgegebene anfiangliche nichtperkolierende Wasserséittigung erhoht
sich die Geschwindigkeit fiir minimale sich hinter der Front befindliche nichtperkolierende
Wasserséttigung. Fiir vorgegebene sich hinter der Front befindliche nichtperkolierende Was-
sersittigung erhoht sich die Geschwindigkeit fiir minimale anfdngliche nichtperkolierende
Wasserséttigung. Insgesamt fithren also hohere Verdnderungen in der nichtperkolierenden
Wasserséattigung zu niedrigeren Geschwindigkeiten. Hohere Verhéltnisse zwischen nichtper-

kolierender und perkolierender Wassersattigung gehen mit niedrigeren Geschwindigkeiten
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Abbildung 5.16: Farbplots fiir ¢(S§;, St,) fiir die primire (a) und sekundire (b) Bewiisserung, fiir

c(S%, S5) fiir die primére (c) und sekundire (d) Bewisserung und fiir ¢(S%, S%)
fiir die primére (e) und sekundéire (f) Bewisserung. Die drei Kanten der farbigen
Fléchen stehen fiir die drei Grenzregime definiert in Abschnitt Die Ecken
stehen fiir die Welle mit konstanter Séttigung Sy = 0, fiir die schnellste Welle
mit konstanter Séttigung Si; und fiir die Welle in ein trockenes pordses Medium
mit grofftmoglicher linker Randséttigung S%?VL.
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einher. Aus physikalischer Sicht macht dies Sinn, da angenommen wurde, dass die nichtper-
kolierenden Phasen immobil sind und nur durch den Massenaustausch mit perkolierendem
Wasser wieder mobilisiert werden kénnen. Ein erhohter Massenaustausch reduziert also die
Geschwindigkeit. Ein geringer Anteil an nichtperkolierendem Wasser, der wihrend der Be-
wasserung nicht mobilisiert wird, ist jedoch fiir hohe Geschwindigkeiten férderlich, da die
Geschwindigkeit fiir sekundéire Bewisserungen bis zu 30% schneller ist als fiir primére Be-
wésserungen. Dies kann dadurch erklédrt werden, dass dieses nichtperkolierende Wasser einen
Porenraum besetzt, der iiber eine sehr niedrige Durchléssigkeit verfiigt, und somit die Was-

serdurchléssigkeit des porésen Mediums erhoht.

In den Abbildungen |5.16(e)i5.16(f)| sieht man, dass sich das Verhalten des nichtperkolie-

renden Ols bei der priméren und sekundéren Bewiisserung qualitativ kaum unterscheidet.

Die Abbildungen weisen auch eine grofe Ahnlichkeit mit den Abbildungen zur Wassersitti-
gung auf. Dies zeigt die Korrelation zwischen Wasser und nichtperkolierendem Ol, die von
dem Massenaustausch herriihrt. Bei einer Bewésserung, d.h. beim Anstieg der Wassersétti-
gung, wird nichtperkolierendes Ol erzeugt. Fiir vorgegebene anfingliche nichtperkolierende
Olsittigung erhoht sich die Geschwindigkeit fiir maximale sich hinter der Front befindliche
nichtperkolierende Olséttigung. Fiir vorgegebene sich hinter der Front befindliche nichtper-
kolierende Olsittigung erhoht sich die Geschwindigkeit fiir maximal anfingliche nichtper-
kolierende Olséttigung. Ein grofie Menge an nichtperkolierendem Ol, das einen Porenraum
besetzt, der iiber eine sehr niedrige Durchléssigkeit verfiigt, kann die Durchlassigkeit des

pordsen Mediums erhéhen.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass das Perkolationsmodell unter der Nédherung der
immobilen nichtperkolierenden Phasen auf die exakt gleiche Weise ertrtert werden kann wie
das DBRMMWBL-Modell. Es liefert auch sehr dhnliche Losungen, hat jedoch drei positiv
zu erwahnende Vorteile. Der Unterschied besteht zum einen darin, dass es fiir jede mogliche
Geschwindigkeit ein stetig differenzierbares Profil mit rechtem Wassersattigungsrandwert
Null gibt. Es wird von der Separatrix Cy erzeugt. Dies war beim DBRMMWBL-Modell
nicht der Fall. Im Grenzwert Sj = 0 war das Profil immer nichtdifferenzierbar, weil die
Ableitung gegen —oo fiir S, = 0 ging. Desweiteren arbeitet das Perkolationsmodell nicht
mit effektiven Séttigungen und kann damit sich verdndernde residuale Séttigungen besser
handhaben. Es wurde gezeigt, dass dies zu unterschiedlichen Geschwindigkeiten fithrt. Zuletzt
kann nun auch das Verhalten nichtperkolierender Phasen untersucht werden, was zu einem
besseren Verstandnis von laufenden Wellen fithrt. Beide Modelle konnen jedoch nur monotone
Profile erzeugen. Deswegen werden in den néchsten zwei Kapiteln komplexere Modelle, sprich
weniger restriktive Ndherungen des Perkolationsmodells betrachtet, die zu nichtmonotonem

Verhalten fithren konnen.
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In diesem Kapitel werden laufende Wellenlosungen des Perkolationsmodells untersucht, wo-
bei jeweils eine Fliissigkeit nur in perkolierender Form vorhanden ist. Die Abschnitte [4.4.3]
und haben gezeigt, dass es nicht moglich ist, einen dynamischen Systemansatz zu ver-
folgen. Deswegen werden allgemeinere Systeme zweier Gleichungen betrachtet, die das Per-
kolationsmodell zweier Gleichungen als Spezialfall beinhalten. Es werden Vereinfachungen
getroffen, um einen dynamischen Systemansatz zum Losen der Systeme zweier laufender
Wellengleichungen zu erméglichen. Zuerst werden die Kapillarfunktionen als positive Kon-
stanten angenommen. Vereinfachungen der Kapillarfunktionen werden sehr héufig getrof-
fen, so werden diese z.B. bei der Olfésrderung mit dem Buckley-Leverett-Ansatz [Lake 89)
komplett vernachlissigt und bei der verschwindenden Viskositédtslosung [Duij 10] als klei-
ne positive Konstante gewahlt. Zusétzlich werden entweder die Flussfunktionen entkoppelt
oder die Massenaustauschterme vernachlassigt, um jeweils die einzelnen Aspekte zu beleuch-
ten. Diese vereinfachten Systeme werden dann eingehend mit einem laufenden Wellenansatz

untersucht.

Es treten einige Neuerungen im Vergleich zu den Lésungen von einer laufenden Wellen-
gleichung auf. Erstens sind erstmals nichtmonotone Profile méglich. Die Ursachen hierfiir
konnen in den Massenaustauschtermen oder den gekoppelten Flussfunktionen liegen, wobei
Uberschussprofile der Wassersittigung nur durch gekoppelte Flussfunktionen erzeugt werden
konnen. Zweitens tritt ein zusétzlicher Freiheitsgrad auf, der die Eindeutigheit der Losungen

fiir festgewdhlte Geschwindigkeiten und Randséttigungen aufhebt.

Die Variablen Sw und S5 bzw. S; werden hier umbenannt in « und v, um klarzumachen, dass
es sich hierbei um abstrakte physikalische Variablen handelt, die wegen der Verallgemeine-
rungen und Vereinfachungen nur begrenzt etwas mit den physikalischen Variablen des Perko-
lationsmodells zu tun haben. Trotzdem werden die Begriffe Bewésserung und Entwésserung
einfachheitshalber fiir ansteigende und abfallende u-Wellen verwendet. Beim Uberfithren des
Systems in ein abstraktes mathematisches dynamisches System werden die Variablen grof3

geschrieben, um diesen Unterschied deutlich zu machen.
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6.1 Allgemeine Gleichungen

Es werden hier allgemeinere Systeme zweier fraktionaler Flussgleichungen betrachtet, die
sich mit Hilfe von einem dynamischen Systemansatz ertrtern lassen. Sie beschreiben ein
System mit drei Phasen 0 < u,v,1 —u — v < 1. Dadurch kénnen auch einzelne Aspekte, wie

Massenaustausch und Flussanteile, isoliert voneinander betrachtet werden.

Desweiteren wurde in Kapitel [5| dargelegt, dass ausschliefllich die Losungen der Klasse d),
d.h. die, deren rechts- und linksseitige Grenzwerte der Ableitung der Sattigung gegen Null
gehen, physikalisch relevant sind. Die Neumann-Randbedingung fiir die zwei Sattigungen
u, v, die von der Zeit t und einer raumlichen Variablen x abhédngen, lauten daher fiir alle
Zeiten t

. / .

Il_l)gloou (x) =0, (6.1a)
. / .

xgrirloov (x) = 0. (6.1b)

Das dimensionslose allgemeine System zweier fraktionaler Flussgleichungen soll nun folgen-

dermaflen angenommen werden

9] 9] 9]

pre + g [fu(u, v) — Du(u,v)a—xu] =0, (6.2a)
9] 0 0 g 9 .0

pri + Ep {fv(u, v) — Dy (u, U)E)_xv] = —hy(u,v, pr Ev)au (6.2b)

Die Funktionen f,(u,v), f,(u,v) sind die fraktionalen Flussfunktionen, die Kapillarfunktio-

o] o]
9 Eu7 EIU

stellt den Massenaustauschterm dar. Dies ist eine Verallgemeinerung der Systeme, die aus

nen Dy (u, v), Dy (u, v) verhalten sich wie diffusive Funktionen und die Funktion hy (u, v

dem Perkolationsmodell gewonnen wurden.

Das Einfithren der Ahnlichkeitsvariable y = = — ¢t fithrt zu

—cu + [fu(u,v) — Dy(u,v)u] =0, (6.3a)
—cv + [fo(u,v) = Dy(u, v)0]" = chy(u,v, ', 0" ). (6.3b)
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Daraus kann folgendes dynamische System gewonnen werden

I (6.4a)
vy (6.4b)
) Of(U,V) . 0fu(U,V)
; Tr_ _ o
X =Du(U, V) (—eX + ==X+ =Y+
8DU(U7 V) 2 aDu(Uv V)
BTi (U, V)X oV XY), (04
Y =Dy (U, V) (=Y = ch (U, V, X, Y) X + afVéIU/’ S 6fvél(f], s
8DV(U, V) 9 aDv(U7 V)

Es ist leicht zu sehen, dass die stationéiren Punkte des Systems (Up, Vj,0,0) mit beliebigen

Up und V; sind. Linearisiert man um diese Punkte, so erhélt man

U’ 00 1 0 U—-U,
V! 00 0 1 V-V
= (6.5)
X' 0 0 as3(Uo, Vo) asa(Uo, Vo) X
Y’ 0 0 ass(Uo, Vo) awu(Us, Vo) Y
mit folgenden Matrixelementen
dfu(Uo, V¢
as(Un. Vo) = Du(Uo, Vo)™ (% - ) , (6.62)
0
dfu(Uo, Vt
a31(Uo, Vo) = Du(Uo, Vo) ™! (%) , (6.6b)
0
afy(Uy, Vt
as3(Uo, Vo) = Dy (Up, Vo)™ ( f EaUO ) _ chV(Uo,Vo,O,O)) : (6.6¢)
0
1 (0f(Uy, Vk
a14(Uo, Vo) = Dy (U, Vo)™ (% —~ c> . (6.6d)
0
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Das linearisierte System hat folgende Eigenwerte

€1 = 07 (67&
€ = 0, (67b)
1
(U07V0 B [ (a33 U, Vo) - 2a33(Uo, Vo)a44(U0, Vo) + 46134(U0, Vo)a43(U0, Vo)
+aj, (U, VO))_l + as3(Uo, Vo) + aaa(Uy, Vo) , (6.7¢)
1
e2(Uo, Vo) = 5 [(a35(Uo, Vo) — 2as3(Uo, Vo)aas (U, Vo) + 4asa(Us, Vo)aas(Uo, Vo)+
+a34(Uo, Vo)) + ass(Uo, Vi) + ana(Uo, V) | (6.7d)

Die Vorzeichen der Eigenwerte entscheiden iiber den Typ der stationdren Punkte. Sind bei-
de von Null unterschiedlichen Eigenwerte es und e4 positiv, so ist der dazugehorige Punkt
instabil, sind sie beide negativ, so ist er stabil und haben sie unterschiedliche Vorzeichen, so
ist er ein Sattelpunkt. Im Gegensatz zu einer fraktionalen Flussgleichung aus Kapitel [5]sind
hier Sattelpunkte moglich. Dies ist eine Grundvoraussetzung um nichtmonotones und damit

Uberschussverhalten zu erhalten.

Das dynamische System ist zu kompliziert, um es vollstindig und detailliert zu er-
ortern. Deswegen werden in den néchsten Abschnitten Vereinfachungen getroffen, die es
ermoglichen, alle Losungen des vereinfachten Systems zu finden und die Einzelteile der Glei-
chungen genauer zu untersuchen. Mit dem daraus gewonnen Wissen sollte es méglich sein in

einer weiterfithrenden Arbeit alle Losungen des dynamischen Systems ((6.4)) zu finden.

Die Funktionen D, (u,v) und D, (u, v) sind iiblicherweise positiv fiir alle u,v € (0,1). Damit
sind die Vorzeichen von und die Klassifizierung der stationéren Punkte unabhingig von
D, (u,v) und Dy (u,v). AuBerdem hat Kapitel[f| gezeigt, dass in der Lésungsklasse d) die Funk-
tion D nicht das globale Verhalten &ndert. Deswegen werden in allen folgenden Abschnitten
Dy(u,v) und Dy(u,v) als positive Konstanten D, D, angesehen und der einfachheitshal-
ber gleich 1 gesetzt. Diese zwei Konstanten stellen die Stellschrauben der verschwindenden
Viskositéatslosung des Buckley und Leverett Grenzwertes dar. Wenn D, und D, gegen Null

gehen, dann erhélt man so eindeutige Stofiwellen.
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6.2 Nichtgekoppelte Flussfunktionen

In diesem Abschnitt soll angenommen werden, dass die zwei Flussfunktionen nichtgekoppelt
sind, d.h.

Julu, v) = fulu), (6.8a)
folu, v) = fo(v). (6.8b)

Desweiteren ist wie im Perkolationsmodell der Massenaustauschterm in der v-Gleichung aus-

schlieflich von v abhéngig, d.h.
hy (u,v,u’,v") = h(v). (6.9)

Damit erhélt man folgende laufende Wellengleichungen

/

—cu' 4 [fu(u) —u'] =0, (6.10a)
—cv' + [fo(v) — '] = chy(v). (6.10b)

Man sieht, dass die erste Gleichung nur von u abhéngt. Da die Gleichung nur aus Ableitungen

besteht, kann die Gleichung von einem fixierten yq bis zu einem beliebigen y integriert werden

' = fulu) — cu+ ky, (6.11a)
ku = —fu<U0) —+ cuy, (611b)

wobei ug = u(yo) und k, die Integrationskonstante darstellt. Dieses Teilsystem unterscheidet
sich nicht von den Gleichungen (j5.4)) und (5.5)). Das dynamische System lautet damit

U'= fu(U) = cU + ky, (6.12a)
V=, (6.12D)
Y = (fl(V) = )Y —ch, (V) (fo(U) — cU + ky) . (6.12¢)

Seine stationaren Punkte sind

So = (Uo, Vo, Yo) € {(U, V,0)|U € R"}, (6.13)
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wobei R* die Menge der reellen Nullstellen der Gleichung
fulU) —cU + ka =0 (6.14)

ist. Das linearisierte System an den stationdren Punkten Sy lautet

U/ f;(Uo) — C 0 0 U - Uo
V| = 0 0 1 V-V (6.15)
Y’ —chy (Vo) (fi(Uo) —¢) 0 fi(Vo) — ¢ Y

und seine Eigenwerte sind

er =0, (6.16a)
e2(Uo) = fu(Uo) — ¢, (6.16b)
e3(Vo) = fo(Vo) —c. (6.16¢)

Damit ergibt sich folgende Klassifizierung der stationdren Punkte

stabil, falls So € S;,
Sp ist 4 instabil, falls Sy €Sy, (6.17)
Sattelpunkt, falls Sy € S, =S, US!

mit

Sy = {(Uo, Vo, 0)| 4 (Uo) < e A fo(Vo) < ¢}, (6.18a)
S = {(Un, Vo, 0)| 3 (Un) > ¢ A f3(Vo) > ¢}, (6.18Db)
S = {(U0, Vo, 0)[ £u(To) > e A fi(Vo) < ¢}, (6.18c)
S = {00, V0, 0)[ £, (Uo) < e A fo(Vo) > c}. (6.18d)

Hier existieren nun im Vergleich zu Kapitel 5| Sattelpunkte. Diese haben stabile und instabile
Untermannigfaltigkeiten, die hdufig die Trajektorien im Phasenraum, die die selben stabilen
und instabilen Fixpunkte haben, begrenzen. Somit identifizieren die Sattelpunkte extremale
Losungen fiir gegebene Randwerte und Geschwindigkeiten. In Kapitel [5| waren diese immer

eindeutig.

Um weiter zu diskutieren, miissen nun die Flussfunktionen explizit gewihlt werden.
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6.2.1 Burgersfliisse

Da in diesem Abschnitt der Einfluss des Massenaustauschterms im Vordergrund steht, wird

der einfachst mogliche nichtlineare Fluss, namentlich der Burgersfluss, ausgewéhlt. Somit

ergibt sich fiir die Fliisse

Damit erhélt man folgende laufende Wellengleichungen

(u—c)u —u" =0,

/

(v =) —v" = chy(v)u'.

Integration von yy = —oo bis zu einem beliebigen y liefert

1
u = §u2 —cu+ ky,

1
ky = —§u(2) + cuy,

(6.19a)

(6.19D)

(6.20a)
(6.20b)

(6.21a)

(6.21b)

wobei ug = u(—00) und k, die Integrationskonstante darstellt. Das dynamische System lautet

1
U = 5U2 — U + ky,
V' =Y,

1
Y/ = (V — C)Y — ChV<V) (§U2 —cU + k'u) .

Seine stationdren Punkte sind

So = (Uo, Vo, Yo) € { (U, V,0)[U = e /Ay, |

wobel

Aku == C2 — 2k‘u

(6.22a)

(6.22b)

(6.22¢)

(6.23)

(6.24)
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die Diskriminante von dem quadratischen Polynom
[
§U —cU +ky (6.25)

ist. Das linearisierte System an den stationidren Punkten Sy lautet

U + /A 0 0 U - U,
v | = 0 0 1 V-V, (6.26)
Y’ —chy(Vo)(£v/Ak,) 0 Vo—c Y

und seine Eigenwerte sind

e; =0, (6.27a)
eg(Uo) = :|:\/ Aku7 (627b)
e3(Vo) =Vp —c. (6.27¢)

Damit kann man die Mengen der stationdren Punkte aus (6.28]) weiter konkretisieren

S = {(Uo, Vo, 0)|Us = ¢ = /Dy, AV < ¢}, (6.28a)
Se = {(Uo, Vo,0)|Uy = ¢ + /Ay, AVo > ¢}, (6.28D)
Sy ={(Uo, Vo, 0)[Uy = ¢+ /Ay, AVp < ¢}, (6.28¢)
S =A{ (U0, Vo, 0)|Uy = ¢ = /Ay, AVy > ¢} (6.28d)

Man sieht an Gleichung ), dass die U-Welle nicht von V' abhéngt und in monotoner
Weise den instabilen Punkt und damit den linksseitigen Randwert Uy = lim,, o U(y) = c+
\/A_ku mit dem stabilen Punkt und damit den rechtsseitigen Randwert U, = lim, . U(y) =
¢ — v/ Ay, verbindet. Damit kann die Verbindung

C_Ue-i-Ur
2

(6.29)

zwischen Wellengeschwindigkeit und Randséttigungen gewonnen werden. Aus der Tatsache,

dass U eine nichtnegative reelle Zahl sein soll, folgt, dass

by € {0, %T . (6.30)



112 6 Systeme zweier Gleichungen

Somit gilt
Ay, € [0,¢7], (6.31a)
U € [c, 2], (6.31D)
U, €10, (6.31c)

Wenn die Séttigungen kleiner gleich Eins sein sollen, so folgt fiir die Geschwindigkeit

c<—. (6.32)

N —

Wenn man die V-Welle diskutieren will, sollte man die Menge der Sattelpunkte S,, genauer
betrachten. Sie stellen extremale Losungen dar. Hier besteht die Sattelpunktmenge aus zwei
Teilmengen S, und S;. Bei S, befindet sich die U-Welle im linksseitigen Grenzwert und bei
S befindet sich die U-Welle im rechtsseitigen Grenzwert. Bei beiden ist U’ = 0 und damit
verschwindet der Massenaustauschterm in (6.20p). Deswegen kann bei S, fiir y € (—o0, ys)
und bei S} fiir y € (ys, 00) die Gleichung (6.20p) mit U’ = 0 integriert werden, wenn ys die
Position des Sattelpunktes angibt. Die Diskussion erfolgt analog zu der von der U-Welle. Die

Integration liefert

1
V' = 51/2 —cV + ky, (6.33a)

1
k, = —51/02 + cVa, (6.33b)

wobei Vo = V(—o0) fiir S, bzw. Vj = V(o0) fiir Sif ist und %, die Integrationskonstante

darstellt. Damit gilt fiir die stationdren Punkte

Vo =ct A, (6.34)
wenn

Ay, = — 2k, (6.35)
die Diskriminante von dem quadratischen Polynom

1
5v2 —cV + ky (6.36)
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ist. Daraus folgt fiir die Sattelpunkte

S = {00, V0,0)[Up = ¢ — \/Ap, AVo = c+ /A, }, (6.37a)
81-1"’1_ = {(U07 %70)|U0 =c+ V Aku A\ ‘/E) =C— Akv} (637b)

Fiir Sy, ist der rechtsseitige Grenzwert bei (c—/Ay,, c— \/A_kv ) und fiir S, ist der linksseitige
Grenzwert bei (¢++/Ag,, c++1/Ag, ). Das bedeutet, dass fiir S, eine ansteigende V-Welle vor
der U-Welle lduft, die unabhéngig von dem Massenaustausch und damit von der U-Welle
ist. Fiir S lauft eine ansteigende V-Welle hinter der U-Welle, die unabhéngig von dem

Massenaustausch und damit von der U-Welle ist.

Desweiteren existiert eine V'-Welle, die von dem Massenaustauschterm getrieben wird und

damit parallel zur U-Welle lauft.

Um diese nun genau zu besprechen, muss man die Funktion h, (V') explizit bestimmen. Es

sollen hier nur komplett positive oder komplett negative lineare Funktionen

1% (6.38a)
1

1 —
h(V) =V — (6.38Db)

betrachtet werden, die dem Massenaustauschterm fiir nichtperkolierendes Wasser aus Ab-
schnitt bzw. dem Massenaustauschterm fiir nichtperkolierendes Ol aus Abschnitt

ahneln.

In den Abbildungen [6.1] und [6.2] bzw. [6.3] und [6.4] sind fiir die Massenaustauschfunktionen
(6.38a) bzw. (6.38b) jeweils beispielhaft zwei ausgezeichnete Séttigungsprofile gezeichnet, die
die unterschiedlichen topologischen Profile verdeutlichen. Die Séttigungsprofile zeigen jeweils

eine U-Welle als durchgezogene Linie und eine V-Welle als gestrichelte Linie. Die Parameter
der Abbildungen sind in Tabelle angegeben.

In den Tabellen [6.2]6.5) wird das Verhalten des V-Systems der Abbildungen genauer

Abb. | ¢ | U | Un | U | Vi | Vi | Vi ko | hy(V)
6.1 [04] 05 | 05 | 0.3 ]0.76]0.69 | 0.11 | 0.0750 | 1 — V
6.2 104] 05 [049] 03 | 0.8 |0.01]026 00750 | 1-V
6.3 104] 05| 05|03 ]054[02] 0 |00750|V—1
6.4 102]025]015]0.15]0.21]0.36 | 0.03 | 0.0187 | V —1

Tabelle 6.1: Tabelle zu den Abbildungen 6.1
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Abbildung 6.1: Sittigungsprofil von U (durchgezogene Linie) und V' (gestrichelte Linie) fiir ein
System fiir Sattelpunkt S, mit Bedingungen aus Tabelle Die Buchstaben
zeigen die Punkte aus Tabelle

anhand dem Betrachten der Einzelteile von ([6.22c) untersucht. Dabei stellen die Einzelbuch-
staben ausgezeichnete Punkte dar, wihrend die Doppelbuchstaben Intervalle zwischen den
zu den Einzelbuchstaben gehorigen Punkten darstellen. Der Flussterm ist der erste Teil der
Gleichung, namlich (V' — ¢)V’, und der Massenaustauschterm ist der zweite Teil der Glei-
chung, ndmlich —ch,(V)U’. Die 4+-Zeichen bedeuten, dass der jeweilige Term positiv ist, die
—-Zeichen, dass er negativ ist, die 0, dass er wegfillt, und die Klammern, dass er im Be-
trag sehr klein ist. Alle Tabellen zeigen, dass vier verschiedene Teilbereiche in den V-Wellen
identifiziert werden koénnen, die zwischen fiinf ausgezeichneten Punkten liegen. Fiir einen

ausgezeichneten Punkt gilt entweder V" = 0 oder V' = 0, d.h. der Punkt ist ein Maximum,

Bereich | V" | V' | (V —¢) | —c | (1=V) | U | Flussterm | Massenaustauschterm
(a) 00 + - + 0 0 0
(ab) - | = + — + - — +
(b) 0| — + - + - - +
(be) + | - + - + — - +
(c) 00 + - + (—) 0 (+)
(cd) | = | —| + - + | (=) - (+)
(d) 0| — 0 — + (—) 0 (+)
(de) | + | — - - + (—) + (+)
(e) 010 — — + 0 0 0

Tabelle 6.2: Tabelle zu den Teilbereichen fiir Sattelpunkt S, und Massenaustauschterm hy (V') =
1 -V, wie in Abbildung Einzelne Buchstaben stellen Punkte dar und zwei Buch-
staben stellen Intervalle dar, die die zu den Einzelbuchstaben korrespondierenden
Punkte verbinden.
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Abbildung 6.2: Sittigungsprofil von U (durchgezogene Linie) und V' (gestrichelte Linie) fiir ein
System fiir Sattelpunkt S;f mit Bedingungen aus Tabelle Die Buchstaben
zeigen die Punkte aus Tabelle

ein Minimum, ein Wendepunkt oder ein Terrassenpunkt. Somit &ndert sich im Ubergang von

einem Teilintervall in das andere das Steigungs- oder Kriimmungsverhalten.

Abbildung zeigt ein Sattigungsprofil fiir eine V-Welle, deren Sattelpunkt S, fiir das Sys-
tem mit Massenaustauschterm (6.38h) ein Terrassenpunkt ist. Damit besteht die V-Welle
aus zwei ansteigenden Wellen. Wie vorher schon beschrieben, ist die vordere Front unab-
héngig von der U-Welle, wihrend die hintere Front nur durch die parallel laufende U-Welle

hervorgerufen wird. Die zunehmende U-Séttigung bewirkt auch ein Zunehmen in V.

Tabelle zeigt, dass die V-Welle ausgehend vom linken Grenzwert (a) mit V' = V' =0

Bereich | V" | V' | (V —¢) | —¢ | (1 =V) | U" | Flussterm | Massenaustauschterm
@ |olo] + =1 + 0 0 0

Wy ||| + [~ + o] - (+)

M o] o |- + ] o (+)

b |+~ - |- + || + (+)

@ [+lol — || + |0 o (+)

ed) |+ |+ - | -] + - - +

(d) 0 | + — - + - - +

(de) - | + - - + — — +

e |olo| - |—-] + 0 0 0

Tabelle 6.3: Tabelle zu den Teilbereichen fiir Sattelpunkt S und Massenaustauschterm hy (V) =
1—V, wie in Abbildung[6.2] Einzelne Buchstaben stellen Punkte dar und zwei Buch-
staben stellen Intervalle dar, die die zu den Einzelbuchstaben korrespondierenden
Punkte verbinden.
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zundchst abnimmt und zwar immer stiarker. Der Flussterm ist negativ und der Massen-
austauschterm ist in geringerem Mafle positiv, womit die Kriimmung negativ ist. Mit dem
Erreichen der U-Front wird U’ immer negativer bis sich Massenaustauschterm und Fluss-
term aufheben und es zu einem Wendepunkt (b) kommt. Dort &ndert V" das Vorzeichen,
womit V' immer kleiner im Betrag wird. Nachdem die U-Front nunmehr voriiber ist, wird U’
auch immer kleiner im Betrag. Dies geht solange, bis sich Fluss- und Massenaustauschterm
wieder autheben und extrem klein sind. An dieser Stelle befindet sich ein Terrassenpunkt
(c), wo V" wieder das Vorzeichen dndert. Nun sind wieder Ableitung und zweite Ableitung
negativ. Der Massenaustauschterm hat nunmehr keine Bedeutung, da U’ nahe Null ist. Der
Flussterm wird nun aber Null, wenn V' = ¢ ist. Dort befindet sich der néichste Wendepunkt
(d). Die zweite Ableitung wird positiv und die erste Ableitung tendiert immer mehr gegen
Null. Der Flussterm wird somit immer kleiner, bis V' und V” im rechten Grenzwert (e)

verschwinden.

Abbildung zeigt ein Sittigungsprofil fiir eine V-Welle, deren Sattelpunkt S fiir das
System mit Massenaustauschterm ((6.38a) einen Unterschuss darstellt, womit die V-Welle
aus einer leichten abfallende Welle gefolgt von einer stirkeren ansteigenden Welle besteht.
Wie vorher schon beschrieben, ist die sich hinter der U-Front befindliche Front unabhéngig
von der U-Welle, wiahrend die abfallende Front nur durch die parallel laufende U-Welle

hervorgerufen wird. Die zunehmende U-Séttigung bewirkt ein Abnehmen in V.

Tabelle zeigt, dass die V-Welle ausgehend vom linken Grenzwert (a) mit V" = V' =0
zundchst abnimmt und zwar immer stiarker. Der Flussterm ist negativ und der Massen-
austauschterm ist positiv, aber im ersten Teil vernachlassighbar. Damit ist die Kriimmung
negativ. Mit dem Erreichen von V' = ¢ wird der Flussterm gleich Null und es kommt zu
einem Wendepunkt (b). Dort &ndert der Flussterm und V" das Vorzeichen, womit V'’ immer
kleiner im Betrag wird, bis die Ableitung im Unterschuss (c) gleich Null wird. Hier &ndert
V' das Vorzeichen und V nimmt ab jetzt zu. Deswegen dndert der Flussterm wieder sein
Vorzeichen und ist ab jetzt negativ. Nachdem die U-Front nun erreicht ist, bewirkt das stark
fallende U’ einen stark steigenden positiven Massenaustauschterm, bis er sich mit dem ne-
gativen Flussterm aufhebt. Dies fithrt zu Wendepunkt (d). Dort &ndert V" sein Vorzeichen
und ist von nun an negativ. Damit verringert sich die erste Ableitung und damit der Fluss-
term zunehmend. Nachdem auch die U-Front vorbei ist, geht der Massenaustauschterm auch

gegen Null. Somit verschwinden V' und V" im rechten Grenzwert (e).

Abbildung zeigt ein Sattigungsprofil fiir eine V-Welle, deren Sattelpunkt S fiir das Sys-
tem mit Massenaustauschterm ([6.38b) ein Terrassenpunkt ist. Damit besteht die V-Welle

aus zwei ansteigenden Wellen. Wie vorher schon beschrieben, ist die hintere Front unab-
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Abbildung 6.3: Sittigungsprofil von U (durchgezogene Linie) und V' (gestrichelte Linie) fiir ein
System fiir Sattelpunkt S;f mit Bedingungen aus Tabelle Die Buchstaben
zeigen die Punkte aus Tabelle

héngig von der U-Welle, wihrend die vordere Front nur durch die parallel laufende U-Welle

hervorgerufen wird. Die zunehmende U-Sattigung bewirkt auch ein Zunehmen in V.

Tabelle zeigt, dass die V-Welle ausgehend vom linken Grenzwert (a) mit V' =V’ =0
zunéchst abnimmt und zwar immer stérker. Der Flussterm ist negativ. Der Massenaustausch-
term ist auch negativ, aber im ersten Teil vernachléssighar. Damit ist die Kriimmung negativ.
Mit dem Erreichen von V = ¢ wird der Flussterm gleich Null und es kommt zu einem Wen-
depunkt (b). Dort &ndert der Flussterm und V" das Vorzeichen, womit V'’ immer kleiner

im Betrag wird. Nun ist der Flussterm positiv ansteigend bis er sich mit dem negativen

Bereich | V" | V' | (V —¢) | —c | (V —1) | U" | Flussterm | Massenaustauschterm

@ ool + |—-] = 0 0 0

@) |- |- + |- - || - )

) lol—| o | —| - ] o (=)

b |+ |- - |- - || + )

@ |olol = |- = | o (-)

(cd) - | - - - - - +

(d) 0 | — — — - - + —

(de) + | - - - - - + -

e |olo| - || - 0 0 0

Tabelle 6.4: Tabelle zu den Teilbereichen fiir Sattelpunkt S und Massenaustauschterm hy (V) =
V —1, wie in Abbildung Einzelne Buchstaben stellen Punkte dar und zwei Buch-
staben stellen Intervalle dar, die die zu den Einzelbuchstaben korrespondierenden
Punkte verbinden.
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Abbildung 6.4: Sittigungsprofil von U (durchgezogene Linie) und V' (gestrichelte Linie) fiir ein
System fiir Sattelpunkt S, mit Bedingungen aus Tabelle Die Buchstaben
zeigen die Punkte aus Tabelle

Massenaustauschterm im Terrassenpunkt (c) aufhebt. Dort ist V' und V" gleich Null. Die
zweite Ableitung dndert ihr Vorzeichen und ist nun negativ, woraufhin die erste Ableitung
wieder stdrker abnimmt, was zu einem ansteigenden Flussterm fiithrt. Mit dem Erreichen
der U-Front wird U’ immer negativer, was einen stéirker werdenden negativen Massenaus-
tauschterm bewirkt bis er sich mit dem Flussterm aufhebt, so dass Wendepunkt (d) erreicht
ist. Dort andert V" sein Vorzeichen zu positiv, womit die Ableitung von V' immer weniger
negativ und der Flussterm immer weniger positiv ist. Nachdem die U-Front voriiber ist und
U’ immer keiner wird, ist auch der Massenaustauschterm immer weniger negativ bis V' und

V" im rechten Grenzwert (e) verschwinden.

Bereich | V" | V' | (V —¢) | —c¢ | (V —=1) | U’" | Flussterm | Massenaustauschterm
(a) 010 + - - 0 0 0

@b) |+ |+ + | -] - - + -

(b) 0 | + + - — — + -

(be) - | + + - - +

© | ~o] + |- - [&] o )

@ ||| + || - |0 - )

@ [o|-| o |- - |&] o )

@ |+~ - |- - |o] + )

e |olo|l — | -] = 0 0 0

Tabelle 6.5: Tabelle zu den Teilbereichen fiir Sattelpunkt S;; und Massenaustauschterm hy (V) =
V —1, wie in Abbildung Einzelne Buchstaben stellen Punkte dar und zwei Buch-
staben stellen Intervalle dar, die die zu den Einzelbuchstaben korrespondierenden
Punkte verbinden.
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Abbildung zeigt ein Sattigungsprofil fiir eine V-Welle, deren Sattelpunkt S fiir das
System mit Massenaustauschterm (6.38b) einen Uberschuss darstellt, womit die V-Welle
aus einer ansteigenden Welle gefolgt von einer schwicheren abfallenden Welle besteht. Wie
vorher schon beschrieben, ist die sich vor der U-Front befindliche Front unabhéngig von der
U-Welle, wéhrend die abfallende Front nur durch die parallel laufende U-Welle hervorgerufen

wird. Die zunehmende U-Séttigung bewirkt ein Abnehmen in V.

Tabelle zeigt, dass die V-Welle ausgehend vom linken Grenzwert (a) mit V' = V'’ =

zundchst zunimmt und zwar immer starker. Der Flussterm ist positiv und der Massenaus-
tauschterm ist in geringerem Masse negativ, womit die Kriimmung positiv ist. Mit dem
Erreichen der U-Front wird U’ immer negativer bis sich Massenaustauschterm und Fluss-
term aufheben und es zu einem Wendepunkt (b) kommt. Dort &ndert V" das Vorzeichen,
womit V' immer kleiner im Betrag wird bis es zum Uberschuss (c) kommt, wo die Ablei-
tung ihr Vorzeichen zum Negativen dndert. Damit wird der Flussterm negativ. Nachdem die
U-Welle voriiber ist, spielt der Massenaustauschterm keine Rolle mehr. Der Flussterm und
damit V" wird Null, wenn V' = ¢ ist. Dort befindet sich der nichste Wendepunkt (d). Die
zweite Ableitung wird positiv und die erste Ableitung tendiert immer mehr gegen Null. Der

Flussterm wird immer kleiner bis V/ und V" im rechten Grenzwert (e) verschwinden.

Zusammenfassend lésst sich feststellen, dass mit einem rein positiven Massenaustauschterm,
wie in Abschnitt fiir einzig in perkolierender Form vorhandenes Ol, die V-Welle entweder
aus zwei ansteigenden Wellen oder aus einer abfallenden Welle gefolgt von einer gréfleren
ansteigenden Welle besteht, je nachdem ob der zugehorige V-Wert des Sattelpunktes und
damit des Terrassen- bzw. des Unterschusspunktes grofler oder kleiner als c ist. Bei der
Terrassenpunktlosung ist die vordere ansteigende Front und bei der Unterschusslosung ist die
hintere ansteigende Front von V' unabhéngig von U, wihrend bei der Terrassenpunktlésung
die hintere ansteigende Front und bei der Unterschusslosung die vordere abfallende Front

von V' von der U-Front verursacht wird und parallel dazu ablauft.

Fiir einen rein negativen Massenaustauschterm, wie aus Abschnitt fiir einzig in perkolie-
render Form vorhandenes Wasser, erhéilt man eine VV-Welle, die entweder aus zwei ansteigen-
den Wellen oder aus einer ansteigenden Welle gefolgt von einer kleineren abfallenden Welle
besteht, je nachdem ob der zugehorige V-Wert des Sattelpunktes und damit des Terrassen-
bzw. des Uberschusspunktes kleiner oder gréfler als ¢ ist. Bei der Terrassenpunktlosung ist
die ansteigende Front und bei der Uberschusslésung ist die vordere ansteigende Front von
V unabhéngig von U, wihrend bei der Terrassenpunktlosung die vordere zunehmende Front
und bei der Uberschusslésung die hintere abfallende Front von V' von der U-Front verursacht

wird und parallel dazu abléduft.
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In dem numerischen Teil der Arbeit wird naher darauf eingegangen, ob und wie diese Profile

iiberhaupt zustande kommen konnen.

6.3 Kein Massenaustauschterm

In diesem Abschnitt soll nun ein anderer Aspekt beleuchtet werden, namlich der der gekop-

pelten Fliisse. Dazu werden die Massenaustauschterme vernachléssigt

w(u, 0,0/ 0") =0, (6.39a)
(v, 0’ 0") = 0. (6.39b)
Damit ergeben sich folgende Wellengleichungen
—cu' + [fu(u,v) —u] =0, (6.40a)
—cv' + [fo(u,v) — '] = 0. (6.40Db)

Beide Gleichungen kénnen von einem festen yg bis zu einem beliebigen y integriert werden

u = fo(u,v) — cu+ ky, (6.41a)
v = fo(u,v) — v+ ky, (6.41D)
ky = — fu(ug, vo) + cuy, (6.41c)
ky = — fy(uo, vo) + cuo, (6.41d)

wobei uy = u(yo) und vy = v(yo) sind und k, und k, die Integrationskonstanten darstellen.

Das dynamische System lautet

U = f.(U,V) = cU + ky, (6.42a)
V' = £, (U V) =V + ky. (6.42D)

Seine stationdren Punkte sind

So = (Up, Vo) € {{U V)| fuU V) = cU + ka =0 A £ (U, V) —cV + ky =0}.  (6.43)
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Das linearisierte System an den stationdren Punkten S; lautet

) v A oo (6.44)
V! afv(aUg,Vo) afV(a[@yO) ¢ V_V,

und seine Eigenwerte sind

9fu(Uo, Vo) | 9f(Uo, Vo)
e1(Ug, Vo) = 5 ( U + BlG — 2¢+
0fu(Uo, Vo) _ 0fe(Uo. VO)\* |, 0fulUn, Vo) O (Us. V)
- 4 4
+\/( ou oV Ty au | (645
9fu(Uo, Vo) | 9f(Uo, Vo)
— 9e—
e2(Un, Vo) = 3 ( U av ‘
0fu(Uo, Vo) _ 0Fe (U0, Vo) \* , 0fu(U0, Vo) O (U, Vo)
- - 4 6.45b
\/( au oV Ty au (6.45b)
Damit ergibt sich folgende Klassifizierung der stationéren Punkte
stabil, falls So € S,
Sp ist 4 instabil, falls Sy €Sy, (6.46)
Sattelpunkt, falls Sy € S, =S, UST
mit
S = {(Uo, Vo)|e1(Up, Vo) < 0 A ea(Ug, Vo) < 0}, (6.47a)
Se = {(Us, Vo)le1(Ug, Vo) > 0 A ey(Ug, Vo) > 0}, (6.47b)
S = {(Uo, Vo)le1(Uo, Vi) > 0 A ex(Up, Vo) < 0}, (6.47¢c)
S, = {(Uo, Vo)|e1(Ug, Vi) < 0 A ezx(Ug, Vo) > 0}. (6.47d)

Nachdem nun bekannt ist, welche Punkte stabil, instabil oder Sattelpunkte sind, miissen
sie jetzt miteinander verbunden werden, um Losungen zu erzeugen. Dies kann durch die

Funktionen

ko(u,v) = — fu(u,v) + cu, (6.48a)
ky(u,v) = —fo(u,v) + cv (6.48Db)
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geschehen, denn damit gilt

ku(u,v) =k, < u'(u,v) =0, (6.49a)
ky(u,v) = ky < v'(u,v) = 0. (6.49Db)

In einem stationdren Punkt (u,v), d.h. v/(u,v) = 0,v'(u,v) = 0, sind die Funktionen &, (u, v)
und ky (u, v) mit den Integrationskonstanten k, und k, identisch. Somit haben alle stationéren
Punkte, die zu dem selben System gehoren, identische Werte in den Funktionen k,(u, v) und
ky(u,v).

Um weiter fortfahren zu konnen, miissen nun explizit die Flussfunktionen bestimmt werden.
Dabei werden in den nédchsten zwei Abschnitten die Flussfunktionen herangezogen, die aus
den Systemen zweier fraktionaler Flussgleichungen des Perkolationsmodells mit den Néhe-

rungen des einzig in perkolierender Form vorhandenen Wassers bzw. Ols aus Abschnitten

4.3.3.3| bzw. [4.3.3.4] gewonnen wurden.

6.3.1 Einzig in perkolierender Form vorhandenes Wasser

Wenn angenommen wird, dass Wasser einzig in perkolierender Form existiert, dann werden
die Gleichungen (4.62)) zu

2

u

wu,v) = , 6.50a

fulu,v) u? + R (1 —u—v)* + Rlv? ( )
1,2

fo(u,v) By (6.50D)

:uz—i—Ré(l—u—v)Q—I—Rivz

mit v = Sy und v = S;. Es wird ab hier von R} = R} = 1 ausgegangen. Damit sind alle Vis-
kositéten identisch. Bei unterschiedlichen Viskositéiten wiirden sich die Phasenportraits ver-

zerren, die Topologie wiirde jedoch erhalten bleiben. Desweiteren wird die Beschrinkung
u+v <1 (6.51)

angenommmen, um den Volumenerhalt zu gewéhrleisten.

Damit konnen die Eigenwerte der stationdren Punkte in (6.45)) berechnet werden. Die nach
(6.46)) folgende Klassifizierung der stationdren Punkte ist in Abbildung fiir die Geschwin-
digkeiten ¢ = 0.02,0.5,1.11, 2, 2.08, 2.22 dargestellt. Die schwarzen Fléchen kennzeichnen die

instabilen Punkte und damit die linksseitigen Randwertséttigungen. Die hellgrauen Fléchen
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Abbildung 6.5: Klassifizierung der stationdren Punkte fiir Geschwindigkeiten ¢ = 0.02,0.5,
1.11,2,2.08,2.22 in stabil (hellgrau), instabil (schwarz) und Sattelpunkt (dun-
kelgrau). Bei ¢ = 0 ist der gesamte Definitionsbereich instabil und fiir ¢ > 2.22
ist der Definitionsbereich stabil. Bei ¢ = 2 verschwindet die instabile Region, da-
mit existieren mogliche Systeme nur fiir Geschwindigkeiten 0 < ¢ < 2. In diesem
Bereich nimmt die instabile Region ab und die drei sich in den Ecken befindlichen
stabilen Bereiche nehmen zu.

zeigen die stabilen Punkte und damit die rechtsseitigen Randwertséttigungen. Und die dun-
kelgrauen Flédchen stellen die Sattelpunkte dar. Bei ¢ = 0 ist der gesamte Definitionsbereich
instabil. Bei Geschwindigkeiten 0 < ¢ < 2 existieren ein mit zunehmender Geschwindig-
keit schrumpfender instabiler Bereich im Zentrum, drei voneinander getrennte sich in den
Definitionsbereichecken befindende stabile Bereiche, die mit zunehmender Geschwindigkeit
anwachsen, und ein Sattelpunktbereich, der den instabilen von dem stabilen Bereich trennt.
Bei Geschwindigkeit ¢ = 2 verschwindet der instabile Bereich und fiir Geschwindigkeiten
2 < ¢ < 2.08 existiert ein dreiblattriger Sattelpunktbereich, der von einem stabilen Bereich
umgeben ist. Desweiteren verliert der Sattelpunktbereich den Kontakt mit dem Rand des
Definitionsbereichs. Fiir Geschwindigkeit ¢ = 2.015 entsteht in der Mitte des Sattelpunkt-
bereichs ein zusétzlicher stabiler Bereich der mit zunehmender Geschwindigkeit anschwillt,
bis er bei Geschwindigkeit ¢ = 2.08 den zusammenhingenden Sattelpunktbereich in drei
Einzelbereiche aufbricht. Bei weiter zunehmender Geschwindigkeit werden die drei Sattel-

punktbereiche immer kleiner, bis sie bei Geschwindigkeit ¢ = 2.22 verschwunden sind, so
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dass fiir Geschwindigkeit ¢ > 2.22 der Definitionsbereich komplett stabil ist.

Fiir die moglichen Systeme bedeutet dies, dass nur Geschwindigkeiten im Bereich von 0 <
¢ < 2 moglich sind. Von den drei stabilen Bereichen stehen die zwei linken fiir Bew#isserungen

und der rechte fiir Entwésserungen.

Nachdem nun die stabilen und instabilen Punkte und somit die méglichen rechts- und links-
seitigen Randséattigungen bekannt sind, miissen diese iiber die Konstanten k, und k, mitein-
ander verbunden werden. Dabei ist nicht gesagt, dass jeder stabile oder instabile Punkt zu

einer physikalisch relevanten laufenden Welle fiihrt.

In Abbildung sind Farbplots fiir die Funktionen k,(u,v), ky(u, v) fir Geschwindigkeiten
c=0.7,1,1.11, 1.34 gezeigt. In den rechten oberen Ecken befinden sich die zweidimensiona-
len Farbschemas fiir (k,, k). Die schwarzen fetten Linien geben die Grenzen des Definitions-
bereichs und der verschiedenen Stabilitdtsbereiche aus Abbildung an. Die schraffierten
Fléachen geben die Regionen auf den stabilen bzw. instabilen Bereichen an, fiir deren Punkte
es Punkte auf dem jeweiligen anderen Stabilitéitsbereich gibt, die den selben (k,, ky)-Wert
haben, und dementsprechend zu demselben System gehoren. Punkte auf den stabilen bzw.
instabilen Bereichen, die nicht schraffiert sind, gehoren zu Trajektorien, die den Definitions-

bereich verlassen und somit nicht physikalisch sind.

Die stabilen Bereiche miissen fiir jede Geschwindigkeit eingeschréankt werden. Fiir Geschwin-
digkeiten 0 < ¢ < 1.11 befinden sich die schraffierten Flidchen in den Ecken der stabilen
Bereiche, ab ¢ > 1.11 verlieren sie Kontakt mit den Ecken und ab ¢ > 1.34 verlieren sie
Kontakt mit den Seiten. Damit kann es keine Wellen geben, die schneller als ¢ > 1.11 sind
und anfangs komplett mit einer Phase gefiillt sind. Ab Geschwindigkeiten ¢ > 1.34 miissen
sogar alle drei Phasen anfangs vorhanden sein. Somit ist die Geschwindigkeit einer priméren

Bewisserung durch ¢ = 1.11 beschrénkt.

Die schraffierten instabilen Bereiche liegen fiir ¢ < 1 in den Ecken des instabilen Bereichs und
decken weder den gesamten Bereich ab, noch iiberschneiden sie sich. Ab ¢ > 1 fangen sie an,
sich zu iiberschneiden. Ab ¢ > 1.11 beriihren die schraffierten Fléchen die gegeniiberliegenden
Seiten des instabilen Bereichs und decken ihn komplett ab. Ab ¢ > 1.34 decken alle drei

schraffierten Flachen den gesamten instabilen Bereich ab.

In Tabelle sind die Wertebereiche der Funktionen k, und &, auf den links unten (lL.u.),
links oben (l.o.) und rechts unten (r.u.) befindlichen stabilen, auf den instabilen und auf den
reduzierten Teilbereichen fiir die Geschwindigkeiten ¢ = 0.7,1,1.11, 1.34 gegeben. Dort sieht
man, dass sich fiir ¢ = 0.7 die (ky, ky)-Werte der verschiedenen reduzierten Bereiche nicht

tiberschneiden. Bei ¢ = 1 gibt es genau einen gemeinsamen Wert (ky, ky) = (0,0) und fir
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Abbildung 6.6: Farbplots fiir die Funktionen (ky, ky)(u,v) fir ¢ = 0.7,1,1.11,1.34 mit zweidi-
mensionalen Farbschemas fiir (ky, ky). Die schwarzen fetten Linien geben die
Grenzen des Definitionsbereichs und der Stabilitédtsbereiche aus Abbildung
an. Die schraffierten Fléchen geben die Regionen auf den stabilen bzw. instabilen
Bereichen an, fiir deren Punkte es Punkte auf dem jeweiligen anderen Stabilitéts-
bereich gibt, die den selben (ky, ky)-Wert haben. Stabile bzw. instabile Punkte,
die nicht schraffiert sind, gehoren zu Trajektorien, die den Definitionsbereich ver-
lassen und somit nicht physikalisch sind.

¢ = 1.34 iiberschneiden sie sich komplett. Ab ¢ = 1.11 sind die Maxima der verschiedenen
reduzierten Bereiche gleich und ab ¢ = 1.34 sind die Minima der verschiedenen reduzierten
Bereiche gleich. Die reduzierten Wertebereiche von k, und k, sind links unten immer gleich.
Desweiteren gleichen sich die reduzierten Wertebereiche von k, links oben mit denen von k,
rechts unten und die reduzierten Wertebereiche von k, links oben gleichen sich mit denen
von k, rechts unten. Zusétzlich sind bis ¢ = 1.11 links oben die reduzierten Wertebereiche

von k, doppelt so grofl wie die von k,, wihrend rechts unten die reduzierten Wertebereiche
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c 0.7 1 1.11 1.34

stabil &, (—0.43,0.08) | (—0.22,0.15) | (—=0.15,0.18) | (—0.02,0.34)

stabil & (—0.43,0.08) | (—0.22,0.15) | (—=0.15,0.18) | (—0.02,0.34)
stabil Lu. ky (0,0.08) (0,0.15) (0,0.18) (0,0.25)
stabil Lu. &, (0,0.08) (0,0.15) (0,0.18) (0,0.25)
stabil l.o. k, (0,0.08) (0,0.15) (0,0.18) (0,0.34)

stabil Lo. &, (—0.43,—0.3) (—0.22,0) (—0.15,0.12) | (—0.02,0.25)

stabil r.u. k, (—0.43,—0.3) (—0.22,0) (—0.15,0.12) | (—0.02,0.25)
stabil r.u. &, (0,0.08) (0,0.15) (0,0.18) (0,0.34)
instabil &, (—0.42,0.06) | (—0.21,0.11) | (—=0.12,0.12) (0,0.17)
instabil k, (—0.42,0.06) | (—0.21,0.11) | (—=0.12,0.12) (0,0.17)
reduziert Lu. k, (0,0.06) (0,0.11) (0,0.12) (0,0.17)
reduziert Lu. k, (0,0.06) (0,0.11) (0,0.12) (0,0.17)
reduziert lLo. k, (0,0.06) (0,0.11) (0,0.12) (0,0.17)
reduziert Lo. k, | (—0.42,—0.3) | (=0.21,0) | (=0.12,0.12) |  (0,0.17)
reduziert r.u. k, | (—0.42,-0.3) | (—0.21,0) | (—0.12,0.12) (0,0.17)
reduziert r.u. ky (0,0.06) (0,0.11) (0,0.12) (0,0.17)

Tabelle 6.6: Wertebereiche der Funktionen k, und &, auf den links unten (l.u.), links oben (l.o0.)
und rechts unten (r.u.) befindlichen stabilen, auf den instabilen und auf den redu-
zierten Teilbereichen fiir die Geschwindigkeiten ¢ = 0.7,1,1.11,1.34.

von k, doppelt so grofl wie die von k, sind.

Nachdem sich diese Arbeit auf Bewisserungssysteme beschrinkt, wird der rechte stabile
Bereich ab sofort nicht mehr betrachtet. Desweiteren sind nichtperkolierende Sattigungen
iitber 0.5 unrealistisch, worauthin der linke obere Bereich aus physikalischen Griinden auch
ignoriert wird. Somit werden Systeme betrachtet, die die horizontal durchgezogen schraffierte
Flachen in Abbildung [6.6] verbinden.

Abbildung zeigt zwei Farbplots fiir die Funktionen (k, ky)(u,v) fir ¢ = 1.11,1.34 fiir
physikalisch relevante Bewésserungen mit zweidimensionalen Farbschemas fiir (ky, ky). Die
schwarzen fetten Linien geben die Grenzen des Definitionsbereichs und der Stabilitdtsbe-
reiche aus Abbildung an. Die schwarzen diinnen Linien geben die Bewdésserungsstabi-
litdtsbereiche an. Fiir ¢ = 1.11 sind zusétzlich die Fixpunkte fiir das Bewésserungssystem
mit (ky, kv) = (0,0) abgebildet, welches im Folgenden eingehend besprochen wird. Der Kreis

steht fiir den stabilen, der Diamant fiir den instabilen und die Quadrate fiir die Sattelpunkte.
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Abbildung 6.7: Farbplots fiir die Funktionen (ky, kyv)(u,v) fiir ¢ = 1.11,1.34 fiir physikalisch
relevante Bewésserungen mit zweidimensionalen Farbschemas fiir (ky, ky). Die
schwarzen fetten Linien geben die Grenzen des Definitionsbereichs und der redu-
zierten Stabilitdtsbereiche aus Abbildung an. Die schwarzen diinnen Linien
geben die ganzen Stabilitdtsbereiche an. Fiir ¢ = 1.11 sind zusétzlich die Fix-
punkte fiir das Bewésserungssystem mit (ky, kv) = (0,0) abgebildet, welches im
Folgenden eingehend besprochen wird. Der Kreis steht fiir den stabilen, der Dia-
mant fiir den instabilen und die Quadrate fiir die Sattelpunkte. Fiir jedes mogliche
Wertepaar (ky, ky) existieren ein stabiler, ein instabiler und zwei Sattelpunkte.

Es ist zu sehen, dass fiir jedes mogliche Wertepaar (ky, k,) ein stabiler, ein instabiler und

zwei Sattelpunkte existieren.

Nun wird ein explizites Beispiel fiir die Geschwindigkeit und die (k,, k,)-Werte gewéhlt. Es
stellt die schnellsten und groffiten Bewésserungswellen in einem anfinglich trockenen Medium
dar. Dies fiihrt fiir physikalische Bewésserungen zu eindeutigen links- und rechtsseitigen
Sattigungsrandwerten. Die Werte werden aus Tabelle [6.7] gewonnen. Im Fall einer Gleichung
aus Kapitel |5 gibt es fiir festgewidhlte Randwertsdttigungen und Geschwindigkeiten immer
eine eindeutige laufende Welle. Hier ist dies jedoch nicht der Fall. So werden zunéchst zwei
interessante laufende Wellen, eine mit einem Uberschuss in v und die andere mit einem

Terrassenpunkt in «, niher betrachtet. Uberschuss- und Terrassenpunktlosungen in v werden

Abb.‘ c ‘ku ky | (ug,vp) ‘(ur,vr)‘ (tn, vn) ‘(um,vm)
6.3 111 0 [ 0 | (04,04) ] (0,0) | (0.38,0.37) | (0.56,0)

6.8(b)| [ 1.11| 0 | 0 | (0.4,04) | (0,0) | (0.37,0.32) | —

Tabelle 6.7: Geschwindigkeiten, k- und k.-Werte, links- und rechtsseitige Randwerte,
Terrassen-, Unterschuss- und Uberschusspunkte fiir Abbildungen
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Abbildung 6.8: Phasenportraits und Sittigungsprofile fiir die extremalen Uberschuss- (a),(c) und
der Terrassenpunktlosung (b),(d) in u mit Werten aus Tabelle mit Trajekto-
rien (fett), Hohenlinien von ky(u,v) = 0 (leicht gestrichelt) und von ky(u,v) =0
(stark gestrichelt), instabilen Fixpunkten (Kreisen), stabilen Fixpunkten (Dia-
manten), Sattelpunkten (Quadraten) und lokalen Unterschuss- bzw. Terrassen-
punkten (Dreiecken). Die kleinen Kreise geben einige ausgesuchte y-Werte an, die
zeigen, wo sich der jeweilige Punkt auf der Trajektorie im dazugehorigen Sétti-
gungsprofil befindet. Trajektorien konnen die Hohenlinien von ky(u,v) = 0 bzw.
ky(u,v) = 0 nur vertikal bzw. horizontal beriihren, da dort ' = 0 bzw. v' = 0
gilt.

aufgrund der Symmetrie in  und v nicht genauer untersucht. Zuletzt werden alle moglichen

laufenden Wellen klassifiziert.

In Abbildung sieht man die Phasenportraits und Sattigungsprofile fiir die extremale
Uberschuss- und die Terrassenpunktlosung in « mit Werten aus Tabelle . Die Trajektorien
sind mit fetten Linien und die Ho6henlinien von k, = 0 und k, = 0 sind mit schwach bzw.
stark gestrichelten Linien dargestellt. Kreise zeigen die instabilen Fixpunkte, Diamanten

zeigen die stabilen Fixpunkte, Quadrate zeigen die Sattelpunkte und Dreiecke zeigen die
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lokalen Unterschuss- bzw. Terrassenpunkte. Die kleinen Kreise geben einige ausgesuchte y-
Werte an, die zeigen, wo sich der jeweilige Punkt auf der Trajektorie im dazugehorigen
Sattigungsprofil befindet. In den Sattigungsprofilen wird nicht u und v, sondern v und 1 —v

gezeichnet, weil v mit der nichtperkolierenden Olséttigung identifiziert werden kann.

Das Phasenportrait zeigt, dass die Trajektorie zunéchst aus dem instabilen Punkt
(ug,v) in Richtung stabiler Punkt (u,,v,) lduft. Wenn sie jedoch den Sattelpunkt (up,,vy,)
annédhernd erreichen will, so muss sie einmal die k,-Hohenlinie schneiden. Bei dem Schnitt-
punkt (uy,v,) der Trajektorie mit der Hohenline von ky(u,v) ist «' = 0. Deswegen schneidet
die Trajektorie sie vertikal. Dieser Punkt stellt ein lokales Minimum in u dar. Daraufhin
steigt u an, bis sie am Sattelpunkt ihr Maximum erreicht. Die Trajektorie erreicht ihn nahe-
zu parallel zum linearisierten stabilen Unterraum und verldsst ihn dann auch nahezu parallel
zum linearisierten instabilen Unterraum von (up,, vy ). Dann lauft die Trajektorie nahezu als

Gerade parallel zur u-Achse, d.h. ohne dass sich v noch veréndert, in den stabilen Punkt

(U, ).

Das Phasenportrait zeigt wieder, dass die Trajektorie zunéchst aus dem instabilen
Punkt (us,ve) in Richtung stabiler Punkt (u,,v,) lduft. Nun wandert sie nach unten und
beriihrt vertikal die k,-Hohenlinie an ihrem Minimum in ». Dies ist ein Terrassenpunkt
(Un,vy) in w. Darauthin macht die Trajektorie einen Bogen und wandert dann direkt und

gleichméfig in u und v zum stabilen Punkt (u,,v;).

Das Séttigungsproﬁlzeigt einen Uberschuss mit nachlaufendem lokalen Minimum in u,
somit besteht die u-Welle aus drei Teilwellen, einer grofen Hauptbewésserungswelle, gefolgt
von einer Entwésserung, gefolgt von einer kleinen Bewisserung. Die v-Welle hingegen ist

monoton fallend und lauft parallel zur u-Entwésserung.

Im Séttigungsprofil besteht die u-Welle aus zwei Teilwellen, einer grofien Hauptbe-
wisserungswelle gefolgt von einer kleineren Bewiéisserung. Die v-Welle hingegen ist monoton

fallend und lauft parallel zur u-Hauptbewésserung.

Wie in Abschnitt in Abbildung [5.5] diskutiert, kann man die laufenden Wellen fiir eine
Gleichung als Gerade darstellen, die die Flussfunktionen an den links- und rechtsseitigen
Randwertséttigungen schneidet. Dabei ist die Steigung der Geraden gleich der Wellenge-
schwindigkeit. Dies ist auch hier fiir Losungen zweier Gleichungen méglich, wobei diesmal
die Steigungen der Linien in w-Richtung fiir f, und in v-Richtung fiir f, gleich der Wellen-
geschwindigkeit ist.

Die Abbildungen zeigen die Flichen von f,(u,v) und f,(u,v) fiir die Uberschuss- und
Terrassenpunktlosung aus Abbildung und Tabelle und deren laufende Wellenver-
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Abbildung 6.9: Flichen von fy(u,v) (a),(c) und f,(u,v) (b),(d) fiir die Uberschuss- (a),(b) und
Terrassenpunktlosung (c),(d) aus Abbildung und Tabelle und deren lau-
fende Wellenverbindungslinien mit den instabilen Fixpunkten (Kreisen), stabilen
Fixpunkten (Diamanten), Sattelpunkten (Quadraten) und lokalen Unterschuss-
bzw. Terrassenpunkten (Dreiecken). Bei lokalen Bewiisserungen sind die Linien
iiberhalb der Fliche und bei lokalen Entwésserungen unterhalb. Die Steigungen
der Linien in u-Richtung fiir f, und in v-Richtung fiir f, sind gleich der Wellen-
geschwindigkeit ¢ = 1.11.

bindungslinien. Dabei werden die instabilen Fixpunkte als Kreise, die stabilen Fixpunkte als
Diamanten, die Sattelpunkte als Quadrate und die lokalen Unterschuss- bzw. Terrassenpunk-
te als Dreiecke dargestellt. Bei lokalen Bewésserungen sind die Linien {iberhalb der Fléiche

und bei lokalen Entwisserungen unterhalb.

In Abbildung ist klar zu erkennen, dass die u-Welle in vom rechtsseitigen Rand-
wert aus gesehen zuerst stark bewéssert, dann entwéssert und dann nochmal ein wenig bewés-
sert. In Abbildung sieht man, dass die v-Welle in vom rechtsseitigen Randwert
aus drei Teilbewiisserungen besteht. In Abbildung und in Abbildung ist klar zu



6.3 Kein Massenaustauschterm 131

A=0 =0.

|
o
w

A=0.37

0 15 -15 0 15 -15 0 15
A=1 A=0.7 A=0.63
S
_\ j Oj
0 15 -15 0 15 -15 0 15

Abbildung 6.10: Phasenportrait (a) und Sattigungsprofile (b) fiir die sechs ausgezeichneten Sys-
teme aus Tabelle Die fetten Linien sind die Trajektorien mit zugehorigem
A-Wert, der als Parameter der konvexen Hiille der zwei Sattelpunkte, die als
diinne Linie dargestellt ist, definiert ist. Der Kreis zeigt den instabilen Fix-
punkt, der Diamant zeigt den stabilen Fixpunkt und die Quadrate zeigen die
Sattelpunkte. Die Hohenlinien von &k, = 0 und k, = 0 sind schwach bzw. stark
gestrichelt dargestellt. Bei jeder dieser Trajektorien &ndert sich das Verhalten
der Séttigungsprofile, so wie in Tabelle gezeigt.

erkennen, dass die u-Welle bzw. die v-Welle in [6.8(b)] aus zwei Bewésserungswellen besteht.

Nach diesen zwei Beispielen ist es nun méglich, alle Losungen fiir fest vorgegebene Geschwin-
digkeiten und k,- und k,-Werte zu bestimmen. Die Verbindungslinie £(\), sprich die konvexe
Hiille, zwischen den zwei Sattelpunkten wird von jeder Trajektorie genau einmal geschnitten
und so kann man mit dem A\-Wert des Schnittpunktes alle moglichen Trajektorien eindeutig
benennen. Sie kann so parametrisiert werden, dass £(0) gleich dem Sattelpunkt des maxima-

len u-Uberschusses und £(1) gleich dem Sattelpunkt des maximalen v-Uberschusses ist.

Fiir die Werte aus Tabelle sind in Abbildung die Séttigungsprofile und Trajekto-
rien im Phasenraum fiir sechs ausgezeichnete Systeme dargestellt. Die fetten Linien sind
die Trajektorien mit zugehorigem Parameter A. Der Kreis zeigt den instabilen Fixpunkt,
der Diamant zeigt den stabilen Fixpunkt und die Quadrate zeigen die Sattelpunkte. Die

Hohenlinien von k, = 0 und k, = 0 sind schwach bzw. stark gestrichelt dargestellt.

Die Trajektorie mit A = 0 ist die maximale Uberschusslésung in u, die Trajektorie mit A = 0.3
ist die minimale Uberschusslésung in u, die Trajektorie mit A = 0.37 ist die Terrassenpunkt-
16sung in u, die Trajektorie mit A = 0.63 ist die Terrassenpunktlosung in v, die Trajektorie
mit A = 0.7 ist die minimale Uberschusslésung in v und die Trajektorie mit A = 1 ist die

maximale Uberschusslosung in v. Hier ist nochmal die Symmetrie in u und v deutlich zu
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¢ | ka| ke | (ugve) | (up,vr) | (U, ¥m) A
1111 0 | 0 | (0.4,0.4) | (0,0) (0.56,0) 0
111 0 | 0 | (0.4,04) | (0,0) | (0.4,0.21) | 0.3
111 0 | 0 | (0.4,0.4) | (0,0) | (0.37,0.32) | 0.37
1111 0 | 0 | (0.4,0.4) | (0,0) | (0.32,0.37) | 0.63
111 0 | 0 | (0.4,04) | (0,0) | (0.21,0.4) | 0.7
111 0 | 0| (04,04) | (0,0) | (0,056) | 1

Tabelle 6.8: Geschwindigkeiten, k- und k,-Werte, links- und rechtsseitige Randwerte, Uberschuss
bzw. Terrassenpunkte und A-Werte fiir die Trajektorien und Séttigungsprofile in Ab-

bildung

erkennen. Der A\-Wert dient als Parameter fiir Bifurkationen im topologischen Verhalten der
Sattigungen u und v, wie es in Tabelle dargestellt ist. So bestehen die Trajektorien mit
A € (0,0.3) aus einer monoton fallenden Welle in v und einer Uberschusswelle in u, die ein
globales Maximum und ein lokales Minimum aufweist. Die Trajektorien mit A\ € (0.3,0.37)
bestehen aus einer monoton fallenden Welle in v und einer nichtmonotonen Welle in u, die
ein lokales Maximum und ein lokales Minimum aufweist. Die Trajektorien mit A € (0.37.63)
bestehen aus monoton fallenden Wellen in « und v. Die Trajektorien mit A € (0.63,0.7)
bestehen aus einer monoton fallenden Welle in u und einer nichtmonotonen Welle in v, die
ein lokales Maximum und ein lokales Minimum aufweist. Die Trajektorien mit A € (0.7,1)
bestehen aus einer monoton fallenden Welle in « und einer Uberschusswelle in v, die ein

globales Maximum und ein lokales Minimum aufweist.

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass im Vergleich zu Abschnitt [5] das System nicht mehr
itber seine Geschwindigkeit und seine linken und rechten Randwertséttigungen eindeutig
bestimmt ist. Es existiert ein zusétzlicher Freiheitsgrad. Dieser erlaubt auch nichtmonotones
Verhalten und damit Uberschusslosungen in jeweils einer Sittigung. Die Frage ist nun, ob

dieser Freiheitsgrad physikalisch giiltig ist und eine physikalische Bedeutung hat. Diese Frage

A (0,0.3) | (0.3,0.37) | (0.37,0.63) | (0.63,0.7) | (0.7,1)
monoton fallend in v | nein nein ja ja ja
monoton fallend in v ja ja ja nein nein

Uberschuss in u ja nein nein nein nein
Uberschuss in v nein nein nein nein ja

Tabelle 6.9: Verhalten der Séttigungsprofile mit Bifurkationsparameter A.
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wird spater im Kapitel |8] iiber numerische Losungen beantwortet.

6.3.2 Einzig in perkolierender Form vorhandenes Ol

Wenn angenommen wird, dass Ol einzig in perkolierender Form existiert, dann werden die
Gleichungen (4.62)) zu
2 1,2
— R
fulu,v) = g“ ”1) i 2! - (6.52a)
(u—v)"+ Rjv>+ Ry (1 —u)
Riv?

(u—v)*+ R + R (1 —u)?

folu,v) =

(6.52b)

mit © = Sy und v = Sy. Es wird ab hier von R} = R} = 1 ausgegangen. Damit sind alle Vis-
kositéten identisch. Bei unterschiedlichen Viskositédten wiirden sich die Phasenportraits ver-

zerren, die Topologie wiirde jedoch erhalten bleiben. Desweiteren wird die Beschrankung
u>v (6.53)

angenommen, damit die perkolierende Wasserséttigung nicht negativ werden kann.

Damit konnen die Eigenwerte der stationiren Punkte in berechnet werden. Die nach
folgende Klassifizierung der stationédren Punkte ist in Abbildung|6.11]fiir die Geschwin-
digkeiten ¢ = 0.02,0.5,1.11, 2, 2.08, 2.22 dargestellt. Die schwarzen Flachen kennzeichnen die
instabilen Punkte und damit die linksseitigen Randwertséttigungen. Die hellgrauen Flachen
zeigen die stabilen Punkte und damit die rechtsseitigen Randwertséttigungen. Und die dun-
kelgrauen Fléachen stellen die Sattelpunkte dar. Bei ¢ = 0 ist der gesamte Definitionsbereich
instabil. Bei Geschwindigkeiten 0 < ¢ < 2 existieren ein mit zunehmender Geschwindig-
keit schrumpfender instabiler Bereich im Zentrum, drei voneinander getrennte sich in den
Definitionsbereichecken befindende stabile Bereiche, die mit zunehmender Geschwindigkeit
anwachsen, und ein Sattelpunktbereich, der den instabilen von dem stabilen Bereich trennt.
Bei Geschwindigkeit ¢ = 2 verschwindet der instabile Bereich und fiir Geschwindigkeiten
2 < ¢ < 2.08 existiert ein dreiblattriger Sattelpunktbereich, der von einem stabilen Bereich
umgeben ist. Desweiteren verliert der Sattelpunktbereich den Kontakt mit dem Rand des
Definitionsbereichs. Fiir Geschwindigkeit ¢ = 2.015 entsteht in der Mitte des Sattelpunkt-
bereichs ein zusétzlicher stabiler Bereich der mit zunehmender Geschwindigkeit anschwillt,
bis er bei Geschwindigkeit ¢ = 2.08 den zusammenhingenden Sattelpunktbereich in drei
Einzelbereiche aufbricht. Bei weiter zunehmender Geschwindigkeit werden die drei Sattel-

punktbereiche immer kleiner, bis sie bei Geschwindigkeit ¢ = 2.22 verschwunden sind, so
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Abbildung 6.11: Klassifizierung der stationdren Punkte fiir Geschwindigkeiten ¢ = 0.02,0.5,
1.11,2,2.08,2.22 in stabil (hellgrau), instabil (schwarz) und Sattelpunkt (dun-
kelgrau). Bei ¢ = 0 ist der gesamte Definitionsbereich instabil und fiir ¢ > 2.22
ist der Definitionsbereich stabil. Bei ¢ = 2 verschwindet die instabile Region,
damit existieren mogliche Systeme nur fiir Geschwindigkeiten 0 < ¢ < 2. In
diesem Bereich nimmt die instabile Region ab und die drei sich in den Ecken
befindlichen stabilen Bereiche nehmen zu.

dass fiir Geschwindigkeit ¢ > 2.22 der Definitionsbereich komplett stabil ist.

Fiir die moglichen Systeme bedeutet dies, dass nur Geschwindigkeiten im Bereich von 0 <
¢ < 2 moglich sind. Von den drei stabilen Bereichen steht der linke fiir Bewésserungen und

die zwei rechten fiir Entwésserungen.

Nachdem nun die stabilen und instabilen Punkte und somit die méglichen rechts- und links-
seitigen Randséattigungen bekannt sind, miissen diese iiber die Konstanten k, und k, mitein-
ander verbunden werden. Dabei ist nicht gesagt, dass jeder stabile oder instabile Punkt zu

einer physikalisch relevanten laufenden Welle fiihrt.

In Abbildung [6.12] sind Farbplots fiir die Funktionen k,(u,v), ky(u, v) fiir Geschwindigkeiten
c=0.7,1,1.11,1.34 gezeigt. In den linken oberen Ecken befinden sich die zweidimensionalen
Farbschemas fiir (k,, ky). Die schwarzen fetten Linien geben die Grenzen des Definitions-
bereichs und der verschiedenen Stabilitétsbereiche aus Abbildung [6.11] an. Die schraffierten

Fliachen geben die Regionen auf den stabilen bzw. instabilen Bereichen an, fiir deren Punkte
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Abbildung 6.12: Farbplots fiir die Funktionen (ky, kv)(u,v) fiir ¢ = 0.7,1,1.11, 1.34 mit zweidi-
mensionalen Farbschemas fiir (ky, k). Die schwarzen fetten Linien geben die
Grenzen des Definitionsbereichs und der Stabilitétsbereiche aus Abbildung [6.11]
an. Die schraffierten Fliachen geben die Regionen auf den stabilen bzw. instabilen
Bereichen an, fiir deren Punkte es Punkte auf dem jeweiligen anderen Stabilitéts-
bereich gibt, die den selben (ky, ky)-Wert haben. Stabile bzw. instabile Punkte,
die nicht schraffiert sind, gehtren zu Trajektorien, die den Definitionsbereich
verlassen und somit nicht physikalisch sind.

es Punkte auf dem jeweiligen anderen Stabilitdtsbereich gibt, die den selben (k,, k,)-Wert
haben, und dementsprechend zu demselben System gehoren. Punkte auf den stabilen bzw.
instabilen Bereichen, die nicht schraffiert sind, gehoren zu Trajektorien, die den Definitions-

bereich verlassen und somit nicht physikalisch sind.

Die stabilen Bereiche miissen fiir jede Geschwindigkeit eingeschréankt werden. Fiir Geschwin-
digkeiten 0 < ¢ < 1.11 befinden sich die schraffierten Flidchen in den Ecken der stabilen

Bereiche, ab ¢ > 1.11 verlieren sie Kontakt mit den Ecken und ab ¢ > 1.34 verlieren sie
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c 0.7 1 1.11 1.34
stabil k, (—0.38,0.13) | (—=0.15,0.22) | (—0.07,0.26) | (0,0.36)
stabil ky (—0.43,0.08) | (—0.22,0.15) | (—0.15,0.18) | (0,0.34)

stabil Lu. ky (0,0.13) (0,0.22) (0,0.26) (0,0.36)
stabil Lu. k, (0,0.08) (0,0.15) (0,0.18) (0,0.25)
stabil r.0. k, | (—0.38,-0.3) | (=0.15,0) | (—.07,0.12) | (0.09,0.34)
stabil .0. ky | (—0.43,-0.3) | (=0.22,0) | (—=0.15,0.12) | (0,0.34)
stabil T.u. ky | (—0.38,—0.3) | (—=0.15,0) | (—0.07,0.12) | (0.09,0.34)
stabil r.u. k, (0,0.08) (0,0.15) (0,0.18) (0,0.34)

instabil k, (—0.36,0.12) | (—0.11,0.21) |  (0,0.25) | (0.17,0.34)
instabil k, (—0.42,0.06) | (—0.21,0.11) | (=0.12,0.12) | (0,0.17)

reduziert Lu. k, (0,0.12) (0,0.21) (0,0.25) (0.17,0.34)
reduziert Lu. k, (0,0.06) (0,0.11) (0,0.12) (0,0.17)
reduziert r.o. k, | (—0.36,—0.3) | (—0.11,0) (0,0.12) (0.17,0.34)
reduziert r.0. k, | (—0.42,—0.3) | (—0.21,0) | (—0.12,0.12) | (0,0.17)
reduziert r.u. k, | (—0.36,—0.3) | (—0.11,0) (0,0.12) (0.17,0.34)
reduziert r.u. ky (0,0.06) (0,0.11) (0,0.12) (0,0.17)

Tabelle 6.10: Wertebereiche der Funktionen k, und ky, auf den links unten (l.u.), rechts oben
(r.0.) und rechts unten (r.u.) befindlichen stabilen, auf den instabilen und auf den
reduzierten Teilbereichen fiir die Geschwindigkeiten ¢ = 0.7,1,1.11, 1.34.

Kontakt mit den Seiten. Damit kann es keine Wellen geben, die schneller als ¢ > 1.11 sind
und anfangs komplett mit einer Phase gefiillt sind. Ab Geschwindigkeiten ¢ > 1.34 miissen
sogar alle drei Phasen anfangs vorhanden sein. Somit ist die Geschwindigkeit einer priméren

Bewiésserung durch ¢ = 1.11 beschrankt.

Die schraffierten instabilen Bereiche liegen fiir ¢ < 1 in den Ecken des instabilen Bereichs und
decken weder den gesamten Bereich ab, noch iiberschneiden sie sich. Ab ¢ > 1 fangen sie an,
sich zu iiberschneiden. Ab ¢ > 1.11 beriihren die schraffierten Fléachen die gegeniiberliegenden
Seiten des instabilen Bereichs und decken ihn komplett ab. Ab ¢ > 1.34 decken alle drei

schraffierten Flachen den gesamten instabilen Bereich ab.

In Tabelle sind die Wertebereiche der Funktionen k, und k, auf den links unten (L.u.),
rechts oben (r.0.) und rechts unten (r.u.) befindlichen stabilen, auf den instabilen und auf
den reduzierten Teilbereichen fiir die Geschwindigkeiten ¢ = 0.7,1,1.11,1.34 gegeben. Dort

sieht man, dass sich fiir ¢ = 0.7 die (ky, ky)-Werte der verschiedenen reduzierten Bereiche



6.3 Kein Massenaustauschterm 137

Abbildung 6.13: Farbplots fiir die Funktionen (ky, ky)(u,v) fiir ¢ = 1.11,1.34 fiir physikalisch
relevante Bewiéisserungen mit zweidimensionalen Farbschemas fiir (ky, kv). Die
schwarzen fetten Linien geben die Grenzen des Definitionsbereichs und der redu-
zierten Stabilitéitsbereiche aus Abbildung an. Die schwarzen diinnen Linien
geben die ganzen Stabilitédtsbereiche an. Fiir ¢ = 1.11 sind zusétzlich die Fix-
punkte fiir das Bewisserungssystem mit (ky, ky) = (0,0) abgebildet, welches
im Folgenden eingehend besprochen wird. Der Kreis steht fiir den stabilen, der
Diamant fiir den instabilen und die Quadrate fiir die Sattelpunkte. Fiir jedes
mogliche Wertepaar (ky, ky) existieren ein stabiler, ein instabiler und zwei Sat-
telpunkte.

nicht tiberschneiden. Bei ¢ = 1 gibt es genau einen gemeinsamen Wert (ky, ky) = (0,0) und
fiir ¢ = 1.34 iiberschneiden sie sich komplett. Die reduzierten Wertebereiche von k, rechts
oben gleichen denen von rechts unten und die reduzierten Wertebereiche von k, links unten
gleichen sich mit denen von rechts unten. Die reduzierten Wertebereiche von k, und von
k, sind rechts unten gleich groff. Zusétzlich sind bis ¢ = 1.11 links unten die reduzierten
Wertebereiche von k, doppelt so grof§ wie die von k,, wiahrend rechts oben die reduzierten

Wertebereiche von k, doppelt so grofl wie die von k, sind.

Nachdem sich diese Arbeit auf Bewésserungssysteme beschréinkt, werden die rechten stabilen
Bereiche ab sofort nicht mehr betrachtet. Somit werden Systeme betrachtet, die die horizontal

durchgezogen schraffierte Flichen in Abbildung [6.12] verbinden.

Abbildung zeigt zwei Farbplots fir die Funktionen (ky, ky)(u,v) fiir ¢ = 1.11,1.34 fur
physikalisch relevante Bewésserungen mit zweidimensionalen Farbschemas fiir (ky, k). Die
schwarzen fetten Linien geben die Grenzen des Definitionsbereichs und der Stabilitédtsbe-
reiche aus Abbildung an. Die schwarzen diinnen Linien geben die Bewésserungsstabi-
litatsbereiche an. Fiir ¢ = 1.11 sind zusétzlich die Fixpunkte fiir das Bewésserungssystem

mit (ky, ky) = (0,0) abgebildet, welches im Folgenden eingehend besprochen wird. Der Kreis
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steht fiir den stabilen, der Diamant fiir den instabilen und die Quadrate fiir die Sattelpunkte.
Es ist zu sehen, dass fiir jedes mogliche Wertepaar (ky, k,) ein stabiler, ein instabiler und

zwei Sattelpunkte existieren.

Nun wird ein explizites Beispiel fiir die Geschwindigkeit und die (k,, k,)-Werte gewéhlt. Es
stellt die schnellsten und gréfiten Bewésserungswellen in einem anféanglich trockenen Medium
dar. Dies fiihrt fiir physikalische Bewésserungen zu eindeutigen links- und rechtsseitigen
Sattigungsrandwerten. Die Werte werden aus Tabelle gewonnen. Im Fall einer Gleichung
aus Kapitel p| gibt es fiir festgewahlte Randwertséttigungen und Geschwindigkeiten immer
eine eindeutige laufende Welle. Hier ist dies jedoch nicht der Fall. So werden zunéchst zwei
interessante laufende Wellen genauer untersucht. Beide haben einen Terrassenpunkt in u und

eine hat zuséatzlich einen Uberschuss in v.

In Abbildung sieht man die Phasenportraits und Sattigungsprofile fiir Terrassenpunkt-
l6sungen in u mit und ohne extremalen Uberschuss in v mit Werten aus Tabelle Die
Trajektorien sind mit fetten Linien und die Héhenlinien von k,(u,v) = 0 und ky(u,v) = 0
sind mit schwach bzw. stark gestrichelten Linien dargestellt. Kreise zeigen die instabilen
Fixpunkte, Diamanten zeigen die stabilen Fixpunkte, Quadrate zeigen die Sattelpunkte und
Dreiecke zeigen die lokalen Unterschuss- bzw. Terrassenpunkte. Die kleinen Kreise geben
einige ausgesuchte y-Werte an, die zeigen, wo sich der jeweilige Punkt auf der Trajektorie

im dazugehorigen Sattigungsprofil befindet.

Das Phasenportrait zeigt, dass die Trajektorie zunichst aus dem instabilen Punkt
(ug, v¢) in Richtung stabiler Punkt (u,,v,) lduft. Wenn sie jedoch den Sattelpunkt (t,, vy,)
anndhernd erreichen will, so muss sie einmal die k,-Hohenlinie schneiden. Bei dem Schnitt-
punkt (uy,vy,) der Trajektorie mit der Hohenline von &y (u,v) ist v' = 0. Deswegen schneidet
die Trajektorie sie horizontal. Dieser Punkt stellt ein lokales Minimum in v dar. Darauf-
hin steigt v an, bis sie am Sattelpunkt ihr Maximum erreicht. Die Trajektorie erreicht ihn
nahezu parallel zum stabilen Unterraum und verldsst ihn dann auch nahezu parallel zum
instabilen Unterraum bei (up,, vy, ). Dann lduft die Trajektorie nahezu als Gerade parallel zur

Winkelhalbierenden in den stabilen Punkt (u,,v,), dabei nehmen w und v zu gleichen Teilen
ab.

Abb. \ c \/@ ko | (ue, vy) ‘(ur,vr)‘ (tn, V) \ (U, V)
6.14(c) | 1.11 | 0 | 0 | (0.8,0.4) | (0,0) | (0.38,0.75) | (0.56,0.56)
6.14(d)| | 1.11| 0 | 0 | (0.8,0.4) | (0,0) - (0.56,0)

Tabelle 6.11: Geschwindigkeiten, k,- und ky,-Werte, links- und rechtsseitige Randwerte und
Terrassen- bzw. Uberschusspunkte fiir Abbildungen
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Abbildung 6.14: Phasenportraits und Sattigungsprofile fiir Terrassenpunktlosungen in v mit ex-
tremalen Uberschuss in v (a),(c) und ohne (b),(d) mit Werten aus Tabelle
mit Trajektorien (fett), Hohenlinien von ky(u,v) = 0 (leicht gestrichelt) und
von ky(u,v) = 0 (stark gestrichelt), instabilen Fixpunkten (Kreisen), stabilen
Fixpunkten (Diamanten), Sattelpunkten (Quadraten) und lokalen Unterschuss-
bzw. Terrassenpunkten (Dreiecken). Die kleinen Kreise geben einige ausgesuch-
te y-Werte an, die zeigen, wo sich der jeweilige Punkt auf der Trajektorie im
dazugehdrigen Séttigungsprofil befindet.

Das Phasenportrait [6.14(b)| zeigt wieder, dass die Trajektorie zunéchst aus dem instabilen
Punkt (us,ve) in Richtung stabiler Punkt (u,,v,) lduft. Nun wandert sie nach unten direkt
zum Sattelpunkt. Dieser steht fiir einen Terrassenpunkt in u. Darauthin wandert die Trajek-

torie als Gerade parallel zur u-Achse, so dass sich v nicht mehr dndert, zum stabilen Punkt

(U, Vy).

Das Séttigungsprofil zeigt einen Uberschuss mit nachlaufendem lokalen Minimum
in v, somit besteht die v-Welle aus drei Teilwellen, einer groflen Hauptbewésserungswelle,
gefolgt von einer Entwésserung, gefolgt von einer kleinen Bewésserung. Die u-Welle hin-

gegen ist monoton fallend und zeigt einen Terrassenpunkt, der mit dem Uberschuss in v
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f (u,v)

Abbildung 6.15: Flichen von f,(u,v) (a),(c) und fy(u,v) (b),(d) fiir die Terrassenpunktlosun-
gen mit Uberschuss (a),(b) und ohne (c),(d) aus Abbildung und Tabelle
[6.1T) und deren laufende Wellenverbindungslinien mit den instabilen Fixpunkten
(Kreisen), stabilen Fixpunkten (Diamanten), Sattelpunkten (Quadraten) und
lokalen Unterschuss- bzw. Terrassenpunkten (Dreiecken). Bei lokalen Bewésse-
rungen sind die Linien {iberhalb der Flache und bei lokalen Entwésserungen
unterhalb. Die Steigungen der Linien in u-Richtung fiir f, und in v-Richtung
fiir f, sind gleich der Wellengeschwindigkeit ¢ = 1.11.

zusammenfallt.

Im Sattigungsprofil |6.14(d)| besteht die u-Welle aus zwei Bewisserungswellen. Die v-Welle

hingegen ist monoton fallend und lauft parallel zur hinteren u-Bewésserung.

Wie in Abschnitt in Abbildung diskutiert, kann man die laufenden Wellen fiir eine
Gleichung als Gerade darstellen, die die Flussfunktionen an den links- und rechtsseitigen
Randwertséttigungen schneidet. Dabei ist die Steigung der Geraden gleich der Wellenge-

schwindigkeit. Dies ist auch hier fiir Losungen zweier Gleichungen moglich, wobei diesmal
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Abbildung 6.16: Phasenportrait (a) und Sattigungsprofile (b) fiir die vier ausgezeichneten Sys-
teme aus Tabelle [6.12] Die fetten Linien sind die Trajektorien mit zugehorigem
A-Wert, der als Parameter der konvexen Hiille der zwei Sattelpunkte, die als
diinne Linie dargestellt ist, definiert ist. Der Kreis zeigt den instabilen Fix-
punkt, der Diamant zeigt den stabilen Fixpunkt und die Quadrate zeigen die
Sattelpunkte. Die Hohenlinien von k, = 0 und k, = 0 sind schwach bzw. stark
gestrichelt dargestellt. Bei jeder dieser Trajektorien &#ndert sich das Verhalten
der Séttigungsprofile, so wie in Tabelle gezeigt.

die Steigungen der Linien in u-Richtung fiir f, und in v-Richtung fiir f, gleich der Wellen-
geschwindigkeit ist.

Die Abbildungen zeigen die Fldchen von f,(u,v) und f,(u,v) fiir die Terrassenpunktlo-
sungen mit und ohne Uberschuss aus Abbildung und Tabelle und deren laufende
Wellenverbindungslinien. Dabei werden die instabilen Fixpunkte als Kreise, die stabilen Fix-
punkte als Diamanten, die Sattelpunkte als Quadrate und die lokalen Unterschuss- bzw.
Terrassenpunkte als Dreiecke dargestellt. Bei lokalen Bewésserungen sind die Linien iiber-

halb der Flidche und bei lokalen Entwésserungen unterhalb.

In Abbildung [6.15(a)| ist klar zu erkennen, dass die u-Welle aus drei Teilbewésserungen
besteht. In Abbildung |6.15(b)| sieht man, dass die v-Welle in Abbildung|6.14(a)| vom rechts-

seitigen Randwert aus gesehen zuerst stark bewéssert, dann entwéssert und dann nochmal

ein wenig bewéssert. In den Abbildungen |6.15(c)| und [6.15(d)| sieht man, dass die u- und
v-Welle in [6.14(b)| aus jeweils zwei Bewésserungen besteht.

Nach diesen zwei Beispielen ist es nun moglich, alle Losungen fiir fest vorgegebene Geschwin-
digkeiten und k,- und k,-Werte zu bestimmen. Die Verbindungslinie £()), sprich die konvexe
Hiille, zwischen den zwei Sattelpunkten wird von jeder Trajektorie genau einmal geschnitten

und so kann man mit dem A-Wert des Schnittpunktes alle moglichen Trajektorien eindeutig
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¢ | ka| ke | (ugve) | (up,vr) | (U, ¥m) A
1111 0 | 0 | (0.8,0.4) | (0,0) (0.56,0) 0
.11 0 | 0 | (0.8,0.4) | (0,0) | (0.69,0.37) | 0.68
111 0 | 0 | (0.8,04) | (0,0) | (0.6,04) | 0.7
1111 0 | 0 | (0.8,0.4) | (0,0) | (0.56,0.56) | 1

Tabelle 6.12: Geschwindigkeiten, ky- und ky-Werte, links- und rechtsseitige Randwerte, Uber-
schuss bzw. Terrassenpunkte und A-Werte fiir die Trajektorien und Séttigungsprofile

in Abbildung

benennen. Sie kann so parametrisiert werden, dass £(0) gleich dem Sattelpunkt des maxima-

len u-Uberschusses und £(1) gleich dem Sattelpunkt des maximalen v-Uberschusses ist.

Fiir die Werte aus Tabelle sind in Abbildung die Sattigungsprofile und Trajek-
torien im Phasenraum fiir vier ausgezeichnete Systeme dargestellt. Die fetten Linien sind
die Trajektorien mit zugehorigem Parameter \. Der Kreis zeigt den instabilen Fixpunkt,
der Diamant zeigt den stabilen Fixpunkt und die Quadrate zeigen die Sattelpunkte. Die

Hohenlinien von k, = 0 und k, = 0 sind schwach bzw. stark gestrichelt dargestellt.

Die Trajektorie mit A = 0 ist die Terrassenpunktlosung in « ohne Uberschuss in v, die Tra-
jektorie mit A = 0.68 ist die Terrassenpunktlosung in v, die Trajektorie mit A = 0.7 ist die
minimale Uberschusslsung in v und die Trajektorie mit A = 1 ist die maximale Uberschuss-
16sung in v mit Terrassenpunkt in u. Der \-Wert dient als Parameter fiir Bifurkationen im
topologischen Verhalten der Sattigungen u und v, wie es in Tabelle dargestellt ist. So
bestehen die Séttigungsprofile mit A € (0,0.68) aus monoton fallenden Wellen in u und wv.
Die Séttigungsprofile mit A € (0.68,0.7) bestehen aus einer monoton fallenden Welle in u
und einer nichtmonotonen Welle in v und die Sattigungsprofile mit A € (0.7, 1) bestehen aus
einer monoton fallenden Welle in v und einer Uberschusswelle in v, die ein globales Maximum

und ein lokales Minimum aufweist.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass im Vergleich zu Abschnitt [5] das System nicht mehr

A (0,0.68) | (0.68,0.7) | (0.7,1)
monoton fallend in u ja ja ja
monoton fallend in v ja nein nein

Uberschuss in u nein nein nein
Uberschuss in v nein nein ja

Tabelle 6.13: Verhalten der Séttigungsprofile mit Bifurkationsparameter .
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iiber seine Geschwindigkeit und seine linken und rechten Randwertséttigungen eindeutig
bestimmt ist. Es existiert ein zusétzlicher Freiheitsgrad. Dieser erlaubt auch nichtmonotones
Verhalten und sogar Uberschusslosungen in v. Die Frage ist nun, ob dieser Freiheitsgrad
physikalisch giiltig ist und eine physikalische Bedeutung hat. Dieser Frage wird spater im

Kapitel [§] iiber numerische Lésungen beantwortet.
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7 Systeme dreier Gleichungen

In diesem Kapitel werden laufende Wellenlésungen des vollen Perkolationsmodells mit den
Néherungen aus Abschnitt untersucht. Dort ist gezeigt, dass es nicht moglich ist, einen
dynamischen Systemansatz zu verfolgen. Deswegen werden allgemeinere Systeme dreier Glei-
chungen betrachtet, die das volle Perkolationsmodell als Spezialfall beinhalten. Es werden
Vereinfachungen getroffen, um einen dynamischen Systemansatz zum Losen der Systeme drei-
er laufender Wellengleichungen zu ermoglichen. Erstens werden die Kapillarfunktionen als
positive Konstanten angenommen. Vereinfachungen der Kapillarfunktionen werden sehr héiu-
fig getroffen, so werden diese z.B. bei der Olférderung mit dem Buckley-Leverett-Ansatz [La-
ke 89] komplett vernachléssigt und bei den verschwindenden Viskositétslosungen [Duij 10]
als kleine positive Konstanten gewihlt. Zweitens werden die Massenaustauschterme vernach-
lassigt. Da das vorgegebene Problem flussgetrieben ist, ist es moglich, dass der Flussterm
den Massenaustauschterm dominiert. Dieses vereinfachte System wird dann eingehend mit

einem laufenden Wellenansatz untersucht.

Es werden alle niedriger dimensionalen invarianten Untermannigfaltigkeiten identifiziert und
besprochen. Diese dienen zur Aufteilung des Phasenraums, womit sie das Diskutieren aller
Losungen deutlich vereinfachen. Die Losungen der Systeme zweier Gleichungen ohne Massen-
austauschterm lassen sich als zweidimensionale invariante Untermannigfaltigkeiten finden.
Damit stellen die Systeme in diesem Kapitel eine Verallgemeinerung der Systeme zweier
Gleichungen ohne Massenaustauschterm dar. Die Losungen beinhalten nicht nur einfache
nichtmonotone Profile wie in dem Kapitel iiber zwei Gleichungen, sondern auch komplexere
Profile wie doppelte Uberschiisse. Desweiteren existiert nicht nur ein Freiheitsgrad, sondern
zwei, was die Eindeutigheit der Losungen fiir festgewéhlte Geschwindigkeiten und Randsét-

tigungen aufhebt.

Die Variablen Sy, S und S; werden hier umbenannt in «, v und w, um klarzumachen, dass
es sich hierbei um abstrakte physikalische Variablen handelt, die wegen der Verallgemeine-
rungen und Vereinfachungen nur begrenzt etwas mit den physikalischen Variablen des Perko-
lationsmodells zu tun haben. Trotzdem werden die Begriffe Bewésserung und Entwésserung

einfachheitshalber fiir ansteigende und abfallende u-Wellen verwendet. Beim Uberfithren des
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Systems in ein abstraktes mathematisches dynamisches System werden die Variablen grofl

geschrieben, um diesen Unterschied deutlich zu machen.

7.1 Allgemeine Gleichungen

Es werden hier allgemeinere Systeme dreier fraktionaler Flussgleichungen betrachtet, die sich
mit Hilfe von einem dynamischen Systemansatz erértern lassen. Sie beschreiben ein System
mit vier Phasen 0 < u,v,w,1 —u — w < 1. Dadurch kénnen auch einzelne Aspekte, wie
Massenaustausch und Flussanteile, isoliert voneinander betrachtet werden, wobei in dieser
Arbeit ausschliellich die Flussanteile untersucht werden sollen. Den Sattigungen soll noch

zusatzlich folgende Beschriankung auferlegt sein
u >, (7.1)

damit sie die physikalischen Beschrankungen aus dem Perkolationsmodell erfiillen, wenn

u = Sw,v = Sy, w = 9 gilt.

Desweiteren wurde in Kapitel 5| dargelegt, dass ausschlieBlich die Losungen der Klasse d), d.h.
die, deren rechts- und linksseitiger Grenzwert der Ableitung der Séttigung gegen Null geht,
physikalisch relevant sind. Die Neumann-Randbedingung fiir die drei Sattigungen w, v, w, die

von der Zeit ¢ und einer rdumlichen Variablen x abhéngen, lauten daher fiir alle Zeiten ¢

lim '(z) =0, (7.2a)
z—+oo
. / o
xll)rfoov (x) =0, (7.2b)
. / -
xgrinoow (x) =0. (7.2¢)

Das dimensionslose allgemeine System dreier fraktionaler Flussgleichungen soll nun folgen-

dermaflen angenommen werden

0 0 0 ]
P + 92 {fu(u,v,w) — Du(u, v,w)%u— =0, (7.3a)
0 0 J | g 0 [0
pre + g [fv(u, v, w) — Dy(u, v, w)a—wv_ = —hy(u,v,w, praiend) aw)au, (7.3b)
0 0 J | g o0 0 [0
pre + £ {fw(u, v,w) — Dy (u, v, w)a—ww_ = —hy(u, v, w, praieni) Ew)gu (7.3c)

Die Funktionen f,(u,v,w), fy(u,v, w), fy(u,v,w) sind die fraktionalen Flussfunktionen, die
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Kapillarfunktionen Dy (u, v, w), Dy (u, v, w), Dy (u, v, w) verhalten sich wie diffusive Funktio-

8, 9, 0 8, 9, 0
rot oY ai AN T
tauschterme. Dies ist eine Verallgemeinerung der Systeme, die aus dem Perkolationsmodell

nen und die Funktionen hy(u,v,w w), hy (u, v, w w) sind Massenaus-

gewonnen wurden.

Das Einfithren der Ahnlichkeitsvariable y = = — ¢t fiihrt zu

—cu + [fu(u, v, w) — Dy(u, v, w)u'] =0, (7.4a)
—cv + [fo(u, v, w) — Dy(u, v, )] = chy(u, v, w, v, v, W), (7.4b)
—cw + [fu(u, v, w) — Dy (u, v, w)w] = chy(u,v,w, v, v, w)u'. (7.4¢)

Daraus kann folgendes dynamische System gewonnen werden.

U =X, (7.5a)
V=Y, (7.5b)
W'=2Z, (7.5¢)
_ Ofu(U, V, W) ofu(U, V., W)
I 1 _
X' = Do(U,V, W) ( ex + Loy S Ty
Of (U, VW), DU, V,W) ., ODu(U,V, W) oD (U, V, W)
w47 T ar N T v Y T g 24
(7.5d)
Y = Do(U,V, W) (—cy — ho (U, V. W, X,Y, Z)X + afv(%’UV’ Wix . afv(zg,vw Wy,
JORUVI) | ODJUVI) o DUV ODUUVW) N
oW o0 oV oW
(7.5¢)
7' = Dy (U, V, W)~ (—cz b (UV.W, XY, 2)7 + 2 W%’J’ W) x4 2t W(g’VV’ Wy,
Of(UV,W) D (U,V, W) ODW(UV, W) DUV, W),
pPin g Xz = S Dy g S D)
(7.50)

Es ist leicht zu sehen, dass die stationéren Punkte des Systems (U, Vi, Wy, 0, 0,0) mit belie-
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bigen Uy, Vo, Wy sind. Linearisiert man um diese Punkte, so erhédlt man

U’ 000 1 0 0 U—-U

Vv’ 000 0 1 0 V-V

w’ _ 000 0 0 1 W —W (7.6)
X' 0 0 0 awu(Uo, Vo, Wo) aus(Uo, Vo, Wo)  ass(Us, Vo, Wo) X

Y’ 0 0 0 ass(Uo, Vo, Wo) ass(Uo, Vo, Wo)  ase(Us, Voo, Wo) Y

A 0 0 0 aes(Uo, Vo, Wo) aes(Uo, Vo, Wo)  aes(Uop, Vo, Wo) Z

mit folgenden Matrixelementen

au(U, V,W) =D, (U, V,W)™* (—c + W) , (7.7a)
ass(U, V,W) = D, (U, V, W)™ (afu((g,‘;/, W)) : (7.7b)
ass(U, V,W) = Dy(U,V, W)~ (W) , (7.7¢)
asa(U, V,W) = Dy(U,V, W)~ (—chV(U, V,,0,0,0) + W) , (7.7d)
a5 (U, V. W) = Dy (U, V, W) <—c + W) | (7.7e)
ass (U, V,W) =D (U, V,IW)™* (W) : (7.7f)
ags(U, V,W) = Dy, (U, V, W)~} <—chW(U, V,1,0,0,0) + W) , (7.7¢)
ags (U, V,W) = Dy (U, V, W) (W} : (7.7h)
ags(U, V, W) = Dy (U, V, W) (—c + W) . (7.71)

Das linearisierte System hat sechs Eigenwerte, drei sind gleich Null und drei sind Funktionen
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von (Uo, VE), Wo)

e; =0, (7.8a)
ey =0, (7.8b)
es =0, (7.8¢)
eq(Ug, Vo, Wy), (7.8d)
es5(Ug, Vo, W), (7.8e)
e¢(Ug, Vo, Wy) (7.8f)

und konnen numerisch gerechnet werden. Die Vorzeichen der Eigenwerte entscheiden iiber
den Typ der stationdren Punkte. Sind die drei von Null unterschiedlichen Eigenwerte ey, e5, eg
positiv, so ist der dazugehorige Punkt instabil, sind die drei negativ, so ist er stabil und haben
sie unterschiedliche Vorzeichen, so ist er ein Sattelpunkt. Im Gegensatz zu einer fraktionalen
Flussgleichung aus Kapitel [ sind also hier Sattelpunkte méglich. Dies ist eine Grundvoraus-
setzung um nichtmonotones und damit Uberschussverhalten zu erhalten. Im Gegensatz zu
den Sattelpunkten aus Kapitel [6] die zwei von Null verschiedene Eigenwerte haben, haben
die Sattelpunkte hier drei Eigenwerte, damit lassen sich die Sattelpunkte nochmals in zwei
Teilmengen aufspalten. Die eine hat einen zweidimensionalen stabilen und einen eindimen-
sional instabilen Unterraum und die andere hat einen eindimensionalen stabilen und einen
zweidimensional instabilen Unterraum. Daraus ergibt sich zusétzliche Komplexitdt. In den

Profilen aus Kapitel [ gab es maximal ein Extremum, hier kénnen zwei Extrema auftreten.

Das dynamische System ({7.5) ist zu kompliziert, um es vollstdndig und detailliert zu erértern.
Deswegen werden in den néchsten Abschnitten Vereinfachungen getroffen, die es erméglichen,
alle Losungen des vereinfachten Systems zu finden. Mit dem daraus gewonnen Wissen sollte
es moglich sein in einer weiterfithrenden Arbeit alle Losungen des dynamischen Systems

zu finden.

Die Funktionen Dy (u, v, w), Dy (u, v, w), Dy(u, v, w) sind iiblicherweise positiv fiir alle u, v, w €
(0,1), damit sind die Vorzeichen von und damit die Klassifizierung der stationédren
Punkte unabhéngig von Dy (u,v,w), Dy (u,v,w), Dy(u,v,w). AuBlerdem hat Kapitel |5 ge-
zeigt, dass in der Losungsklasse d) die Funktion D das globale Verhalten nicht dndert. Des-
wegen werden in allen folgenden Abschnitten D, (u, v, w), Dy (u, v, w), Dy(u, v, w) als positive
Konstanten D, D, Dy, angesehen und der einfachheitshalber gleich 1 gesetzt. Diese drei Kon-
stanten stellen die Stellschrauben der verschwindenden Viskosititslosung des Buckley und
Leverett Grenzwertes dar. Wenn Dy, Dy, Dy, gegen Null gehen, dann erhélt man so eindeutige
StoBwellen.
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7.2 Kein Massenaustauschterm und Flussfunktionen aus

dem Perkolationsmodell

In diesem Abschnitt soll der Aspekt der gekoppelten Fliisse erortert werden. Dazu werden

die Massenaustauschterme vernachléassigt

hy (u, v, w, v, v, w') =0, (7.9a)
hy, (u, v, w,u', 0", w') =0, (7.9b)
Damit ergeben sich folgende Wellengleichungen
—ct! + [fu(u,v,w) — ] =0, (7.10a)
—cv' + [fo(u,v,w) — '] =0, (7.10Db)
—cw' + [fu(u,v,w) —w'] =0 (7.10c)

Die drei Gleichungen kénnen von einem festen yq bis zu einem beliebigen y integriert werden

' = fulu,v,w) — cu+ ky, (7.11a)
v = fo(u,v,w) — cv + ky, (7.11Db)
w' = folu,v,w) — cw + ky, (7.11c)
ko = — fu(uo, vo, wo) + cuy, (7.11d)
ky = — fu(ug, v, wo) + cvo, (7.11e)
kw = — fw(ug, v, wo) + cwo, (7.11f)

wobei ug = u(yo), vo = v(yo) und wy = w(yp) sind und ky, ky, ky, die Integrationskonstanten

darstellen.
Das dynamische System lautet
U' = fu(UV,W) —cU + ky, (7.12a)

V= f(U, VW) =V + k, (7.12D)
W' = fu(U,V, W) — W + ky. (7.12¢)
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Seine stationdren Punkte sind

So = (Uy, Vo, Wo) € {(U, V, W)|fulU,V,W) = cU + ky = 0 A
AU VW) =V 4 ky = 0 A foo (U, V,W) — ¢W + ky = 0} (7.13)

Das linearisierte System an den stationdren Punkten Sj lautet

' 3 fu(Uo,Vo,Wo) 8 fu(Uo,Vo,Wo) 8 fu(Uo,Vo,Wo)
U U —¢ v oW U—"Us
_ 9 fv(Uo,Vo,Wo) 9 fv(Uo,Vo,Wo) 9 fv(Uo,Vo,Wo)
V| = ?)UO 0 gvo o _ . gWO 0) V-V (714)
/ 0 fw(Uo,Vo,Wo) 0 fw(Uo,Vo,Wo) 0 fw(Uo,Vo,Wo)
% BT i ET —cC W — W,

und seine Eigenwerte e;(Ug, Vo, Wy), e2(Upg, Vo, Wy), e3(Ug, Vo, W) konnen numerisch be-

stimmt werden. Damit ergibt sich folgende Klassifizierung der stationdren Punkte

stabil, falls So € S,
Sp ist ¢ instabil, falls So € Sy, (7.15)
Sattelpunkt, falls Sy € S, =SIUS.,

wobel mit

Sy = {(Uy, Vo, Wo)|e1(Ug, Vo, Wo) < 0 A ex(Ug, Vo, W) < 0 A e3(Up, Vo, Wy) < 0},

(7.16a)
Se = {(Uo, Vo, Wo)|e1(Uyg, Vo, W) > 0 A ea(Ug, Vo, W) > 0 A e3(Up, Vo, Wy) > 0},

(7.16b)
St=8Ht"usStus T, (7.16¢)
S =8, tusS, TTusSt—, (7.16d)

die stabilen Punkte &;, die instabilen Punkte S, und die Sattelpunkte mit zweidimensionaler
stabiler Untermannigfaltigkeit S bzw. mit eindimensionaler stabiler Untermannigfaltigkeit

S, definiert sind. Desweiteren setzen sich die Sattelpunktmengen S;% und S, aus den Teil-
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mengen

S++_ {(Uo, Vb, W0)|€1(U0,V0,W0) >0A eg(Uo,Vo,Wo) >0A eg(Uo,Vo,W(]) < O}

(7.17a)
S+t = {(Us, Vo, Wo)|e1(Ug, Vo, Wo) > 0 A ez(Ug, Vo, Wo) < 0 A e3(Ug, Vo, Wo) > 01,
(7.17b)
S = {(Us, Vo, Wo)|e1(Ug, Vo, Wo) < 0 A ea(Ug, Vo, W) > 0 A e3(Ug, Vo, Wo) > 0},
(7.17¢)
S==F = {(Us, Vo, Wo)|e1(Ug, Vo, Wo) < 0 A ex(Uy, Vo, Wo) < 0 A e3(Ug, Vo, Wo) > 01,
(7.174)
S = {(Us, Vo, Wo)|e1(Ug, Vo, Wo) < 0 A ea(Ug, Vo, W) > 0 A e3(Ug, Vo, Wy) < 0},
(7.17e)
Sr_n‘—__ = {(UO7 %7 W0)|61(U0,V0,W0) >0A GQ(Uo,Vo,Wo) <O0A 63(U07V07W0> > O}
(7.17f)

zusaminerl.

Nachdem nun bekannt ist, welche Punkte stabil, instabil oder Sattelpunkte sind, miissen
sie nun miteinander verbunden werden, um Losungen zu erzeugen. Dies kann durch die

Funktionen

ku(u,v,w) = — fu(u, v, w) + cu, (7.18a)
ky(u,v,w) = — fy(u, v, w) + cv, (7.18b)
by (u,v,w) = — fy(u, v, w) + cw (7.18c¢)
geschehen, denn damit gilt
ku(u,v,w) = ky & u'(u,v,w) =0, (7.19a)
ky(u,v,w) = ky < ' (u,v,w) =0, (7.19b)
ky (u, v, w) = ky < w'(u,v w) (7.19¢)

In einem stationdren Punkt (u,v,w), d.h. «'(u,v,w) = 0,0 (u,v,w) = 0, w'(u, v, w) = 0, sind
die Funktionen k,(u,v,w), ky(u, v, w), ky(u, v,w) mit den Integrationskonstanten ky, ky, ky
identisch. Somit haben alle stationdren Punkte, die zu dem selben System gehoren, identische

Werte in den Funktionen ky(u, v, w), ky(u, v, w), ky(u, v, w).

Um weiter fortfahren zu kénnen, miissen nun explizit die Flussfunktionen bestimmt werden.

Dabei werden im néachsten Abschnitt die Flussfunktionen des vollen Perkolationsmodells aus
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Abschnitt [4.3.3.1] herangezogen

7.2.1 Konkrete Fixpunktanalyse

Hier werden die aus dem System dreier fraktionaler Flussgleichungen des Perkolationsmodells
aus Abschnitt [£.3.3.1]

(u—v)® + RLv?

ulU, UV, W) = N 7.20a
Iul ) (u—v)*+ Rw? + R (1 — u — w)® + Rlw? ( )
1,2
folu,v,w) = 5 Ty 5 : (7.20D)
(u—v)"+ Riv?+ Ry (1 —u—w)” + Rjw?
1,2
fw(u,v,w) = Wi (7.20c)

(u—v)>+RWw? + R (1 —u—w)’ + Rlw?’

mit u = Sy, v = Sy und w = S; beniitzt. Es wird ab hier von R} = R} = R} = 1 ausgegan-
gen. Damit sind alle Viskositdten identisch. Bei unterschiedlichen Viskositédten wiirden sich

die Phasenportraits verzerren, die Topologie wiirde jedoch erhalten bleiben.

Damit kénnen die Eigenwerte von ([7.14]) numerisch berechnet werden. Die nach fol-
gende Klassifizierung der stationdren Punkte ist in Abbildung [7.1] fiir die Geschwindigkeiten
c=0.1,0.5,1,1.5,1.98,2,2.25,2.41 dargestellt. Fiir Geschwindigkeiten ¢ < 2, d.h. in Abbil-
dungen [7.1f(a)-(e) kennzeichnen die roten Bereiche die instabilen Punkte und damit die links-
seitigen Randwertséttigungen und die griinen Bereiche die stabilen Punkte und damit die
rechtsseitigen Randwertsattigungen. Der Rest des zulédssigen Raumes stellt die Sattelpunkte
dar. Fiir ¢ > 2, d.h. in Abbildungen [7.1|f)-(h) sind die Sattelpunkte blau dargestellt, der
Rest des zuldssigen Raumes stellt die stabilen Punkte dar. Bei Geschwindigkeiten 0 < ¢ < 2
existieren ein mit zunehmender Geschwindigkeit schrumpfender instabiler Bereich im Zen-
trum, vier voneinander getrennte in den Definitionsbereichecken befindende stabile Bereiche,
die mit zunehmender Geschwindigkeit anwachsen, und ein Sattelpunktbereich, der den insta-
bilen von dem stabilen Bereich trennt. Bei Geschwindigkeit ¢ = 2 verschwindet der instabile
Bereich und fiir Geschwindigkeiten 2 < ¢ < 2.25 existieren ein zusammenhéngender Sattel-
punktbereich, der von einem stabilen Bereich umgeben ist. Bei Geschwindigkeit ¢ = 2.25
bricht der zusammenhéngende Bereich in sechs Einzelrdume auf, gleichzeitig verschwinden
die Beriithrflachen mit den (u,v)-, (u,w)- und (v, w)-Ebenen. Bei weiter zunchmender Ge-
schwindigkeit werden die sechs Sattelpunktbereiche immer kleiner bis sie bei Geschwindig-
keit ¢ = 2.41 verschwunden sind, so dass fiir Geschwindigkeit ¢ > 2.41 der Definitionsbereich
komplett stabil ist.
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Abbildung 7.1: Klassifizierung der stationdren Punkte fiir Geschwindigkeiten ¢ = 0.1,0.5,1, 1.5,
1.98,2,2.25,2.41 in stabil, instabil und Sattelpunkt. Fiir Abbildung (a)-(e) stellen
die griinen bzw. roten Bereiche die stabilen bzw. instabilen Punkte dar, der Rest
ist der Sattelpunktbereich. In Abbildung (f)-(h) stellen die blauen Bereiche die
Sattelpunkte dar, der Rest ist stabil. Bei ¢ = 0 ist der gesamte Definitionsbereich
instabil und fiir ¢ > 2.41 ist der Definitionsbereich stabil. Bei ¢ = 2 verschwindet
die instabile Region, womit mogliche Systeme nur fiir Geschwindigkeiten 0 < ¢ <
2 existieren. In diesem Bereich nimmt die instabile Region ab und die vier sich
in den Ecken befindlichen stabilen Bereiche nehmen zu.

Fiir die moglichen Systeme bedeutet dies, dass nur Geschwindigkeiten im Bereich von 0 <
¢ < 2 moglich sind. Von den vier stabilen Bereichen stehen die am Ursprung und die in der
Ecke (0,0, 1) befindlichen Bereiche fiir Bewésserungen und die in der Ecke (1,0, 0) und die in
der Ecke (1,1,0) befindlichen Bereiche fiir Entwésserungen. Nachdem sich diese Arbeit auf
Bewisserungssysteme beschréankt, werden die zwei rechten stabilen Bereiche ab sofort nicht

mehr betrachtet. Desweiteren sind Systeme mit nichtperkolierendem Wasser grofier als 50%
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Abbildung 7.2: Die stabilen sich um den Ursprung befindlichen (griinen) und instabilen (ro-
ten) stationdren Punkte, fiir die es Punkte auf dem jeweils anderen Stabili-
tétsbereich gibt, die den selben (ky, kv, kw)-Wert haben, fiir Geschwindigkeiten
¢=05,1,1.1,1.16,1.3,1.7.

physikalisch unrealistisch, womit auch der Bereich um die Ecke (0,0, 1) ausgeschlossen wird.
Also werden nur Systeme betrachtet, die Punkte auf dem im Zentrum liegenden instabilen

Bereich mit Punkten auf dem am Ursprung liegenden stabilen Bereich verbinden.

In Abbildung[7.2]sind die stabilen und instabilen Fixpunkte, fiir die es Punkte auf dem jeweils
anderen Stabilitatsbereich gibt, die den selben (ky, kv, ky)-Wert haben, fiir die Geschwindig-
keiten ¢ = 0.5,1,1.1,1.16, 1.3, 1.7 dargestellt. Nur diese Punkte kénnen durch Trajektorien
verbunden werden, die physikalische Bewésserungswellen erzeugen. Die roten Flachen kenn-
zeichnen die instabilen Punkte und damit die linksseitigen Randwertséattigungen. Die griinen

Flédchen zeigen die stabilen Punkte und damit die rechtsseitigen Randwertséttigungen.

Ab ¢ = 1.11 gibt es keine Bewisserungswelle in ein anfinglich komplett mit perkolierendem
Ol gefiillten Medium mehr. Ab ¢ = 1.16 gibt es keine Bewisserungswelle in ein anfinglich
trockenes Medium mehr. Ab Geschwindigkeit ¢ = 1.3 gibt es nur noch Bewisserungswel-
len in ein Medium, das mit allen vier Sattigungen gefiillt ist. Ab ¢ > 1.7 exisitieren keine

Bewisserungswellen mehr.

Nachdem nun die stabilen und instabilen Punkte und somit die moéglichen rechts und links-

seitigen Randséttigungen bekannt sind, miissen diese iiber die Konstanten k,, k., k,, mitein-
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Abbildung | ¢ | griin rot cyan | blau | schwarz
7.3(a) 0.1 0 0.001 | 0.002 | 0.003 | 0.004
7.3(b) 0.5 0 0.04 | 0.065 | 0.09 0.15
7.3(c) 1.1 0 0.12 | 0.17 | 0.255 0.4
7.3(d) 1.16 | 0 0.15 | 0.19 | 0.275 0.5
7.3(e) 1.3 0 0.17 | 0.22 | 0.33 0.5
7.3(f) 1.7 0 0.19 |0.245| 0.35 0.51
7.4(a) 0.1 0 ] 0.0005 | 0.001 | 0.002 | 0.003
7.4(b) 0.5 0 0.018 | 0.065 | 0.09 0.12
7.4(c) 1.1 0 0.08 0.2 0.3 0.5
7.4(d) 1.16 | 0 0.09 0.2 0.3 0.5
7.4(e) 1.3 0 0.115 | 0.2 0.3 0.5
7.4(f) 1.7 0 0.11 0.19 | 0.3 0.5
7.5(a) 0.1 0 ] 0.0005 | 0.001 | 0.002 | 0.003
7.5(b) 0.5 0 0.018 | 0.065 | 0.09 0.12
7.5(c) 1.1 0 0.08 0.2 0.3 0.5
7.5(d) 1.16 | 0 0.09 0.2 0.3 0.5
7.5(e) 1.3 0 0.115 | 0.2 0.3 0.5
7.5(f) 1.7 0 0.11 0.13 | 0.3 0.5

Tabelle 7.1: Werte der farbigen Konturflichen der Abbildungen in und

ander verbunden werden. Dabei ist nicht gesagt, dass jeder stabile oder instabile Punkt zu

einer Bewésserungslosung fiihrt.

In den Abbildungen [7.3], [7.4] und [7.5] sind jeweils fiir die Geschwindigkeiten ¢ = 0.1,0.5, 1.1,
1.16,1.3,1.7 und jeweils fiir die Werte aus Tabelle fiinf Konturflichen fiir k,(u,v,w),
ky(u,v,w) und ky(u, v, w) gezeichnet. Damit kann man sehen, wie sich die Konturflichen in

Abhéngigkeit ihres Wertes und der Geschwindigkeit verdndern.

In Abbildung sieht man fiir ¢ = 0.1 zwei Rohren, die sich in den Ecken (0,0, 0)
und (0,0,1) befinden und mit zunehmenden k,-Wert immer kleiner werden, bis sie fiir

ky(u, v, w) > 0.004 verschwinden.

In Abbildung [7.3(b)| sieht man mit ¢ = 0.5 fiir k,(u, v, w) < 0.04 eine zusammenhéngende
offene Rohre. Bei k,(u,v,w) = 0.04 reisst diese Rohre in zwei Teile bis der untere Teil bei

ky(u, v, w) = 0.065 verschwindet. Mit zunehmenden k,-Wert wird die Fléche mehr und mehr
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Abbildung 7.3: Konturflichen ky (u, v, w) fiir ¢ = 0.1,0.5,1.1,1.16, 1.3, 1.7 mit Werten aus Tabelle

1

zu einer leicht geschwungenen Ebene auf der rechten oberen Kante.

In Abbildung sieht man mit ¢ = 1.1 fiir ky(u,v,w) < 0.17 eine zusammenhén-
gende Fliche, die zwei rohrenférmige Offnungen bei (0.3,0.2,0) und (0.7,0,0.2) hat. Bei
ku(u,v,w) > 0.17 reisst die Rohre in Richtung (0.3,0.2,0) in zwei Teile auf, bis der untere
Teil bei k,(u, v, w) = 0.255 verschwindet. Mit zunehmendem k,-Wert wird die Flache mehr

und mehr zu einer leicht geschwungenen Ebene auf der rechten oberen Kante.

In Abbildung sieht man mit ¢ = 1.16 fir k,(u,v,w) < 0.19 eine zusammenhé&n-
gende Fliche, die zwei réhrenférmige Offnungen bei (0.3,0.2,0) und (0.7,0,0.2) hat. Bei
ky(u,v,w) > 0.19 reisst die Rohre in Richtung (0.3,0.2,0) in zwei Teile auf, bis der untere
Teil bei k,(u,v,w) = 0.275 verschwindet. Mit zunehmendem k,-Wert wird die Fldche mehr

und mehr zu einer leicht geschwungenen Ebene auf der rechten oberen Kante.

In Abbildung sieht man mit ¢ = 1.3 fur ky(u,v,w) < 0.17 eine leicht geschwungene
Ebene quer durch den Wiirfel und zusétzlich eine Halbkugel bei (0.7,0,0.2). Ab k,(u, v, w) >

0.17 existiert eine zusammenhéngende Fliche, die zwei réhrenformige Offnungen bei (0.3,0.2,0)
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Abbildung 7.4: Konturflichen k (u, v, w) fiir ¢ = 0.1,0.5,1.1,1.16, 1.3, 1.7 mit Werten aus Tabelle

1

und (0.7,0,0.2) hat. Bei k,(u,v,w) > 0.22 reisst die Rohre in Richtung (0.3,0.2,0) in zwei
Teile auf, bis der untere Teil bei k,(u, v, w) = 0.33 verschwindet. Mit zunehmendem k,-Wert
wird die Flache mehr und mehr zu einer leicht geschwungenen Ebene auf der rechten oberen
Kante.

In Abbildung sieht man mit ¢ = 1.7 fiir ky(u,v,w) < 0.19 eine leicht geschwungene
Ebene quer durch den Wiirfel. Ab k,(u,v,w) > 0.19 kommt zusétzlich eine Halbkugel bei
(0.7,0,0.2) hinzu. Bei ky(u, v, w) = 0.245 vereinigen sich beide Teilflichen. Ab ky(u, v, w) =
0.35 entsteht eine réhrenférmige Offnung bei (0.3,0.2,0), die bei ky(u,v,w) = 0.51 ver-
schwindet. Mit zunehmendem k,-Wert wird die Fliche mehr und mehr zu einer leicht ge-

schwungenen Ebene auf der rechten oberen Kante.

In Abbildung [7.4(a)| sieht man fiir ¢ = 0.1 eine einmal gefaltete Ebene bei v = 0.05 mit
einem ellipsenformigen Loch mit Zentrum (0.5,0.05,0.3). Das Loch wird immer grofier |bis

bei ky(u,v,w) > 0.004 die Ebene ganz verschwindet.

In Abbildung [7.4(b)| sieht man mit ¢ = 0.5 fiir ky(u, v, w) < 0.018 eine Ebene bei v = 0.01
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und eine Kugel im Zentrum des Wiirfels. Bei ky(u, v, w) = 0.018 vereinen sich Kugel und
Ebene zu einer zusammenhéngenden Fliche. Sie wird mit zunehmendem k,-Wert immer
grofler, so dass groBe Teile davon aus dem Wiirfel verschwinden, bis bei ky(u,v,w) = 0.12

nur noch eine leicht geschwungene Ebene auf der rechten oberen Kante iibrig bleibt.

In Abbildung[7.4(c)|sieht man mit ¢ = 1.1 fiir &, (u, v,w) < 0.08 eine Ebene bei v = 0.01 und
eine Kugel im Zentrum des Wiirfels. Bei &y (u, v, w) = 0.08 vereinen sich Kugel und Ebene
zu einer zusammenhéngenden Fléiche. Sie wird mit zunehmendem k,-Wert immer gréfer, so
dass groe Teile davon aus dem Wiirfel verschwinden, bis bei &y (u, v, w) = 0.5 nur noch eine

geschwungene Ebene bei v = (.7 {ibrig bleibt.

In Abbildung [7.4(d)|sicht man mit ¢ = 1.16 fiir ky(u,v,w) < 0.09 eine Ebene bei v = 0.01
und eine Kugel im Zentrum des Wiirfels. Bei ky(u,v,w) = 0.09 vereinen sich Kugel und
Ebene zu einer zusammenhéngenden Fliche. Sie wird mit zunehmendem k,-Wert immer
grofler, so dass grofie Teile davon aus dem Wiirfel verschwinden, bis bei ky(u, v, w) = 0.5 nur

noch eine geschwungene Ebene bei v = 0.65 iibrig bleibt.

In Abbildung sieht man mit ¢ = 1.3 fiir ky(u,v,w) < 0.115 eine Ebene bei v = 0.01
und eine Kugel im Zentrum des Wiirfels. Bei ky(u, v, w) = 0.115 vereinen sich Kugel und
Ebene zu einer zusammenhédngenden Fléche. Sie wird mit zunehmendem k,-Wert immer
grofler, so dass grofie Teile davon aus dem Wiirfel verschwinden, bis bei ky(u, v, w) = 0.5 nur

noch eine geschwungene Ebene bei v = 0.6 {ibrig bleibt.

In Abbildung sieht man mit ¢ = 1.7 fiir ky(u,v,w) < 0.11 eine Ebene bei v = 0.01.
Ab ky(u,v,w) > 0.11 sieht man eine Ebene bei v = 0.01 und eine Kugel im Zentrum des
Wiirfels. Ab ky, (u, v, w) > 0.19 vereinen sich Kugel und Ebene zu einer zusammenhéngenden
Fléache. Sie wird mit zunehmendem k,-Wert immer grofler, so dass groflie Teile davon aus

dem Wiirfel verschwinden, bis bei k,(u,v,w) = 0.5 nur noch eine geschwungene Ebene bei
v = 0.4 {ibrig bleibt.

In Abbildung [7.5(a)| sieht man fiir ¢ = 0.1 eine einmal gefaltete Ebene bei w = 0.05 mit
einem ellipsenformigen Loch mit Zentrum (0.5,0.3,0.05). Das Loch wird immer grofier, bis

bei ky(u,v,w) > 0.004 die Ebene ganz verschwindet.

In Abbildung sieht man mit ¢ = 0.5 fiir ky(u, v, w) < 0.018 eine Ebene bei w = 0.01
und eine Kugel im Zentrum des Wiirfels. Bei ky(u, v, w) = 0.018 vereinen sich Kugel und
Ebene zu einer zusammenhéngenden Fliache. Sie wird mit zunehmendem k,-Wert immer
grofler, so dass grofe Teile davon aus dem Wiirfel verschwinden, bis bei ky, (u, v, w) = 0.12 nur

noch drei leicht geschwungene Flédchen in den oberen hinteren drei Kanten {ibrig bleiben.
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Abbildung 7.5: Konturflichen ky (u, v, w) fiir ¢ = 0.1,0.5,1.1,1.16, 1.3, 1.7 mit Werten aus Tabelle
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In Abbildung[7.5(c)|sieht man mit ¢ = 1.1 fiir ky (u, v, w) < 0.08 eine Ebene bei w = 0.01 und
eine Kugel im Zentrum des Wiirfels. Bei ky (u, v, w) = 0.08 vereinen sich Kugel und Ebene
zu einer zusammenhéngenden Fliche. Sie wird mit zunehmendem k,-Wert immer grofler, so
dass grofie Teile davon aus dem Wiirfel verschwinden, bis bei ky (u, v, w) = 0.5 nur noch eine

geschwungene Ebene bei w = 0.8 iibrig bleibt.

In Abbildung [7.5(d)] sieht man mit ¢ = 1.16 fir ky(u, v,w) < 0.09 eine Ebene bei w = 0.01
und eine Kugel im Zentrum des Wiirfels. Bei ky (u,v,w) = 0.09 vereinen sich Kugel und
Ebene zu einer zusammenhéngenden Flache. Sie wird mit zunehmendem k,-Wert immer
grofler, so dass grofle Teile davon aus dem Wiirfel verschwinden, bis bei ky (u, v, w) = 0.5 nur

noch eine geschwungene Ebene bei w = 0.8 iibrig bleibt.

In Abbildung [7.5(e)] sieht man mit ¢ = 1.3 fiir ky(u, v, w) < 0.115 eine Ebene bei w = 0.01
und eine Kugel im Zentrum des Wiirfels. Bei ky(u,v,w) = 0.115 vereinen sich Kugel und
Ebene zu einer zusammenhéngenden Fléche. Sie wird mit zunehmendem Fk,-Wert immer
grofler, so dass grofie Teile davon aus dem Wiirfel verschwinden, bis bei ky (u, v, w) = 0.5 nur

noch eine geschwungene Ebene bei w = 0.7 iibrig bleibt.
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In Abbildung sieht man mit ¢ = 1.7 fiir ky(u,v,w) < 0.11 eine Ebene bei w = 0.01.
Ab ky(u,v,w) > 0.11 sieht man eine Ebene bei w = 0.01 und eine Kugel im Zentrum des
Wiirfels. Ab ky (u, v,w) > 0.19 vereinen sich Kugel und Ebene zu einer zusammenhéngenden
Fldche. Sie wird mit zunehmendem k,-Wert immer grofler, so dass grofle Teile davon aus

dem Wiirfel verschwinden, bis bei ky (u, v, w) = 0.5 nur noch eine geschwungene Ebene bei
w = 0.5 iibrig bleibt.

7.2.2 Invariante Untermannigfaltigkeiten

Bevor ein konkretes System mit festgewéhlter Geschwindigkeit und festgewéhlten Integrati-
onskonstanten besprochen wird, ist es auflerordentlich hilfreich, sich mit moglichen globalen
linearen invarianten Untermannigfaltigkeiten zu beschéftigen. Invarianz bedeutet hier, dass
die Trajektorien aller Punkte der invarianten Untermannigfaltigkeit komplett auf ihr enthal-
ten sind. Trajektorien konnen sie somit nicht verlassen. Diese invarianten Untermannigfal-
tigkeiten haben zwei interessante Eigenschaften. Erstens kann man auf ihnen die niedriger
dimensionalen Systeme der vorigen Kapitel wiederfinden, womit man sieht, dass das Sys-
tem dreier Gleichungen eine Verallgemeinerung der anderen Systeme darstellt. Zweitens be-
grenzen die Untermannigfaltigkeiten in natiirlicher Weise die Trajektorien, die ein dhnliches
Verhalten aufweisen. Dies macht es moglich, den gesamten Phasenraum in kleine Teilrdume
aufzuspalten, was die Komplexitédt des Systems deutlich handhabbarer macht und in den

folgenden Abschnitten geschehen wird.

Die Beschrinkung auf R} = R: = R} = 1 wird zuniichst aufgehoben, um mdoglichst allge-
meine Aussagen treffen zu kénnen. In allen vorigen Kapiteln wurden die priméren Variablen
als u = Sw,v = Sy, w = 5, gewdhlt, die eigentlichen physikalischen Variablen sind jedoch
u—v=2951,v=.295,1—u—w= 53w =954 Die Invarianzen basieren auf gewissen Symme-
trien und diese Symmetrien liegen in den fraktionalen Flussfunktionen dieser physikalischen
Variablen

1.2
R.m

fﬂ(u,v,w) = W (721)

mit 7 € {0,u —v,v,1 —u—w,w},oc € {0,u —v,v,1 —u—w,w},

dabei stellt RL das Verhéltnis zwischen den Widerstandskoeffizienten von v — v und 7 dar.
Die Null wurde aufgenommen, um ein méglichst allgemeines Gesetz formulieren zu kénnen.

Dabei wird R} gleich Null gesetzt. Damit ergibt sich fiir das dynamische System dieser
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Variablen

= fr(u,v,w) —er+k, mit 7€ {0,u—v,0,1—u—w w}, (7.22a)

7_[_/
kr = — fr(ug, vo, wo) + cmg  mit w9 € {0, ug — vg, vo, 1 — ug — wo, wo} (7.22b)

mit ug = u(yo),vo = v(Yo), wo = w(yo). Wenn man die Gleichung ([7.22p) iiber alle 7 sum-

miert, so ergibt sich folgende niitzliche Beziehung
Zkﬂ:c—l mit 7 € {0,u —v,v,1 —u—w,w}, (7.23)

wobei kg = 0.

Wenn nun ein Variablenpérchen (g, ¢) € {0, ug — vg, vo, 1 — ug — wp, wo }? so gewihlt wird,

dass
Rlmy = Rloy, (7.24)
dann folgt mit Hilfe der Gleichung , dass
Ry frlmoo0 = Bofolroon (7.25)
und mit Hilfe der Gleichung (7.22p), dass
Rk, = Rlk,. (7.26)
Damit ergibt sich mit Gleichung ) fiir die Ableitung ihrer Differenzen
(Rir — Rlo) = 0. (7.27)

Daraus folgt, dass Gleichung (7.24)) eine globale zweidimensionale lineare invariante Unter-
mannigfaltigkeit darstellt. Davon gibt es maximal (g) = 10.
Wenn nun ein Variablentripel (g, 09, 7) € {0, uo — vo, vo, 1 — up — wp, wo }* so gewihlt wird,

dass

R}rﬂ'o = R;.O'O = R.}.To, (728)



162 7 Systeme dreier Gleichungen

dann folgt mit analoger Argumentation, dass
(Rixr — Rlo) = (Rim — Rl7) = (Rlo — RL7) =0. (7.29)

Daraus folgt, dass Gleichung ([7.28) eine eindimensionale globale lineare invariante Unter-
mannigfaltigkeit darstellt. Davon gibt es maximal (g) = 10. Desweiteren kann man zwei
Variablenpiirchen (g, 0g) € {0, ug — v, vo, 1 — ug — wo, wo }2 und (79, xo) € {0, ug — vy, vo, 1 —

ug — wo, wo }2/{my, 00} wihlen, so dass

Rlmg = Rloy, (7.30a)
Rl = Ry xo. (7.30b)

Dies liefert
(Rym— Rlo)' = (R — Ry x) = 0. (7.31)

Daraus folgt, dass Gleichungen (7.30)) eine eindimensionale globale lineare invariante Un-
termannigfaltigkeit darstellt. Davon gibt es maximal (;1) (3) /2 = 3. Zuletzt kann man ei-
ne Variable my € {0,ug — vo,v0,1 — ug — wp,wp} und ein Variablenpérchen (og,79) €

{0, ug — vo, vo, 1 — ug — wo, wo }2/{mo} withlen, so dass

Rlmy =0, (7.32a)
Rlog = Rlm. (7.32b)

Das fiihrt zu
(Rim) = (Rlo — RLT) = 0. (7.33)

Daraus folgt, dass Gleichungen (7.32) eine eindimensionale globale lineare invariante Un-
termannigfaltigkeit darstellt. Davon gibt es maximal (‘11) (g) = 12. Dies macht insgesamt 25

eindimensionale invariante Untermannigfaltigkeiten.

Mit &hnlicher Argumentation kénnen auch die nulldimensionalen invarianten Untermannig-
faltigkeiten, die gleichzeitig die Fixpunkte darstellen, gefunden werden. Dabei benétigt man

entweder ein Variablenquadrupel (g, 0o, o, Xo) € {0, ug — vg, vg, 1 — g — wp, wo }* mit
R}rﬂ'o = RiO'O = R}_To = RiXo (734)

oder ein Variablentripel (g, 09, 7o) € {0, ug—1vg, vg, 1 —ug—wp, wo }*> mit einem Variablenpér-
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chen (xo, o) € ({0, 1o — vo,v0, 1 — ug — wo, wo } /{mo, 00, 70})?, das
Rymo = Rloo = Rimo A R xo = Ryt (7.35)

erfiillt. Davon gibt es maximal (i) + (g) = 5+ 10 = 15. Die Variablenquadrupel stehen
fiir stabile und instabile Fixpunkte, wéhrend die Variablentripel mit Variablenpérchen fiir

Sattelpunkte stehen.

Diese globalen linearen Untermannigfaltigkeiten stimmen mit den lokalen stabilen bzw. in-
stabilen linearisierten Untermannigfaltigkeiten der Sattelpunkte iiberein und spalten den
Phasenraum in bestimmte Teilbereiche auf. Es ist hier anzumerken, dass selbst wenn die
lokalen stabilen bzw. instabilen linearisierten Untermannigfaltigkeiten der Sattelpunkte kei-
ne globalen Untermannigfaltigkeiten darstellen, so teilen sie trotzdem den Phasenraum auf.
Diese dreidimensionalen Teilbereiche sind invariant, d.h. eine Trajektorie wird niemals diesen

Bereich verlassen.

7.2.3 Das primare Bewasserungssystem

Nun soll das konkrete System mit Parametern aus Tabelle 7.2 betrachtet werden. Es zeichnet
sich durch seine grofftmogliche Einfachheit und Symmetrie aus. Es steht fiir eine Bewéisse-
rung in ein anfangs komplett mit perkolierendem Ol gefiilltem Medium, deswegen wird es
hier priméres Bew#sserungssystem genannt. Seine Geschwindigkeit wird der einfachheitshal-
ber gleich Eins gesetzt. In diesem Abschnitt wird in den Beschreibungen verstéarkt auf die
priméren physikalischen Variablen Sy, Sy, S3, Sy zuriickgegriffen, um die Symmetrien hervor-

zuheben und das Verstandnis zu erleichtern.

In Abbildung sind die Konturflichen k,(u,v,w) = 0 als griine Fliche, ky(u,v,w) =
0 als rote Fliche und ky(u,v,w) = 0 als blaue Fliche und deren Schnittpunkte fiir die
Geschwindigkeit ¢ = 1 dargestellt. Die Schnittpunkte sind gleichzeitig die Fixpunkte des
Systems. Sie sind in Tabelle angegeben. Es existieren vier stabile Fixpunkte, die als
Diamanten dargestellt sind, ein instabiler Fixpunkt, der als Kugel dargestellt ist, und zehn
Sattelpunkte, die als Wiirfel dargestellt sind.

c‘ku ey kW\R;\Ré\Ri

tjofofolr]1]u
Tabelle 7.2: Werte fiir das System aus Abbildung
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Fixpunkt Typ physikalische Erhaltung Bew.rel.
1 (0,0,0) stabil S, | 51 =0,5,=0,5,=0,5, =5, =9, ja
ii (1,0,0) stabil S, | S =0,593=0,5,=0,5, = S3 =95, nein
iii (1,1,0) stabil S, | S1=0,59=0,5,=0,5,=53=29, nein
iv (0,0,1) stabil S, | 51 =0,5,=0,53=0,5; = S5 = 53 nein
v | (0.5,0.25,0.25) | instabil S, S =85,=55=29, ja
vi (0,0,0.5) Sattel St S1=0,59=0,5 =52,5 =54 ja
vii (0.5,0,0) Sattel St So=0,8=0,5 = 53,5 =54 ja
viii (0.5,0.5,0) Sattel St S1=0,5,=0,5 = 854,55 =53 ja
ix (0.5,0,0.5) Sattel St So=0,5;=0,5 = S54,5 =53 nein
X (0.5,0.5,0.5) Sattel St S1=0,5 =0,5 =53,5 =54 nein
xi (1,0.5,0) Sattel St S3=0,5,=0,5 = 5,5 =25, nein
xii (0.33,0,0.33) Sattel S, Sy =0,5 =53 =54 ja
xiii | (0.33,0.33,0.33) | Sattel S S1=0,9 =53 =54 ja
xiv | (0.67,0.33,0) Sattel S, Sy =0,5=52=353 ja
xv | (0.67,0.33,0.33) | Sattel S, S3=0,81 =Sy =54 nein

Tabelle 7.3: Werte, Typ, physikalische Erhaltung und Bewésserungsrelevanz der Fixpunkte.

Abbildung [7.7] zeigt den Definitionsbereich und die Fixpunkte des Systems aus Tabelle [7.2]
Die vier Diamanten in den Ecken sind die stabilen Fixpunkte und die im Zentrum befindliche
Kugel ist der instabile Fixpunkt. Die zehn Wiirfel sind die Sattelpunkte. Die vier sich auf den
Seiten des Definitionsbereich befindlichen Sattelpunkte stammen aus &§,,. Die Seiten stellen
die dazugehorigen zweidimensionalen instabilen Untermannigfaltigkeiten dar. Die dazuge-
horige stabile eindimensionale Untermannigfaltigkeit zeigt aus der Richtung des instabilen
Fixpunktes. Die sechs sich auf den Kanten des Definitionsbereich befindlichen Sattelpunkte
stammen aus S;f. Die Kanten stellen die dazugehorigen eindimensionalen instabilen Un-
termannigfaltigkeiten dar. Die dazugehorige stabile zweidimensionale Untermannigfaltigkeit
wird von den zwei Vektoren aufgespannt, die den Punkt mit den zwei Sattelpunkten, die sich

auf den angrenzenden Seiten befinden, verbinden.

Mit den Parametern aus Tabelle [7.2] gibt es jeweils die maximale Anzahl linearer invarianter

Untermannigfaltigkeiten.
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Abbildung 7.6: Konturflichen ky(u,v,w) = 0 (griin), ky(u,v,w) = 0 (rot) und ky(u,v,w) =0
(blau) und deren Schnittpunkte (schwarz) des Systems mit Werten aus Tabelle
Es existieren vier stabile Fixpunkte (Diamanten), ein instabiler Fixpunkt
(Kugel) und zehn Sattelpunkte (Wiirfel).

7.2.3.1 Zweidimensionale Untermannigfaltigkeiten und ihre Losungen

In Abbildung sind alle zehn zweidimensionalen linearen invarianten Untermannigfaltig-
keiten und die sich auf ihnen befindenen Fixpunkte dargestellt, wobei wieder die Kugeln bzw.
die Diamanten die instabilen bzw. stabilen Fixpunkte und die Wiirfel die Sattelpunkte sind.
Ihre Ebenengleichung, ihre Richtungsvektoren, ihre physikalische Erhaltung, d.h. welche der
priméren physikalischen Variablen 0, .57, .55, 53, .Sy identisch sind, und ihre Fixpunkte sind in
Tabelle angegeben.

Es konnen zwei verschiedene Klassen unterschieden werden. Bei der ersten Klasse, die in
Abbildungen dargestellt ist, ist eine der physikalischen Variablen S7, S5, 55,9,
nicht vorhanden. Auf jeder dieser Ebenen existieren vier Sattelpunkte und drei stabile Fix-
punkte des vollen Systems. Von den vier Sattelpunkten stammen drei aus der Teilmenge
St und einer aus S,. Der im Zentrum der anderen Punkte befindliche Sattelpunkt, der aus
S-

— stammt, dient auf der zweidimensionalen Untermannigfaltigkeit als instabiler Fixpunkt,

die anderen drei dienen als Sattelpunkte. Der instabile Fixpunkt hat die Eigenschaft, dass
alle drei vorhandenen Sattigungen zu gleichen Teilen existieren. Alle vier auf ihre Unter-
mannigfaltigkeiten beschriankte Systeme konnen als Systeme zweier Gleichungen formuliert
werden. Das System ist auf einem rechtwinkligen gleichschenkligen Dreieck beschrénkt und
besteht aus einem instabilen Punkt im Zentrum, drei stabilen Punkten in den Ecken und
drei Sattelpunkten auf den Kanten. So sind die Systeme in Abbildung bzw. mit
den Systemen aus den Abschnitten [6.3.1] und [6.3.2] mit den Vereinfachungen des einzig in
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Abbildung 7.7: Fixpunkte und Definitionsbereich (grau) des gesamten Systems mit Parametern
aus Tabelle Es existieren vier stabile Fixpunkte (Diamanten), ein instabiler
Fixpunkt (Kugel) und zehn Sattelpunkte (Wiirfel). Die vier sich auf den Sei-
ten des Definitionsbereich befindlichen Sattelpunkte stammen aus S,. Die Seiten
stellen die dazugehorigen zweidimensionalen instabilen Untermannigfaltigkeiten
dar. Die dazugehorige stabile eindimensionale Untermannigfaltigkeit zeigt aus
der Richtung des instabilen Fixpunktes. Die sechs sich auf den Kanten des De-
finitionsbereich befindlichen Sattelpunkte stammen aus S;.. Die Kanten stellen
die dazugehorigen eindimensionalen instabilen Untermannigfaltigkeiten dar. Die
dazugehorige stabile zweidimensionale Untermannigfaltigkeit wird von den zwei
Vektoren aufgespannt, die den Punkt mit den zwei Sattelpunkten, die sich auf
den angrenzenden Seiten befinden, verbinden.

perkolierender Form vorhandenen Wassers bzw. des einzig in perkolierender Form vorhande-
nen Ols identisch. Das System aus der Abbildung ist als System zweier Gleichungen
identisch mit dem System aus da es unter den getroffenen Vereinfachungen keinen
Unterschied macht, ob die Wassersédttigung komplett aus perkolierendem oder nichtperkolie-
rendem Wasser besteht, da beide die selbe Mobilitéat aufweisen und keine Masse austauschen.
Das System aus Abbildung wurde im Zweigleichungskapitel @ nicht besprochen, da es
nur Bewiisserungen zulisst, die anfinglich komplett mit nichtperkolierendem Ol gefiillt sind.

Dies ist physikalisch unmoglich.
Bei der zweiten Klasse, die in Abbildungen 7.8(j)| dargestellt ist, sind zwei der phy-

sikalischen Variablen Sy, S5, S3, S, identisch. Auf jeder dieser Ebenen existieren vier Sattel-
punkte, zwei stabile Fixpunkte und ein instabiler Fixpunkt des vollen Systems. Von den vier
Sattelpunkten stammen zwei aus der Teilmenge S und zwei aus S_,. Der einzige relativ zu
den anderen sich in einer Ecke befindliche Sattelpunkt, der aus S; stammt, dient auf der
zweidimensionalen Untermannigfaltigkeit als stabiler Fixpunkt, die anderen drei dienen als

Sattelpunkte. Damit besteht das zweidimensionale System wie in der ersten Klasse aus einem
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Abbildung 7.8: Die zehn zweidimensionalen invarianten Untermannigfaltigkeiten und deren Fix-
punkte mit Werten aus Tabelle ﬂ Es sind die stabilen (Diamanten) und insta-
bilen (Kugeln) Fixpunkte und die Sattelpunkte (Wiirfel) gezeigt. Bei Abbildun-
gen a)-(d) existieren drei stabile Fixpunkte und vier Sattelpunkte, wobei der
im Zentrum liegende sich wie ein instabiler Fixpunkt verh&lt. Bei Abbildungen
7.8(e)-(j) existieren zwei stabile Fixpunkte, ein instabiler Fixpunkt und vier Sat-
telpunkte, wobei der in der Ecke liegende sich wie ein stabiler Fixpunkt verhélt.

instabilen Punkt im Zentrum, drei stabilen Punkten in den Ecken und drei Sattelpunkten
auf den Kanten. Die Systeme aus den Abbildungen und sind wie bei
der ersten Klasse auf ein rechtwinkliges gleichschenkliges Dreieck beschrinkt. Die Systeme
aus den Abbildungen [7.8(g)| und [7.8(h)| sind auf ein gleichseitiges Dreieck beschrankt. Das
System aus ist auf ein gleichschenkliges Dreieck beschréankt. Nun werden die Phasen-
portraits und Sattigungsprofile der zweiten Klasse der zweidimensionalen Teilsysteme, d.h.
die aus Abbildung [7.8(e)H7.8(j), genauer untersucht. Dies geschieht in der gleichen Art und
Weise wie in den Abschnitten [6.3.1] und [6.3.2] iiber einzig in perkolierender Form vorhande-
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Abb. Gleichung Richt.vektoren | phys. Erhalt. Fixpunkte Bew.rel.

78) | u—v=0 (0,0,1) S, =0 i1 iv, v, v, x, xii ia
V2 (1,1,0)

7.8(b) v=2>0 (1,0,0) S, =0 i,ii,iv,vi,vil,ix,xii ja

(0,0,1)

7.8(c) u+w=1 (0,1,0) S3=0 11,111, 1v,ix,x,X1,XV nein
v27'(1,0,-1)

7.8(d) w=0 (1,0,0) Si=0 i i, i, vil, vil xixiv | ja

(0,1,0)

7.8(e) u—2v=20 (O 0,1) S1 =Sy 1,1v,v,vi,xi,xiv,xv ja
V5 (2,1,0)

78(f) | 2u—v+w=1| V5 1(1, 2,0) S =55 iii,iv, v, vii,x,xii,xiv nein
V5 (1,0, -2)

78(g)| | u—v—w=0] v27'(1,1,0) S =58, 1, v, Vi, ix, xii,xv ia
v27'(1,0,1)

78M)|| utvtw=1 | V2 1(1 —1,0) Sy = S5 ii,iv, v, viii,ix,xiii,xiv nein
V2 (1,0, -1)

7.8(i) —v+w=0 (1,0,0) Sy =9, 1,11, v,vii,x,xiii,xv ja
Vv2710,1,1)

7.8(j) u+2w=1 (0,1,0) S3 =54 ii,iii, v, vi,xi,xii,xiii ja
V5 (2,0,-1)

Tabelle 7.4: Ebenengleichung, Richtungsvektoren, physikalische Erhaltung, Fixpunkte und Be-
wésserungsrelevanz der zweidimensionalen Untermannigfaltigkeiten aus Abbildung

&)

nes Wasser oder Ol. Es gibt einen instabilen Fixpunkt, der hier identisch mit dem instabilen
Fixpunkt des dreidimensionalen Systems ist. Es existiert ein stabiler Fixpunkt, der entweder
auch gleichzeitig der stabile Fixpunkt des dreidimensionalen Systems ist, oder, falls kein sta-
biler Fixpunkt des dreidimensionalen Systems fiir eine plausible Bew#sserung zur Verfiigung
steht, gleich einem Sattelpunkt aus S, ist. Und es gibt zwei Sattelpunkte, die entweder, falls
kein stabiler Fixpunkt des dreidimensionalen Systems fiir eine plausible Bewisserung zur
Verfiigung steht, aus S, sind oder gleich einem Sattelpunkt aus S und einem Sattelpunkt
aus S, sind. Diese zwei Sattelpunkte sind mit einer diinnen Linie £(\) verbunden. Sie kann so
parametrisiert werden, dass £(0) gleich dem einen Sattelpunkt und £(1) gleich dem anderen

Sattelpunkt ist. Nachdem jede Trajektorie diese Linie genau einmal schneidet, kann man mit
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Abbildung 7.9: Phasenportraits und Séttigungsprofile des zweidimensionalen Systems aus Ab-
bildung Diamanten, Kugeln und Wiirfel zeigen stabile und instabile Fix-
punkte und Sattelpunkte. Die fetten Linien sind Trajektorien parametrisiert mit
der konvexen Hiille zweier Sattelpunkte, dargestellt als diinne Linie.

(g, vo, wy) (U, Uy wy) | (U, Uy Win) A
(0.5,0.25,0.25) | (0,0,0) | (0.67,0.33,0) | 0
(0.5,0.25,0.25) | (0,0,0) . 0.34
(0.5,0.25,0.25) | (0,0,0) . 0.44
(0.5,0.25,0.25) | (0,0,0) | (0,0,0.5) | 1

Tabelle 7.5: Links- und rechtsseitige Randwerte, Uberschuss bzw. Terrassenpunkte und \-Werte
fiir die Trajektorien und Séttigungsprofile in Abbildung

dem A-Wert des Schnittpunktes alle moglichen Trajektorien eindeutig benennen. Der A-Wert
dient als Parameter fiir Bifurkationen im topologischen Verhalten der Séttigungen wu, v, w.
Fiir jedes der sechs zweidimensionalen Teilsysteme werden im Folgenden die Phasenportraits
und Sattigungsprofile ihrer Bifurkationstrajektorien dargestellt. Dazu gibt es Tabellen, die

diese Trajektorien und Bifurkationen beschreiben.

A m. fall. u | m. fall. v | m. fall. w | Uber. u | Uber. v | Uber. w
(0,0.34) nein nein ja ja ja nein
(0.34,0.44) ja ja ja nein nein nein
(0.44,1) ja ja nein nein nein ja

Tabelle 7.6: Bifurkationen mit Parameter A fiir Abbildung @
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Abbildung 7.10: Phasenportraits und Sittigungsprofile des zweidimensionalen Systems aus Ab-
bildung Diamanten, Kugeln und Wiirfel zeigen stabile und instabile Fix-
punkte und Sattelpunkte. Die fetten Linien sind Trajektorien parametrisiert mit
der konvexen Hiille zweier Sattelpunkte, dargestellt als diinne Linie.

(g, Vo, wy) (Uy, Vp, Wy ) (Umy Vmy Win) A
(0.5,0.25,0.25) | (0.5,0,0) (0.67,0,0) 0
(0.5,0.25,0.25) | (0.5,0,0) | (0.54,0.19,0.11) | 0.38
(0.5,0.25,0.25) | (0.5,0,0) - 0.5
(0.5,0.25,0.25) | (0.5,0,0) | (0.46,0.11,0.19) | 0.62
(0.5,0.25,0.25) | (0.5,0,0) | (0.33,0,0.33) | 1

Tabelle 7.7: Links- und rechtsseitige Randwerte, Uberschuss bzw. Terrassenpunkte und \-Werte
fiir die Trajektorien und Séttigungsprofile in Abbildung

In Abbildung[7.9sind die Phasenportraits und Sattigungsprofile bestimmter Trajektorien aus
Tabelle [7.5] des zweidimensionalen Systems aus Abbildung [7.8(e)] dargestellt. Seine Bifurka-
tionen stehen in Tabelle Hier gilt immer, dass S; = S5, d.h. dass die Wasserséttigung zu

A m. fall. w | m. fall. v | m. fall. w | Uber. u | Uber. v | Uber. w
(0,0.38) nein nein ja ja ja nein
(0.38,0.5) nein ja ja ja nein nein
(0.5,0.62) nein ja ja nein nein nein
(0.62,1) nein ja nein nein nein ja

Tabelle 7.8: Bifurkationen mit Parameter A fiir Abbildung 7.10l
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Abbildung 7.11: Phasenportraits und Sattigungsprofile des zweidimensionalen Systems aus Ab-

(g, vo, wy) (U, Uy wy) | (U, Uy Win) A
(0.5,0.25,0.25) | (0,0,0) | (0.5,0.5,0) | 0
(0.5,0.25,0.25) | (0,0,0) . 0.55
(0.5,0.25,0.25) | (0,0,0) . 0.65
(0.5,0.25,0.25) | (0,0,0) | (0.33,0,0.33) | 1

bildung Diamanten, Kugeln und Wiirfel zeigen stabile und instabile Fix-
punkte und Sattelpunkte. Die fetten Linien sind Trajektorien parametrisiert mit
der konvexen Hiille zweier Sattelpunkte, dargestellt als diinne Linie.

Tabelle 7.9: Links- und rechtsseitige Randwerte, Uberschuss bzw. Terrassenpunkte und \-Werte
fiir die Trajektorien und Séttigungsprofile in Abbildung

gleichen Teilen aus perkolierendem und nichtperkolierendem Wasser besteht. Die Anfangs-
sattigung ist (ug, vy, wy) = (0.5,0.25,0.25), die Endséttigung ist (u,, v, w,) = (0,0,0) und
die beiden Sattelpunkte sind (u,, vm, wy) € {(0.67,0.33,0), (0,0,0.5)}. Die Trajektorie mit

A = 0 erzeugt eine Welle, die fiir einen maximalen Uberschuss in u steht. Die Trajektorie

mit A = 0.34 zeigt eine Welle, die fiir einen minimalen Uberschuss in u steht. Die Trajek-

torie mit A\ = 0.44 erzeugt eine Welle, die fiir einen minimalen Uberschuss in w steht. Die

A m. fall. u | m. fall. v | m. fall. w | Uber. u | Uber. v | Uber. w
(0,0.55) ja nein ja nein ja nein
(0.55,0.65) ja ja ja nein nein nein
(0.65,1) ja ja nein nein nein ja

Tabelle 7.10: Bifurkationen mit Parameter A fiir Abbildung 7.11l
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Trajektorie mit A = 1 zeigt eine Welle, die fiir einen maximalen Uberschuss in w steht. Sie
stellen die Bifurkationstrajektorien dar, so gibt es fiir A € (0,0.34) einen Uberschuss in u,
fir A € (0.34,0.44) sind alle Wellen monoton fallend und fiir A € (0.44,1) gibt es einen

Uberschuss in w.

In Abbildung sind die Phasenportraits und Sattigungsprofile bestimmter Trajektori-
en aus Tabelle des zweidimensionalen Systems aus Abbildung dargestellt. Seine
Bifurkationen stehen in Tabelle [7.8] Hier gilt immer, dass S; = S, d.h. dass die perkolie-
renden Phasen zu jeder Zeit die gleichen Sattigungen aufweisen. Die Anfangsséittigung ist
(wg, vg, we) = (0.5,0.25,0.25), die Endséttigung ist (uy, v, w;) = (0.5,0,0) und die beiden
Sattelpunkte sind (um, Vm, wn) € {(0.67,0,0),(0.33,0,0.33)}. Die Trajektorie mit A = 0
zeigt eine Welle, die fiir einen maximalen Uberschuss in « und v steht. Die Trajektorie mit
A = 0.38 erzeugt eine Welle, die fiir einen minimalen Uberschuss in v steht. Die Trajektorie
mit A = 0.5 zeigt eine Welle, die konstant in u ist. Die Trajektorie mit A = 0.62 erzeugt eine
Welle, die fiir einen minimalen Uberschuss in w steht. Die Trajektorie mit A = 1 zeigt eine
Welle, die fiir einen maximalen Uberschuss in w und einen maximalen Unterschuss in u steht.
Sie stellen die Bifurkationstrajektorien dar, so gibt es fiir A € (0,0.38) einen Uberschuss in u
und v, fiir A € (0.38,0.5) einen Uberschuss in u, fiir A € (0.5,0.62) gibt es einen Unterschuss
in v und fiir A € (0.62,1) gibt es einen Unterschuss in v und einen Uberschuss in w. Die
Wellen sind strenggenommen keine Bewésserungen, da die Anfangs- und Endwasserséttigung
identisch ist. Trotzdem werden sie hier besprochen, da sie das komplexe Verhalten zeigen,
wenn man Wasser in perkolierend und nichtperkolierend aufspaltet. Weil sich die nichtper-
kolierenden Phasen #ndern, kénnen nun Uber- und Unterschiisse in der Wassersittigung

entstehen.

In Abbildung sind die Phasenportraits und Sattigungsprofile bestimmter Trajektorien
aus Tabelle [7.9] des zweidimensionalen Systems aus Abbildung dargestellt. Seine Bi-
furkationen stehen in Tabelle [7.10] Hier gilt immer, dass S; = Sy, d.h. dass die Séttigung des
perkolierenden Wassers zu jeder Zeit mit der Sattigung des nichtperkolierenden Ols identisch
ist. Die Anfangsséttigung ist (ug, vy, we) = (0.5,0.25,0.25), die Endsittigung ist (u,, v, w;) =
(0,0,0) und die beiden Sattelpunkte sind (uy, vm, wn) € {(0.5,0.5,0),(0.33,0,0.33)}. Die
Trajektorie mit A = 0 erzeugt eine Welle, die fiir einen maximalen Uberschuss in v steht.
Die Trajektorie mit A = 0.55 zeigt eine Welle, die fiir einen minimalen Uberschuss in v steht.
Die Trajektorie mit A = 0.65 erzeugt eine Welle, die fiir einen minimalen Uberschuss in w
steht. Die Trajektorie mit A = 1 zeigt eine Welle, die fiir einen maximalen Uberschuss in w
und einen Terrassenpunkt in u steht. Sie stellen die Bifurkationstrajektorien dar, so gibt es
fiir A € (0,0.55) einen Uberschuss in v, fiir A € (0.55,0.65) sind alle Wellen monoton fallend
und fiir A € (0.65,1) gibt es einen Uberschuss in w.
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Abbildung 7.12: Phasenportraits und Sattigungsprofile des zweidimensionalen Systems aus Ab-
bildung Diamanten, Kugeln und Wiirfel zeigen stabile und instabile Fix-
punkte und Sattelpunkte. Die fetten Linien sind Trajektorien parametrisiert mit
der konvexen Hiille zweier Sattelpunkte, dargestellt als diinne Linie.

(g, vo, wy) (Uy, U, Wy ) (U, U, Wiy ) A
(0.5,0.25,0.25) | (0.5,0.5,0) | (0.67,0.33,0) | 0
(0.5,0.25,0.25) | (0.5,0.5,0) - 0.5
(0.5,0.25,0.25) | (0.5,0.5,0) - 0.63
(0.5,0.25,0.25) | (0.5,0.5,0) | (0.33,0.33,0.33) | 1

Tabelle 7.11: Links- und rechtsseitige Randwerte, Uberschuss bzw. Terrassenpunkte und \-Werte
fiir die Trajektorien und Séttigungsprofile in Abbildung

In Abbildung sind die Phasenportraits und Sattigungsprofile bestimmter Trajektori-
en aus Tabelle des zweidimensionalen Systems aus Abbildung dargestellt. Sei-
ne Bifurkationen stehen in Tabelle [7.12] Hier gilt immer, dass Sy = S3, d.h. dass die
Sattigung des nichtperkolierenden Wassers zu jeder Zeit mit der Sattigung des perkolie-
renden Ols identisch ist. Die Anfangssittigung ist (ug,ve, we) = (0.5,0.25,0.25), die End-
sattigung ist (uy, v, wy) = (0.5,0.5,0) und die beiden Sattelpunkte sind (upy, vy, W) €

A m. fall. w | m. fall. v | m. fall. w | Uber. u | Uber. v | Uber. w
(0,0.5) nein m. steigend ja ja nein nein
(0.5,0.63) nein m. steigend ja nein nein nein
(0.63,1) nein m. steigend nein nein nein ja

Tabelle 7.12: Bifurkationen mit Parameter A fiir Abbildung 7.12l
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Abbildung 7.13: Phasenportraits und Séttigungsprofile des zweidimensionalen Systems aus Ab-
bildung Diamanten, Kugeln und Wiirfel zeigen stabile und instabile Fix-
punkte und Sattelpunkte. Die fetten Linien sind Trajektorien parametrisiert mit
der konvexen Hiille zweier Sattelpunkte, dargestellt als diinne Linie.

(ue, ve, wy) (U, Up, W)

(U, U, W)

A

(0.5,0.25,0.25) | (0,0,0)
(0.5,0.25,0.25) | (0,0,0)
(0.5,0.25,0.25) | (0,0,0)

(0.5,0,0)

(0.33,0.33,0.33)

0
0.64
1

Tabelle 7.13: Links- und rechtsseitige Randwerte, Uberschuss bzw. Terrassenpunkte und \-Werte
fiir die Trajektorien und Séttigungsprofile in Abbildung

{(0.67,0.33,0), (0.33,0.33,0.33) }. Die Trajektorie mit A = 0 zeigt eine Welle, die fiir einen

maximalen Uberschuss in u und fiir einen steigenden Terrassenpunkt in v steht. Die Trajek-

torie mit A = 0.5 erzeugt eine Welle, die fiir eine konstante u-Séttigung steht. Die Trajektorie

mit A = 0.63 zeigt eine Welle, die fiir einen minimalen Uberschuss in w steht. Die Trajektorie

mit A = 1 erzeugt eine Welle, die fiir einen maximalen Uberschuss in w, einen maximalen

Unterschuss in v und einem Terrassenpunkt in v steht. Sie stellen die Bifurkationstrajektori-
en dar, so gibt es fiir A € (0,0.5) einen Uberschuss in w, fiir A € (0.5,0.63) einen Unterschuss

in « und fiir A € (0.63, 1) gibt es einen Unterschuss in u und einen Uberschuss in w. Die Wel-

A ‘ m. fall. u ‘ m. fall. v ‘ m. fall. w ‘ Uber. u ‘ Uber. v | Uber. w

(0,0.64) ja ja m. steigend | nein

(0.64,1) ja nein m. steigend | nein
Tabelle 7.14: Bifurkationen mit Parameter A fiir Abbildung |7.13]

nein nein

ja nein
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Abbildung 7.14: Phasenportraits und Sattigungsprofile des zweidimensionalen Systems aus Ab-
bildung Diamanten, Kugeln und Wiirfel zeigen stabile und instabile Fix-
punkte und Sattelpunkte. Die fetten Linien sind Trajektorien parametrisiert mit
der konvexen Hiille zweier Sattelpunkte, dargestellt als diinne Linie.

(g, vo, wy) (Uy, U, Wy ) (U, Vpm, Wiy ) A
(0.5,0.25,0.25) | (0,0,0.5) | (0.33,0,0.33) | 0
(0.5,0.25,0.25) | (0,0,0.5) . 0.64
(0.5,0.25,0.25) | (0,0,0.5) | (0.33,0.33,0.33) | 1

Tabelle 7.15: Links- und rechtsseitige Randwerte, Uberschuss bzw. Terrassenpunkte und \-Werte
fiir die Trajektorien und Séttigungsprofile in Abbildung

len sind streng genommen keine Bewésserungen, da die Anfangs- und Endwassersittigung
identisch ist. Trotzdem werden sie hier besprochen, da sie das komplexe Verhalten zeigen,
wenn man Wasser in perkolierend und nichtperkolierend aufspaltet. Weil sich die nichtper-
kolierenden Phasen #ndern, kénnen nun Uber- und Unterschiisse in der Wassersittigung

entstehen.

In Abbildung sind die Phasenportraits und Sattigungsprofile bestimmter Trajektori-
en aus Tabelle des zweidimensionalen Systems aus Abbildung [7.8(i)| dargestellt. Seine

A ‘ m. fall. u ‘ m. fall. v ‘ m. fall. w ‘ Uber. u ‘ Uber. v | Uber. w

(0,0.64) ja ja ja nein nein nein

(0.64,1) ja nein nein nein ja ja
Tabelle 7.16: Bifurkationen mit Parameter A\ fiir Abbildung 7.14l
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Bifurkationen stehen in Tabelle [7.14] Hier gilt immer, dass Sy = Sy, d.h. dass die nichtper-
kolierenden Séttigungen gleich sind. Die Anfangsséttigung ist (ug, v, we) = (0.5,0.25,0.25),
die Endséttigung ist (u;, vy, w;) = (0,0,0) und die beiden Sattelpunkte sind (uy,, Um, W) €
{(0.5,0,0), (0.33,0.33,0.33) }. Die Trajektorie mit A\ = 0 zeigt eine Welle, die fiir eine zu den
parallel laufenden monotonen v- und w-Wellen nach vorne verschobene monotone u-Welle
steht. Die Trajektorie mit A = 0.64 erzeugt eine Welle, die fiir einen minimalen Uberschuss
in v und w steht. Die Trajektorie mit A = 1 zeigt eine Welle, die fiir einen maximalen
Uberschuss in v und w und einen Terrassenpunkt in u steht. Sie stellen die Bifurkationstra-
jektorien dar, so sind die Wellen fiir A € (0,0.64) monoton fallend und fiir A € (0.64, 1) gibt

es einen Uberschuss in v und w.

In Abbildung sind die Phasenportraits und Sattigungsprofile bestimmter Trajektorien
aus Tabelle des zweidimensionalen Systems aus Abbildung dargestellt. Seine Bi-
furkationen stehen in Tabelle Hier gilt immer, dass Ss = S;, d.h. dass die Olsiittigung
zu gleichen Teilen aus perkolierendem und nichtperkolierendem Ol besteht. Die Anfangsséit-
tigung ist (ug, v, wy) = (0.5,0.25,0.25), die Endséttigung ist (u,, vy, w,) = (0,0,0.5) und die
beiden Sattelpunkte sind (U, vm, wy) € {(0.33,0,0.33), (0.33,0.33,0.33) }. Die Trajektorie
mit A = 0 zeigt eine Welle, die fiir einen Terrassenpunkt in u und w steht. Die Trajekto-
rie mit A = 0.64 erzeugt eine Welle, die fiir einen minimalen Uberschuss in v steht. Die
Trajektorie mit A = 1 zeigt eine Welle, die fiir einen maximalen Uberschuss in v und einen
Terrassenpunkt in v und w steht. Sie stellen die Bifurkationstrajektorien dar, so sind die
Wellen fiir A € (0,0.64) monoton und fiir A\ € (0.64, 1) gibt es einen Uberschuss in v.

Zusammenfassend gibt es also drei unterschiedliche zweidimensionale Bewisserungssyste-
me, wovon es wiederum drei verschiedene gibt. Bei den ersten ist eine der drei Sattigungen
S1, 92,94 nicht vorhanden. Das Medium ist anfangs komplett mit perkolierendem Ol gefiillt.
Nach der Welle existieren die drei vorhandenen Sattigungen zu gleichen Teilen. Bei den zwei-
ten Systemen sind zwei der drei Séttigungen Sp,.S;,.5, identisch. Das Medium ist anfangs
komplett mit perkolierendem Ol gefiillt. Nach der Welle existieren die vier Sittigungen zu
gleichen Teilen. Bei den dritten Systemen ist eine der drei Sattigungen Si,Ss, Sy identisch
mit Ss. Das Medium ist anfangs zur Hélfte mit perkolierendem Ol und einer der anderen
drei Phasen gefiillt. Nach der Welle existieren die vier Séttigungen zu gleichen Teilen. Davon
sind jedoch die zwei Wellen, bei denen das Medium anfangs zur Hélfte mit perkolierendem
oder nichtperkolierendem Wasser gefiillt ist, streng genommen keine Bewésserungswelle, da
die Wassersittigung vor und nach der Welle identisch ist. Also hat man insgesamt sieben
verschiedene Randbedingungen, die eine echte zweidimensionale Bewésserungswelle mit Ge-
schwindigkeit ¢ = 1 und k, = k, = ky, = 0 zulassen. Jede dieser Randbedingungen hat

wieder einen Freiheitsgrad, der verschiedene Profile zulésst.
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Abbildung 7.15: Phasenportraits fiir die 15 eindimensionalen Bew#isserungswellen. Diamanten,
Kugeln und Wiirfel zeigen stabile und instabile Fixpunkte und Sattelpunkte.
Die fetten Linien sind Trajektorien.

7.2.3.2 Eindimensionale Untermannigfaltigkeiten und ihre Lésungen

In Tabelle sind die 25 eindimensionalen linearen invarianten Untermannigfaltigkeiten
dargestellt, wovon 15 eine Bewisserungsrelevanz besitzen. Sie sind Schnittgeraden der zwei-
dimensionalen invarianten Ebenen aus Abbildung [7.8 Die Phasenportraits und ihre Sétti-
gungsprofile sind in Abbildung und dargestellt. Desweiteren liegen auf jeder dieser

Geraden drei Fixpunkte. Es existieren vier verschiedene Klassen.

Bei der ersten Klasse existieren nur zwei der vier Sattigungen. Damit gibt es sechs Geraden,
wobei nur zwei eine Bewésserungsrelevanz besitzen. Es befinden sich zwei stabile Fixpunkte
und ein Sattelpunkt aus St auf der Geraden. Die stabilen Fixpunkte sind natiirlich auch
stabil auf der Geraden, der Sattelpunkt dient als instabiler Fixpunkt. Im Phasenportrait
sieht man die zwei Linien auf der (u,v)-Ebene, wie sie den Ursprung mit den Punkten
(0.5,0,0) und (0.5,0.5,0) verbinden.

Die zwei Wellen sind in Abbildung [7.16(a)| und [7.16(b)| gezeigt. Sie bewéssern ein komplett

trockenes Medium entweder zur Héalfte mit nichtperkolierendem oder perkolierendem Was-

ser. Wie schon vorher beschrieben, unterscheiden sich perkolierende und nichtperkolierende
Phasen unter den getroffenen Vereinfachungen und Parametern nicht. Deswegen ist die Was-
serwelle mit perkolierendem oder nichtperkolierendem Wasser identisch. Dieses System ist

nichts anderes als ein Eingleichungssystem mit den zwei Séttigungen Wasser und Ol.

Bei der zweiten Klasse existieren drei der vier Séttigungen, wovon zuséatzlich zwei iden-
tisch sind. Damit gibt es zwdolf Geraden, wobei neun eine Bewé&sserungsrelevanz besitzen.

Es befindet sich ein stabiler Fixpunkt, ein Sattelpunkt aus S;f und ein Sattelpunkt aus S
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Abb. Abb. 2dim phys. Erhalt. Fixpunkte | Bew.rel.
- 7.8(a)lf7.8(b) S1=0,5%=0 iiv, vi nein
- 7.8(a)lf7.8(c) S1=0,5=0 iii,iv, x nein
716(a) | [78()l7-8(d) S1=0,S=0 | ijiiviii ja
- 7.8(b)7.8(c) Sy =0,5 =0 ii,iv,ix nein
716(0) | [78M)7.8(d) Sy =0,8,=0 | iiivii ja
- 7.8(c)lf7.8(d) S3=0,59 =0 i, i, xi nein
] 7.8(a)l7.8(h) S1=0,8 =Sy | iv,viiixiii | nein
7.16(c) 7.8(a)|7.8(1) S1=0,5 =25, i,x,xiii ja
7.16(d) 7.8(a)l7-8() S1=0,8 =S, | iii,vixiii ja
- 7.8(b)lf7.8(f) Sy =0,5, =295 | iv,viixii nein
7.16(e) 7.8(b)lf7.8(g) Sy =0,5 =25, i,ix,xii ja
7.16(f) 7.8(b)lf7.8(j) Sy =0,53 =295, ii,vi,xii ja
- 7.8(c)lf7.8(e) S3=0,51 =295 iv,xi,xv nein
7.16(g) 7.8(c)7.8(g) S3=0,5 =295, i1, ix,xv ja
7.16(h) 7.8(c)7.8(i) S3=0,5 =295, i, x,xv ja
7.16(i) 7.8(d)}f7.8(e) Sy=0,5=295 i,xi,xiv ja
7.16(j) 7.8(d)lf7.8(f) Sy =0,5, =955 | iii,vii,xiv ja
7.16(k) 7.8(d)|7.8(h) Sy =0,8 =53 | ii,viii,xiv ja
- 7.8(e)7.8(HU7.8(h)[ | S; =52 =53 iv,v,xiv nein
716(0)| | 8L 78@l8() | Si=S8 =8, | iiiv,xii ja
716(m)| | [7.8(e)} [78(e)[T80D)| | S =8, =S, i,v,xv ja
716m)] | F8MITSOITSG] | Sa=Ss =8, | iiv.xii ja
7.16(0) 788G | 1= 5,55 =81 | vvixi ja

- 78(f) 78(1) 51 = 53, Sg = 54 V,Vii,X nein
- 78(g) 78(h) Sl = 54, Sg = 53 V,Viii,iX nein

Tabelle 7.17: Abbildung ihrer Sattigungsprofile, Abbildungen ihrer zweidimensionalen Unterman-
nigfaltigkeiten aus Abbildung physikalische Erhaltung, Fixpunkte und Bewéas-
serungsrelevanz der eindimensionalen Untermannigfaltigkeiten.

auf der Geraden. Der stabile Fixpunkt bleibt stabil auf der Geraden, der Sattelpunkt aus
S dient als stabiler Fixpunkt und der Sattelpunkt aus S ist instabil auf der Geraden.
Im Phasenportrait sieht man die ersten zwei Linien, wie sie den instabilen Fixpunkt

mit dem Ursprung und dem Punkt auf der w-Achse verbinden. Die néchsten zwei Linien
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Abbildung 7.16: Sattigungsprofile der 15 verschiedenen eindimensionalen Bewisserungswellen.

verbinden den Punkt (0.33,0,0.33) mit dem Ursprung und dem Punkt auf der w-Achse.
Desweiteren verbinden die zwei folgenden Linien den Punkt (0.67,0.33,0.33) mit den Punk-
ten (0.5,0,0.5) und (0.5,0.5,0.5). Die letzten drei Linien verbinden auf der (u, v)-Ebene den
Punkt (0.67,0.33,0) mit dem Ursprung und den Punkten (0.5,0,0) und (0.5,0.5,0).

Die neun Wellen sind in Abbildungen [7.16(c)| bis [7.16(k)| gezeigt.

In Abbildungen [7.16(c)| und [7.16(d)| existiert kein perkolierendes Wasser und das nichtper-
kolierende Ol ist mit dem nichtperkolierenden Wasser oder perkolierenden Ol identisch. Die

Welle fiillt das trockene Medium, das entweder komplett mit perkolierendem Ol oder zur Half-
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te mit perkolierendem und nichtperkolierendem Ol gefiillt ist, zu einem Drittel mit nichtper-
kolierendem Wasser. Die iibrigen zwei Drittel bestehen jeweils zur Hélfte aus perkolierendem

und nichtperkolierendem Ol.

In Abbildungen [7.16(e)| und |7.16(f)| existiert kein nichtperkolierendes Wasser und das nicht-
perkolierende Ol ist mit dem perkolierenden Wasser oder Ol identisch. Die Welle fiillt das

trockene Medium, das entweder komplett mit perkolierendem Ol oder zur Hilfte mit perkolie-
rendem und nichtperkolierendem Ol gefiillt ist, zu einem Drittel mit perkolierendem Wasser.
Die {ibrigen zwei Drittel bestehen jeweils zur Hélfte aus perkolierendem und nichtperkolieren-
dem Ol. Auch hier erkennt man die Symmetrie in den perkolierenden und nichtperkolierenden

Wasserlosungen.

In Abbildungen |7.16(g){und [7.16(h)|existiert kein perkolierendes Ol und das nichtperkolieren-
de Ol ist mit dem perkolierenden oder nichtperkolierenden Wasser identisch. Die Welle fiillt

das zur Hélfte mit nichtperkolierendem Ol und perkolierendem oder nichtperkolierendem
Wasser gefiillten Medium zu je einem Drittel mit perkolierendem und nichtperkolierendem

Wasser und nichtperkolierendem OL.

In Abbildungen [7.16(i), [7.16(j)| und [7.16(k)| existiert kein nichtperkolierendes Ol. Entwe-

der sind die Wasserphasen identisch oder die perkolierenden Phasen sind identisch oder das

nichtperkolierende Wasser gleicht dem perkolierenden Ol. Das Medium ist entweder komplett
trocken oder es ist zur Hilfte mit perkolierendem Ol und perkolierendem oder nichtperko-
lierendem Wasser gefiillt. Die Welle fiillt es zu je einem Drittel mit perkolierendem und

nichtperkolierendem Wasser und perkolierendem OL.

Bei der dritten Klasse sind drei der vier Sattigungen identisch. Damit gibt es vier Geraden,
wobei drei eine Bewésserungsrelevanz besitzen. Es befindet sich ein stabiler und ein instabiler
Fixpunkt und ein Sattelpunkt aus S, auf der Geraden. Der stabile und instabile Fixpunkt
bleibt stabil bzw. instabil auf der Geraden, der Sattelpunkt dient als stabiler Fixpunkt. Im
Phasenportrait sieht man die drei Linien, wie sie den instabilen Fixpunkt mit dem
Punkt (0.33,0,0.33), dem Ursprung und dem Punkt (0.33,0.33,0.33) verbinden.

In Abbildung sind die Olphasen mit dem perkolierenden Wasser identisch. Das Medi-
um ist anfangs mit je einem Drittel dieser Phasen gefiillt. Nach der Welle exisitieren alle vier
Phasen zu gleichen Teilen. In Abbildung sind die Wasserphasen mit dem nichtperko-
lierenden Ol identisch. Das Medium ist anfangs komplett trocken. Nach der Welle exisitieren
alle vier Phasen zu gleichen Teilen. In Abbildung sind die Olphasen mit dem nicht-
perkolierenden Wasser identisch. Das Medium ist anfangs mit je einem Drittel dieser Phasen

gefiillt. Nach der Welle existieren alle vier Phasen zu gleichen Teilen.
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Abbildung 7.17: Fixpunkte und Definitionsbereich (grau) des fiir die Bewisserung interessanten
Systems mit Parametern aus Tabelle Es sind ein stabiler (Diamant) und
ein instabiler (Kugel) Fixpunkt und sechs Sattelpunkte (Wiirfel) zu sehen. Die
Rénder der konvexen Hiillen der Teilsysteme aus Tabelle sind als fette
schwarze Linien dargestellt. Jede Trajektorie, die den instabilen mit dem stabilen
Fixpunkt verbindet, schneidet diese konvexen Hiillen genau einmal.

Bei der vierten Klasse sind jeweils zwei der vier Séttigungen identisch. Damit gibt es drei
Geraden, wobei eine Bewésserungsrelevanz besitzt. Es befindet sich ein instabiler Fixpunkt
und zwei Sattelpunkte aus S auf der Geraden. Der instabile Fixpunkt bleibt instabil auf der
Geraden, die Sattelpunkte dienen als stabile Fixpunkte. Im Phasenportrait sieht man

die Linie, wie sie den instabilen Fixpunkt mit dem Punkt auf der w—Achse verbindet.

In Abbildung sind jeweils die Wasser und Olphasen identisch. Das Medium ist anfangs
jeweils zur Halfte mit den Olphasen gefiillt. Nach der Welle existieren alle vier Phasen zu

gleichen Teilen.

7.2.3.3 Dreidimensionale Untermannigfaltigkeiten und ihre Losungen

Nachdem die ein und zweidimensionalen Untermannigfaltigkeiten und deren Bewé&sserungs-
systeme besprochen wurden, ist es nun moglich, die dreidimensionalen Untermannigfaltig-

keiten zu besprechen.

Abbildung zeigt die Fixpunkte und den Definitionsbereich des fiir die Bewdisserung
interessanten Systems mit Parametern aus Tabelle [7.2] Alle zweidimensionalen Unterman-
nigfaltigkeiten, die dabei als Begrenzungen eine Rolle spielen, sind in Tabelle [7.18 aufge-
listet. So wird der Bewésserungsbereich von den Untermannigfaltigkeiten aus Abbildungen
[7.8(a)l [7.8(f), [7.8(b), [7.8(h)|, [7.8(d)| und [7.8(j)| begrenzt. Daraus folgt, dass zu jeder Zeit einer
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Abb. | phys. Erhalt. | Fixpunkte Ort

7.8(a) S1=0 i,vi,viii,xiii Rand links hinten

7.8(f) S1 = S3 v, vii,xii,xiv Rand rechts vorne

7.8(b) S =0 i,vi,vii,xii Rand links vorne

7.8(h) Sy = S v, viii,xiii,xiv Rand rechts hinten

7.8(d) S;=0 i,vii,viii,xiv Rand unten

7.8(j) Sy = S3 v,vi,xii,xiii Rand oben

7.8(e) S =9, i,v,vixiv | innen von links vorne nach rechts hinten
7.8(g) S1 =084 i,v,viii,xii | innen von oben vorne nach hinten unten
7.8(i) Sy =9, i,v,vii,xiii | innen von unten vorne nach hinten oben

Tabelle 7.18: Abbildung, physikalische Erhaltung, Fixpunkte und Ort der zweidimensionalen Un-
termannigfaltigkeiten aus Abbildung

phys. Erhalt. Fixpunkte
a| 0<S5 <8 <8< 83| i,v,vixiii
b|0<S; <84< Sy < S3 | i,v,viii,xiii
c|0< Sy <S5 <8< 83| i,vvixii
d|0< Sy <Sy< S <83 | i,v,viixii

e | 0< 5, <8 <8 <83 | i,v,viii,xiv

f10< 54 < SQ < Sl < Sg i,V,Vii,XiV

Tabelle 7.19: Physikalische Erhaltung und Fixpunkte der dreidimensionalen invarianten Teilbe-
reiche des Bewisserungsbereiches aus Abbildung @

Bewisserung die Sattigung von perkolierendem und nichtperkolierendem Wasser und nicht-
perkolierendem Ol kleiner gleich der perkolierenden Olsittigung ist. Desweiteren existieren
im Inneren begrenzende Ebenen aus Abbildungen [7.8(e)} [7.8(g)| und [7.8(i)} die den Bereich
in insgesamt sechs invariante dreidimensionale Teilbereiche teilt. Tabelle gibt die phy-

sikalische Erhaltung und die Fixpunkte der dreidimensionalen invarianten Teilbereiche des
Bewiésserungsbereiches aus Abbildung an. Die Teilbereiche sind konvexe Hiillen mit den
Fixpunkten als Ecken, wobei die Punkte (u,v,w) = (0,0,0) und (u,v,w) = (0.5,0.25,0.25)
als stabile und instabile Fixpunkte immer dabei sind. Die anderen zwei Ecken sind Sattel-
punkte. Die Trajektorien kénnen diese Teilbreiche nicht verlassen. Damit gilt fiir jede Welle
eine der sechs physikalischen Erhaltungen in Tabelle[7.19] Die Trajektorien kénnen somit fiir

jeden Teilbereich getrennt erortert werden.
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Um die Trajektorien eindeutig zu bestimmen, miissen wie bei den zweidimensionalen Sys-
temen Untermannigfaltigkeiten gefunden werden, die von jeder Trajektorie genau einmal
geschnitten werden. Bei den zweidimensionalen Systemen ist dies eine eindimensionale kon-
vexe Hiille, d.h. eine Verbindungslinie der zwei Sattelpunkte. Diesmal ist dies eine zweidi-
mensionale konvexe Hiille mit drei Ecken, wovon zwei Sattelpunkte sind und der dritte auf
der Verbindungslinie des stabilen und instabilen Fixpunktes liegt. Einfachheitshalber wird
er hier durch den Mittelpunkt (uq,vq,wq) = (0.25,0.125,0.125) bestimmt. Damit wird jede
Trajektorie in ihrem jeweiligen Teilbereich durch zwei Variablen (A, ) definiert. Fiir diese

gilt
)\<un7 Un7wn) + ,u(um7vm7 wm) + (1 — A= M)(udavda wd) = (u07vﬂ7w0)7 (736)

mit 0 < A p, (1 — X — p) < 1. Die Punkte (uy, vy, wy) und (g, vm, wy) stellen die zwei
Sattelpunkte dar und (ug, vo, wp) ist der Schnittpunkt der Trajektorie mit der konvexen Hiille
der drei Punkte (uy, vy, wy), (Um, Um, W), (U4, v4, wq). Die Rénder der konvexen Hiillen der
Teilsysteme sind in Abbildung als fette Linien dargestellt.

In Abbildung [7.18] ist die Klassifizierung der Trajektorien auf den sechs unterschiedlichen
dreidimensionalen Untermannigfaltigkeiten aus Tabelle[7.19| mit Parametern A, u der jeweili-
gen konvexen Hiille dargestellt. Der Ursprung steht immer fiir den Punkt (uq, vq, wq) und die
Eckpunkte stehen fiir die durch rémische Zahlen in Tabelle[7.3] gekennzeichneten Sattelpunk-
te. Die horizontal schwarz, die diagonal dunkelgrau und die vertikal hellgrau schraffierten
Flédchen zeigen die Uberschussregionen in S1,.5,,S4. Auf den fett schraffierten Flichen exis-

tieren doppelte Uberschiisse. Die graue Fliche zeigt Uberschiisse in der Wasserséttigung.

Beispiele unterschiedlicher Profilklassen sind in Abbildungen [7.20, [7.19] und [7.21] gezeigt.
Dabei nehmen die Variablen (A, i) jeweils die Werte (0.4, 0.4), (0.8,0.02) bzw. (0.499, 0.499)

arll.

In Abbildung ist die Klassifizierung fiir das Teilgebiet a angegeben, d.h. es gilt iiber-
all 0 < S; < Sy < Sy < S3. Es konnen vier Bereiche identifiziert werden. Der erste Bereich
befindet sich um den Ursprung. Dort sind alle Wellen monoton fallend und damit topologisch
aquivalent zu Abbildung . Der zweite Bereich ist vertikal hellgrau schraffiert. Dort
existiert ein einfacher Uberschuss in Sy. Dies ist beispielhaft in Abbildung darge-
stellt. Der dritte Bereich ist vertikal hellgrau und und diagonal dunkelgrau schraffiert. Dort
existiert ein einfacher Uberschuss in S, und S,. Dies wird in Abbildung gezeigt. Der
vierte Bereich ist vertikal hellgrau und diagonal dunkelgrau fett schraffiert. Dort existiert

ein einfacher Uberschuss in Sy und ein doppelter Uberschuss in S,. Dabei unterscheidet
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Abbildung 7.18: Klassifizierung der Sattigungsprofile auf den sechs unterschiedlichen dreidimen-
sionalen Untermannigfaltigkeiten aus Tabelle [7.19] mit Parametern A, p der je-
weiligen konvexen Hiille. Der Ursprung steht immer fiir den Punkt (ug,vq, wq)
und die Eckpunkte stehen fiir die durch rémische Zahlen in Tabelle |7.3| ge-
kennzeichneten Sattelpunkte. Die horizontal schwarz, die diagonal dunkelgrau
und die vertikal hellgrau schraffierten Flichen zeigen die Uberschussregionen in
S1,59,54. Auf den fett schrafierten Flidchen existieren doppelte Uberschiisse.
Die graue Fliche zeigt Uberschiisse in der Wassersittigung.

sich ein doppelter Uberschuss vom einfachen Uberschuss durch seine zwei Wendepunkte im
Sattigungsprofil links vom Maximum. Das Profil ist in Abbildung [7.21(a)| dargestellt.

In Abbildungist die Klassifizierung fiir das Teilgebiet b angegeben, d.h. es gilt {iberall
0 < S; <8y < Sy < S3. Es konnen vier Bereiche identifiziert werden. Der erste Bereich
befindet sich um den Ursprung. Dort sind alle Wellen monoton fallend und damit topologisch
dquivalent zu Abbildung [7.16(m)| Der zweite Bereich ist diagonal dunkelgrau schraffiert.
Dort existiert ein einfacher Uberschuss in S,. Dies ist beispielhaft in Abbildung
dargestellt. Der dritte Bereich ist diagonal dunkelgrau und vertikal hellgrau schraffiert. Dort
existiert ein einfacher Uberschuss in S, und S,. Dies wird in Abbildung gezeigt. Der
vierte Bereich ist diagonal dunkelgrau und vertikal hellgrau fett schraffiert. Dort existiert ein

einfacher Uberschuss in S, und ein doppelter Uberschuss in Sy. Das Profil ist in Abbildung

7.21(b)| dargestellt.
In Abbildung[7.18(c)|ist die Klassifizierung fiir das Teilgebiet ¢ angegeben, d.h. es gilt iiberall
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Abbildung 7.19: Fiir jedes Teilsystem ein Sittigungsprofil mit einem Uberschuss in einer Phase
jeweils mit Variablen (A, 1) = (0.8,0.02).

0 < Sy <51 <S4 < 85. Es konnen vier Bereiche identifiziert werden. Der erste Bereich
befindet sich um den Ursprung. Dort sind alle Wellen monoton fallend und damit topologisch
dquivalent zu Abbildung [7.16(m)] Der zweite Bereich ist vertikal hellgrau schraffiert. Dort
existiert ein einfacher Uberschuss in S;. Dies ist beispielhaft in Abbildung dargestellt.
Der dritte Bereich ist vertikal hellgrau und horizontal schwarz schraffiert. Dort existiert
ein einfacher Uberschuss in S; und S;. Dies wird in Abbildung gezeigt. Der vierte
Bereich ist vertikal hellgrau fett und horizontal schwarz schraffiert. Dort existiert ein einfacher
Uberschuss in S; und ein doppelter Uberschuss in Sy. Das Profil ist in Abbildung
dargestellt.

In Abbildung[7.18(d)|ist die Klassifizierung fiir das Teilgebiet d angegeben, d.h. es gilt iiberall
0 <5y <S4 <5; < 85. Es konnen vier Bereiche identifiziert werden. Der erste Bereich
befindet sich um den Ursprung. Dort sind alle Wellen monoton fallend und damit topologisch
dquivalent zu Abbildung [7.16(m)] Der zweite Bereich ist horizontal schwarz schraffiert. Dort
existiert ein einfacher Uberschuss in S;. Dies ist beispielhaft in Abbildung dargestellt.
Der dritte Bereich ist horizontal schwarz und vertikal hellgrau schraffiert . Dort existiert
ein einfacher Uberschuss in S; und S,. Dies wird in Abbildung gezeigt. Der vierte
Bereich ist horizontal schwarz fett und vertikal hellgrau schraffiert. Dort existiert ein einfacher
Uberschuss in S, und ein doppelter Uberschuss in S;. Das Profil ist in Abbildung
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Abbildung 7.20: Fiir jedes Teilsystem ein Sittigungsprofil mit einem Uberschuss in zwei Phasen
jeweils mit Variablen (A, u) = (0.4,0.4).

dargestellt.

In Abbildung[7.18(e)]ist die Klassifizierung fiir das Teilgebiet e angegeben, d.h. es gilt iiberall
0<S; <85 <85 <S5, Es konnen finf Bereiche identifiziert werden. Der erste Bereich be-
findet sich um den Ursprung. Dort sind alle Wellen monoton fallend und damit topologisch
dquivalent zu Abbildung Der zweite Bereich ist diagonal dunkelgrau schraffiert.
Dort existiert ein einfacher Uberschuss in S, der jedoch nicht ausreichend ist, die abneh-
mende perkolierende Wasserséattigung zu ersetzen. Der dritte Bereich ist diagonal dunkelgrau
schraffiert und hat einen grauen Hintergrund. Dort existiert ein einfacher Uberschuss in Ss,
der mit einem Uberschuss in der Wasserséttigung einhergeht. Dies ist beispielhaft in Abbil-
dung dargestellt. Der vierte Bereich ist diagonal dunkelgrau und horizontal schwarz
schraffiert und hat einen grauen Hintergrund. Dort existiert ein einfacher Uberschuss in S
und S, und damit ein Uberschuss in der Wassersittigung. Dies wird in Abbildung
gezeigt. Der fiinfte Bereich ist diagonal dunkelgrau fett und horizontal schwarz schraffiert
und hat einen grauen Hintergrund. Dort existiert ein einfacher Uberschuss in S; und ein

doppelter Uberschuss in S, und damit ein Uberschuss in der Wasserséttigung. Das Profil ist

in Abbildung [7.21(e)| dargestellt.
In Abbildung|7.18(f)|ist die Klassifizierung fiir das Teilgebiet e angegeben, d.h. es gilt iiberall
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Abbildung 7.21: Fiir jedes Teilsystem ein Sittigungsprofil mit einem Uberschuss in einer Phase
und einem doppelten Uberschuss in einer anderen Phase jeweils mit Variablen
(A, ) = (0.499,0.499).

0 <S5, <85y <51 <S5 Es konnen fiinf Bereiche identifiziert werden. Der erste Bereich be-
findet sich um den Ursprung. Dort sind alle Wellen monoton fallend und damit topologisch
aquivalent zu Abbildung . Der zweite Bereich ist horizontal schwarz schraffiert. Dort
existiert ein einfacher Uberschuss in S, der jedoch nicht ausreichend ist, die abnehmende
nichtperkolierende Wasserséttigung zu ersetzen. Der dritte Bereich ist horizontal schwarz
schraffiert und hat einen grauen Hintergrund. Dort existiert ein einfacher Uberschuss in S,
der mit einem Uberschuss in der Wassersittigung einhergeht. Dies ist beispielhaft in Abbil-
dung dargestellt. Der vierte Bereich ist horizontal schwarz und diagonal dunkelgrau
schraffiert und hat einen grauen Hintergrund. Dort existiert ein einfacher Uberschuss in S;
und S, und damit ein Uberschuss in der Wassersittigung. Dies wird in Abbildung
gezeigt. Der fiinfte Bereich ist horizontal schwarz fett und diagonal dunkelgrau schraffiert
und hat einen grauen Hintergrund. Dort existiert ein einfacher Uberschuss in Sy und ein

doppelter Uberschuss in S; und damit ein Uberschuss in der Wassersittigung. Das Profil ist

in Abbildung [7.21(f)| dargestellt.

Es existiert eine Symmetrie, die mit den Begrenzungen der Teilsysteme 0 < §; < S; < S, <
Ss mit ¢, 7, k = 1, 2, 3 einhergeht. Die kleinste Sattigung S; ist immer monoton. Die mittlere

Séttigung S; kann einen einfachen Uberschuss, von 0.25 bis maximal 0.33 aufweisen. Die
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Abbildung 7.22: Klassifizierung aller dreidimensionaler Séttigungsprofile mit («, 3)-Wert defi-
niert in Gleichung . Der Ursprung steht fiir den Punkt (ug, vq, wq) und die
Eckpunkte stehen fiir die durch réomische Zahlen in Tabelle gekennzeichneten
Sattelpunkte. Die Dreiecke stehen fiir die durch lateinische Buchstaben gekenn-
zeichneten dreidimensionalen invarianten Teilbereiche aus Tabelle [.19 Die ho-
rizontal schwarz, die diagonal dunkelgrau und die vertikal hellgrau schraffierten
Flachen zeigen die Uberschussregionen in S1,S55,54. Auf den fett schraffierten
Flichen existieren doppelte Uberschiisse. Die graue Fliche zeigt Uberschiisse in
der Wassersittigung.

grofite Sattigung Sy kann einen doppelten Uberschuss, von 0.25 auf zunéichst 0.33 und dann

maximal auf 0.5 aufweisen.

Die Wassersiittigung kann damit einen extremalen Uberschuss von 0.5 auf 0.67 oder einen
extremalen Unterschuss von 0.5 auf 0.33 haben. Der Uberschuss kann mit einer Welle oder
mit zwei Wellen stattfinden. Zusétzlich gibt es in der Wasserséttigung Terrassenlosungen.

Doppelte Uberschiisse werden in der Wasserséttigung nicht beobachtet.

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass je ndher man im Zentrum ist, desto monotoner und

einfacher ist das Verhalten. Je weiter nach auflen man kommt, desto komplizierter werden
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die Profile.

Wenn man nicht nur fiir die jeweiligen Teilsysteme, sondern fiir das ganze System zwei Va-
riablen finden will, so projeziert man die konvexen Hiillen der Teilsysteme auf die Ebene,
die durch den Mittelpunkt (uq,vq,wq) geht und senkrecht auf der Verbindungslinie zwi-
schen dem stabilen und instabilen Fixpunkt steht. Diese Ebene wird z.B. von den Vektoren
0, = \/571(0,1,—1),02 = \/571(—1, 1,1) aufgespannt. Damit kann man jeder Trajektorie
beschrieben durch ihren Schnittpunkt (ug, vg, wp) mit der jeweiligen konvexen Hiille des Teil-

systems aus Tabelle [7.19| zwei Variablen (¢, ) zuordnen, so dass

P(ud,vd,wd),\/6*1(2,1,1)(HO’ Vo, Wo) = avy + 09 + (ug, va, Wa), (7.37)

wobei Py, , die Projektion auf die Ebene mit Punkt p, und Normalen n darstellt.

Die Klassifizierung fiir das Gesamtsystem ist in Abbildung dargestellt. Der Ursprung
steht fiir den Punkt (ug,vq,wq) und die Eckpunkte stehen fiir die durch rémische Zahlen
in Tabelle |[7.3] gekennzeichneten Sattelpunkte. Die Dreiecke stehen fiir die durch lateinische
Buchstaben gekennzeichneten dreidimensionalen invarianten Teilbereiche aus Tabelle
Die horizontal schwarz, die diagonal dunkelgrau und die vertikal hellgrau schraffierten Fla-
chen zeigen die Uberschussregionen in S, S3,5;4. Auf den fett schraffierten Fliachen existieren
doppelte Uberschiisse. Die graue Fliche zeigt Uberschiisse in der Wassersittigung. Die drei
Diagonalen, die gleichzeitig die Teilbereiche begrenzen, stehen fiir die drei invarianten zweidi-

mensionalen Untermannigfaltigkeiten S; = S5, S7 = S4 und Sy = Sy, die in den Abbildungen

[7.8(e), |7.8(g)[und [7.8(i)| dargestellt sind. Die &ufleren Begrenzungslinien sind eindimensionale

Systeme, die die jeweiligen Fixpunkte verbinden. Die anderen zweidimensionalen invarian-
ten Untermannigfaltigkeiten aus Tabelle [7.1§]sind in der Abbildung nicht zu sehen. Sie sind
mehr oder weniger hinter den &ufleren Begrenzungslinien versteckt. Dies ist kein Nachteil,
da diese Systeme andere links- und rechtsseitige Randwerte aufweisen. Alle Systeme, die
(0.5,0.25,0.25) mit (0,0,0) verbinden, sind auf Abbildung reprasentiert.

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass das dreidimensionale System iiber zwei zusétzliche
Freiheitsgrade verfiigt. Diese erlauben nichtmonotones Verhalten und komplexe Uberschuss-
l6sungen in der Wassersittigung. Desweiteren lassen sich alle denkbaren niedriger dimensio-
nalen Systeme im dreidimensionalen System als invariante Untermannigfaltigkeiten finden.
Die physikalische Giiltigkeit und Bedeutung der Freiheitsgrade werden im Kapitel [§] {iber

numerische Losungen beantwortet.
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8 Numerische Losungen

Dieses Kapitel prasentiert numerische Losungen fiir die partiellen Differentialgleichungen, die
dem laufenden Wellenansatz zugrunde liegen. Damit konnen die quasianalytischen Losungen
des laufenden Wellenansatzes iiberpriift werden. Der verwendete Algorithmus [Blom 94, |Ze-
ge 10] ldsst nur lineare rdumliche zweite Ordnungsterme zu, womit die Kapillarfunktion als
Konstante vereinfacht werden muss. Dies ist bei den Systemen zweier und dreier Gleichungen
schon geschehen. Bei der Gleichung der immobilen nichtperkolierenden Phasen verursacht
dies nur kleine Verdnderungen in den Losungen. Die Randwerte der Séttigungen und die

Geschwindigkeiten sind davon nicht betroffen.

Es konnen alle Profile qualitativ und quantitativ als laufende Wellen erzeugt werden. Dies
deutet darauf hin, dass alle gefundenen laufenden Wellen stabil sind. Desweiteren wird ge-
zeigt, dass die auftretenden Freiheitsgrade in den Anfangsbedingungen der partiellen Diffe-
rentialgleichungen versteckt sind, da man bei mehr als zwei Phasen die Anfangsprofile jeder
Phase rdumlich zueinander verschieben kann. Zuletzt wird mit Hilfe der Flussfunktionen und

Massenaustauschterme besprochen, wie nichtmonotone Profile entstehen kénnen.

Im ersten Unterkapitel wird der verwendete numerische Algorithmus vorgestellt. In den dar-
auffolgenden Unterkapiteln werden nacheinander die Differentialgleichungen einer, zweier
und dreier Gleichungen diskutiert, die in den vorigen Kapiteln quasianalytisch diskutiert

wurden.

8.1 Algorithmus

Der hier verwendete Algorithmus basiert auf einem Loser fiir allgemeine Systeme gekoppel-
ter, nichtlinearer Differentialgleichungen |[Blom 94./Zege 10]. Seine nachfolgende Beschreibung
ist [Dost 11c] entlehnt. Der Algorithmus ist in Fortran programmiert. Die rdumliche Diskreti-

sierung besteht aus einem adaptiv verzerrten Gitter und die rdumlichen Ableitungen werden
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durch finite Differenzen gelost. Die Zeitintegration wird durch den offentlich frei zuging-
lichen Loser DASSL [Petz 83] durchgefiihrt, wobei dieser aus einem variablen implizierten
Euler-Schema besteht.

Mit dem Loser kénnen allgemeine Systeme von Nppg nichtlinearer Gleichungen der Form

ou Ou ou 0 ou
gelost werden, wobei C' eine Nppg X Nppg Matrix und ) und R Nppg— Vektoren sind, die

fiir Quell- und Flussterme stehen. Der Variablenvektor u ist Nppg-dimensional und héngt
von Ort z € [xy, z,] und Zeit t > 0 ab.

Der Loser behandelt die Randbedingungen iiber die Gleichungen

Bi(z,t)R; = fj (m, t,u, %, %) +1T; (x, t,u, %) Vji=1,---, Nppg. (8.2)
Dabei bezeichnet R; die j-te Komponente des Flussvektors R. Mit den Funktionen B; bzw.
I'; kénnen Flussrandbedingungen bzw. Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen imple-
mentiert werden. Die Funktionen fj ermoglichen das Losen partieller Differentialgleichungen
erster Ordnung. Alle Bestandteile der Gleichungen werden am linken und rechten Rand aus-
gewertet. Wenn nun noch die Anfangsbedingungen in u vom Benutzer angegeben werden,

dann ist das Anfangs- und Randwertproblem eindeutig bestimmt.

Der Loser kann Systeme behandeln, die zeitlich linear und von erster Ordnung und raum-
lich von maximal zweiter Ordnung mit linearem zweiten Ordnungs- und beliebigem ersten

Ordnungsterm sind.

Der Algorithmus besitzt insgesamt drei numerische Parameter, einen zeitlichen €, der die
Genauigkeit der Zeitintegration angibt [Petz83], und zwei rdaumliche Parameter 7y, und oy, |
die die Verzerrung des adaptiven Gitters regeln. Néhere Informationen kénnen aus [Blom 94,

Dost 11c| entnommen werden.

8.2 Eine Gleichung

In diesem Abschnitt wird die fraktionale Flussgleichung (4.58) des Perkolationsmodells mit
immobilen nichtperkolierenden Fliissigkeiten numerisch untersucht. Dabei werden im ersten

Unterabschnitt die Gleichung und die Anfangs- und Randbedingungen in den numerischen
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Loser implementiert. Im zweiten Unterabschnitt werden die Ergebnisse und die Vergleiche

zu den quasianalytischen Losungen dargestellt.

8.2.1 Implementierung

Die fraktionale Flussgleichung (4.58) des Perkolationsmodells mit immobilen nichtperkolie-

renden Fliissigkeiten kann in folgende Form gebracht werden

0w 0 05w
5 " o D(S\\/V)W — f(Sw)| (8.3)

wenn z = & und t = £. Die fraktionale Flussfunktion f und die Kapillarfunktion D sind in
(4.56]) und (4.57) definiert.

Wie oben beschrieben, darf der rdéumliche zweite Ordnungsterm nur linear vorkommen. Dies
ist hier jedoch wegen der Nichtlinearitit von D nicht gegeben. Nachdem in Abschnitt [5.1.4]
die Losungsklassen auf die eine mit am Rand verschwindenden Ableitungen der Sattigung
beschréankt werden, kann hier D als positive Konstante angenommen werden, ohne die globale

Losung zu verdndern. Der Einfachheitshalber wird sie gleich Eins gesetzt.

Mit u = Sw folgt damit fiir die Funktionen des Algorithmus aus (8.1))

08w\

C (l’, t, Sw, W) = 1, (84&)
0Sw\

Q (I’, t, Sw, W) = 0, (84b)
0Sw\  0Sw

Die links und rechtsseitigen Randwerte der quasianalytischen Losungen

St = lim Sw(y), (8.5a)
Yy—r—00
Sy = lim Sw(y) (8.5b)

Y—00
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werden als Dirichlet-Randbedingungen durch die Randbedingungsfunktionen aus (8.2)) fol-

gendermaflen

B (xg,t, Sy (e, 1) 8S“% ) (8.6a)
B (.Sl 0), 57, ) =0, (8.6b)
r <9€é,t,sw($ejt)7 8SW|a: - 3§tw|x :c[) = (8.6¢)
r (.’Er,t,Sw(llfr,t), 8SWII - agtwlx x) = (8.6d)
r (xg,t, Sw(xe,t) 8SW]:E Iz) = Sw(x,t S{W, (8.6e)
r (xr,t,SW(azr, @SW|I ) = Sw(z,,t) — Sk, (8.6f)

modelliert.

Die Anfangsbedingungen werden hier durch Tangenshyperbolikusfunktionen dargestellt

T

4
SW<:E7 0) = S?W (1 - tanh(/@(x — xn))) + SQW

(1 + tanh(k(z — x,))), (8.7)

wobei x,, die Position des Mittelpunktes der Welle und & die Steilheit der Welle angibt. Diese

Anfangsbedingungen @hneln bereits den klassischen laufenden Wellenprofilen.

8.2.2 Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse des numerischen Losers mit den quasianalytischen
Ergebnissen aus Abschnitt verglichen.

Weil im Abschnitt die Losungsklassen auf die Losungsklasse d) beschréankt wurden, soll
hier auch nur diese iiberpriift werden. Die anderen Losungsklassen lassen sich mit diesem

Programm nicht iiberpriifen, da sie Singularitéiten bei Sw = 0 und Sw = 1 bendétigen, die

Abb. \ St \ Sty ‘/{‘xn
8.1(a)| 066 0 [1] 0

8.1(d) | 064 | 0.15 | 1] 0
Tabelle 8.1: Randwerte und Parameter fiir die Anfangsbedingungen fiir die Abbildungen aus
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Abbildung 8.1: Anfangsprofile (a,d), zeitliche Entwicklung der Profile (b,e) und Endprofile (c),(f)
nach ¢t = 10 fiir die maximale primére (oben) und sekundére (unten) Bewésse-
rung.

mit einem vom numerischen Programm geforderten maximal linearen Diffusionsterm nicht
darstellbar sind.

Abbildung zeigt numerische Losungen fiir die gleichen Randwerte wie in Abbildung [5.14]
die die maximale primére und sekundére Bewisserung darstellen. Die Séttigungen der nicht-
perkolierenden Phasen sind Funktionen abhéngig von der Variablen Sy und den Parametern
aus Tabelle[4.2] Abbildungen[8.1(a)]und [8.1(d)]zeigen die Anfangsprofile mit Parametern aus
Tabelle 8.1} Abbildungen [8.1(b)] und [8.1(¢)] zeigen die zeitliche Entwicklung der Profile mit
Zeitschritt ¢ = 1. Abbildungen [8.1(c)| und [8.1(f)| zeigen die Profile nach ¢t = 10. Abbildung

zeigt die Charakteristiken der priméren und sekunddren Bewésserungen.

Man sieht, dass sich mit den Anfangs und Randbedingungen eine laufende Welle ausbildet.
Diese Welle hat die gleiche Geschwindigkeit, wie in dem quasianalytischen Abschnitt vor-
hergesagt wurde, ndmlich fiir die primire Bewésserung gleich 1.37 und fiir die sekundére
Bewiésserung gleich 1.78. Die Profile dhneln sich, sind aber nicht identisch. Dies liegt an
der Diffusion. Bei der numerischen Losung ist die Diffusion zu einer Konstante gleich Eins

vereinfacht und zusatzlich kommt noch eine kiinstliche numerische Diffusion hinzu.

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass die numerischen mit den quasianalytischen Ergeb-
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30

Abbildung 8.2: Charakteristiken fiir die maximale primére (a) und sekundire (b) Bew#isserung

nissen sehr gut {ibereinstimmen.

8.3 Systeme zweier Gleichungen

In diesem Abschnitt werden Systeme zweier fraktionaler Flussgleichungen numerisch
untersucht, zundchst mit den Vereinfachungen der entkoppelten Fliisse aus Abschnitt
um den Massenaustauschterm niher zu untersuchen, und dann mit den Vereinfachungen
des nichtexistierenden Massenaustauschterms aus Abschnitt [6.3] um die gekoppelten Fliisse
zu untersuchen. In ihren ersten Unterabschnitten werden die Gleichungen und die Anfangs-
und Randbedingungen in den numerischen Loser implementiert. In ihren zweiten Unter-
abschnitten werden die Ergebnisse und die Vergleiche zu den quasianalytischen Losungen

dargestellt.

8.3.1 Nichtgekoppelte Flussfunktionen
8.3.1.1 Implementierung

Die fraktionalen Flussgleichungen (6.2)) der allgemeinen Systeme zweier Gleichungen kénnen
mit den Annahmen aus Abschnitt [6.2] in folgende Form

ou 0 |[0u
a - % [% — fu(u):| , (88&)

= |- W) (5.5b)

hv(v)a + 5 = %

gebracht werden. Die fraktionalen Flussfunktionen f, und f, sind in (6.19)) und die Massen-
austauschfunktion hy ist in (6.38]) definiert.
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Mit u = (u,v)? folgt damit fiir die Funktionen des Algorithmus aus (|8.1))

C (x,t,u, @) = b0 , (8.9a)
O h,(v) 1

Q <x,t,u, %) = (0,0)7, (8.9b)
d du v 4

R <x,t,u, a—;‘) - (% — fulw), 5 — fv(v)> . (8.9¢)

Die links und rechtsseitigen Randwerte der quasianalytischen Losungen

ue = lim wu(y), (8.10a)
Yy—>—00

u, = lim u(y), (8.10Db)
Y—00

ve= lim v(y), (8.10¢)
Yy—>—00

vy = lim v(y). (8.10d)
Yy—»00

werden als Dirichlet-Randbedingungen durch die Randbedingungsfunktionen aus (8.2)) fol-

gendermaflen

B(xg,t,u(xg,t),— —e, | = (0,0)7, (8.11a)

B (xr,t,u(xr,t), = (0,0)7, (8.11b)

% |x—xr

~ ou ou
F(xg,t,u(:vg,t), |x:“’§'”ﬁ:” = (0,0)7, (8.11c)

ox
r <l’g,t,ll($g, 1)y =— oz, | = (w(ze,t) — up, v(xp, t) — ve)", (8.11e)

= (u(@r,t) = up, (@, 1) —v)" . (8.11f)

)
3
£ (1), S e lems, ) = (0,00 (5.114)
)
)

r (x,,,t,u(xr,t),—

modelliert.

Die Anfangsbedingungen werden hier durch Tangenshyperbolikusfunktionen dargestellt

# (1= tanb(s{e —af))) + 5 (L tanblnlo =) g

u(z,0) =
% (1 tanh(s(x — at))) + % (1 + tanh(s(x — 5)))
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Abb. | hy(v) (g, uy) (vg, V) K xg xy
83 [1—v| (0503) |(0.76,011)]0.125] —100| 0
84 | 1—v| (0503) | (0.8,026) |0.125| 0 | —100
85 |v—1| (05,03) | (054,0) |0.125| 0 |—100
8.6 | v—1(0.250.15) | (0.21,0.03) | 0.125 | —200 | 0

Tabelle 8.2: Randwerte und Parameter fiir die Anfangsbedingungen fiir die Abbildungen
nd

wobei z{j und xf die Positionen der Mittelpunkte der Wellen von u bzw. v und & die Steilheit
der beiden Wellen angibt.

8.3.1.2 Ergebnisse

Hier werden die quasianalytischen Ergebnisse der nichtgekoppelten Burgersfliissse aus dem
Abschnitt [6.2.1] numerisch erzeugt. Dabei werden die Profile aus den Abbildungen [6.1]

6.3] [6.4 und Tabelle [6.1] nachgebildet.
In Abbildung [8.3]ist die Terrassenpunktlésung in v aus Abbildung [6.1] gezeigt. Die durchge-

zogenen Linien stehen fiir v und die gestrichelten Linien stehen fiir v. Sie besteht aus vier
Teilabbildungen. Die Abbildung |8 zeigt das Anfangsprofil mit Parametern aus Tabelle
B2l Dabei haben die beiden Wellen das selbe Profil, die u-Welle ist jedoch um 100 nach links
verschoben. Die Abbildung |S. zeigt die zeitliche Entwicklung des Profils mit Zeitschritt
t = 100 bis Zeitpunkt ¢ = 1000 und Abbildung[8.3(d) zeigt die zu diesem Zeitraum gehorigen
Charakteristiken. Abbildung [8.3(¢c)| zeigt das Profil nach ¢ = 1000.

Die Abbildungen und zeigen ganz klar, dass sich nach ¢ = 500 ein Profil
herausgebildet hat, das sich in seiner Form nicht mehr &ndert und mit Geschwindigkeit
¢ = 0.4 fortbewegt. Das Profil in stimmt exakt mit dem quasianalytischen Profil aus
Abbildung [6.1] iiberein.

Die Abbildungen und [8.3( - )| beleuchten auch, wie sich das stationdre Profil aus
dem monotonen Tangenshyperbohcusanfangsproﬁl herausbildet. Abbildung 8. zeigt zwei
Hauptcharakteristiken, wobei die linke fiir die u-Front und die rechte fiir die v-Front steht.
Desweiteren ist eine sehr kleine Charakteristik zu sehen zwischen ¢ = 0 und ¢ = 300, die
die linke mit der rechten Charakteristik verbindet. Die linke Charakteristik hat immer die
gleiche Steigung, womit die u-Front immer die gleiche Geschwindigkeit hat. Die rechte Cha-

rakteristik hat, bis sie sich mit der kleineren Charakteristik vereint, eine geringere Steigung
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Abbildung 8.3: Anfangsprofil (a) von u (durchgezogen) und v (gestrichelt), zeitliche Entwicklung
(b) mit Zeitschritt ¢ = 100, Profil (c¢) nach ¢ = 1000 und Charakteristiken (d) fiir
t € (0,1000) fiir die Terrassenpunktlésung in v mit hy(v) =1 — v.

als danach, wonach sie zuerst schneller ist und danach die gleiche Geschwindigkeit wie die
u-Front hat. Die kleinere Charakteristik ist flacher und somit ist die Geschwindigkeit dieser
Welle schneller als die der anderen. Diese kleine Charakteristik entsteht an der Stelle, an
der die v-Séttigung konstant ist, sich die u-Séttigung aber dndert. Durch die Anderung der
u-Sattigung wird der Massenaustauschterm aktiviert und dient fiir hy(v) = 1 — v als Senke,
d.h. es wird v-Sattigung vernichtet und es entsteht ein Tal in dem v-Profil. Dieses Tal ver-
groflert sich durch den stetigen Einfluss des Massenaustauschterms und wandert mit einer
schnelleren Geschwindigkeit als die primére v-Front bis sie diese trifft. Dann ist das Profil
stationédr und bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit voran. Im Endprofil sieht man,
dass der Abstand zwischen den zwei Hauptfronten im Vergleich zum Anfangsprofil von 100

auf 120 zugenommen hat.

In Abbildung ist die Unterschusslosung in v aus Abbildung gezeigt. Die durchgezo-
genen Linien stehen fiir « und die gestrichelten Linien stehen fiir v. Sie besteht aus vier
Teilabbildungen. Die Abbildung zeigt das Anfangsprofil mit Parametern aus Tabelle
Dabei haben die beiden Wellen das selbe Profil, die v-Welle ist jedoch um 100 nach links
verschoben. Die Abbildung zeigt die zeitliche Entwicklung des Profils mit Zeitschritt
t = 100 bis Zeitpunkt ¢ = 1000 und Abbildung[8.4(d)|zeigt die zu diesem Zeitraum gehorigen
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Abbildung 8.4: Anfangsprofil (a) von u (durchgezogen) und v (gestrichelt), zeitliche Entwicklung
(b) mit Zeitschritt ¢ = 100, Profil (¢) nach ¢ = 1000 und Charakteristiken (d) fiir
t € (0,1000) fiir die Unterschusslésung in v mit hy(v) =1 — v.

Charakteristiken. Abbildung zeigt das Profil nach ¢ = 1000.

Die Abbildungen [8.4(b)| und zeigen ganz klar, dass sich nach ¢ = 400 ein Profil
herausgebildet hat, das sich in seiner Form nicht mehr &ndert und mit Geschwindigkeit
¢ = 0.4 fortbewegt. Das Profil in stimmt exakt mit dem quasianalytischen Profil aus
Abbildung [6.2] iiberein.

Die Abbildungen und beleuchten auch, wie sich das stationdre Profil aus
dem monotonen Tangenshyperbolicusanfangsprofil herausbildet. Abbildung zeigt zwei
Hauptcharakteristiken, wobei die linke fiir die v-Front und die rechte fiir die u-Front steht.
Desweiteren ist eine kleinere Charakteristik zu sehen zwischen ¢ = 0 und ¢ = 300, die die rech-
te mit der linken Charakteristik verbindet. Die rechte Charakteristik hat immer die gleiche
Steigung, womit die u-Front immer die gleiche Geschwindigkeit hat. Die linke Charakteristik
hat, bis sie sich mit der kleineren Charakteristik vereint, eine geringere Steigung als danach,
wonach sie zuerst schneller ist und danach die gleiche Geschwindigkeit wie die u-Front hat.
Die kleinere Charakteristik ist viel steiler und somit ist die Geschwindigkeit dieser Welle
viel langsamer als die der anderen. Diese kleine Charakteristik entsteht an der Stelle, an der
die v-Siittigung konstant ist, sich die u-Sittigung aber &ndert. Durch die Anderung der u-

Séttigung wird der Massenaustauschterm aktiviert und dient fiir hy (v) = 1—wv als Senke, d.h.
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Abbildung 8.5: Anfangsprofil (a) von u (durchgezogen) und v (gestrichelt), zeitliche Entwicklung
(b) mit Zeitschritt ¢ = 250, Profil (c¢) nach ¢t = 2500 und Charakteristiken (d) fiir
t € (0,2500) fiir die Terrassenpunktlosung in v mit hy(v) = v — 1.

es wird v-Séttigung vernichtet und es entsteht ein Tal in dem v-Profil. Dieses Tal vergrofiert
sich durch den stetigen Einfluss des Massenaustauschterms und wird zum Zeitpunkt ¢t = 300
von der schnelleren priméren v-Front eingeholt. Dann ist das Profil stationér und bewegt sich
mit konstanter Geschwindigkeit voran. Im Endprofil sieht man, dass der Abstand zwischen

den zwei Hauptfronten im Vergleich zum Anfangsprofil von 100 auf 70 abgenommen hat.

In Abbildung [8.5]ist die Terrassenpunktlosung in v aus Abbildung [6.3] gezeigt. Die durchge-
zogenen Linien stehen fiir « und die gestrichelten Linien stehen fiir v. Sie besteht aus vier
Teilabbildungen. Die Abbildung zeigt das Anfangsprofil mit Parametern aus Tabelle
Dabei haben die beiden Wellen, das selbe Profil, die v-Welle ist jedoch um 100 nach links
verschoben. Die Abbildung zeigt die zeitliche Entwicklung des Profils mit Zeitschritt
t = 250 bis Zeitpunkt ¢ = 2500 und Abbildung[8.5(d)|zeigt die zu diesem Zeitraum gehorigen
Charakteristiken. Abbildung zeigt das Profil nach ¢ = 2500.

Die Abbildungen und zeigen ganz klar, dass sich nach ¢ = 1250 ein Profil
herausgebildet hat, das sich in seiner Form nicht mehr &ndert und mit Geschwindigkeit
¢ = 0.4 fortbewegt. Das Profil in [8.5(c)| stimmt exakt mit dem quasianalytischen Profil aus
Abbildung [6.3] iiberein.
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Die Abbildungen und beleuchten auch, wie sich das stationdre Profil aus
dem monotonen Tangenshyperbolicusanfangsprofil herausbildet. Abbildung zeigt zwei
Hauptcharakteristiken, wobei die linke fiir die v-Front und die rechte fiir die u-Front steht.
Desweiteren ist eine kleinere Charakteristik zu sehen zwischen ¢t = 0 und t = 750, die die
rechte mit der linken Charakteristik verbindet. Die rechte Charakteristik hat immer die
gleiche Steigung, womit die u-Front immer die gleiche Geschwindigkeit hat. Die linke Cha-
rakteristik hat, bis sie sich mit der kleineren Charakteristik vereint, eine groflere Steigung
als danach, wonach sie zuerst langsamer ist und danach die gleiche Geschwindigkeit wie die
u-Front hat. Die kleinere Charakteristik ist steiler und somit ist die Geschwindigkeit die-
ser Welle langsamer als die der anderen. Diese kleine Charakteristik entsteht an der Stelle,
an der die v-Séttigung konstant ist, sich die u-Séttigung aber dndert. Durch die Anderung
der u-Sattigung wird der Massenaustauschterm aktiviert und dient fir hy(v) = v — 1 als
Quelle, d.h. es wird v-Séttigung produziert und es entsteht ein Hiigel in dem v-Profil. Dieser
Hiigel vergroflert sich durch den stetigen Einfluss des Massenaustauschterms und wird von
der schnelleren priméren v-Front eingeholt bis sie sich zu einer Treppe vereint haben. Dann
ist das Profil stationédr und bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit voran. Im Endprofil
sieht man, dass der Abstand zwischen den zwei Hauptfronten im Vergleich zum Anfangsprofil

von 100 auf 190 zugenommen hat.

In Abbildung ist die Uberschusslosung in v aus Abbildung [6.4] gezeigt. Die durchgezo-
genen Linien stehen fiir u und die gestrichelten Linien stehen fiir v. Sie besteht aus vier
Teilabbildungen. Die Abbildung zeigt das Anfangsprofil mit Parametern aus Tabelle
B.2l Dabei haben die beiden Wellen das selbe Profil, die u-Welle ist jedoch um 200 nach links
verschoben. Die Abbildung zeigt die zeitliche Entwicklung des Profils mit Zeitschritt
t = 200 bis Zeitpunkt ¢ = 2000 und Abbildung zeigt die zu diesem Zeitraum gehorigen
Charakteristiken. Abbildung zeigt das Profil nach ¢ = 2000.

Die Abbildungen und zeigen ganz klar, dass sich nach ¢ = 1200 ein Profil

herausgebildet hat, das sich in seiner Form nicht mehr &ndert und mit Geschwindigkeit
¢ = 0.2 fortbewegt. Das Profil in [8.6(c)| stimmt exakt mit dem quasianalytischen Profil aus
Abbildung [6.4] iiberein.

Die Abbildungen und beleuchten auch, wie sich das stationdre Profil aus
dem monotonen Tangenshyperbolicusanfangsprofil herausbildet. Abbildung|8.6(d)|zeigt zwei
Hauptcharakteristiken, wobei die rechte fiir die v-Front und die linke fiir die u-Front steht.
Desweiteren ist eine kleinere Charakteristik zu sehen zwischen ¢ = 0 und ¢ = 1100, die
die linke mit der rechten Charakteristik verbindet. Die linke Charakteristik hat immer die

gleiche Steigung, womit die u-Front immer die gleiche Geschwindigkeit hat. Die rechte Cha-
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Abbildung 8.6: Anfangsprofil (a) von u (durchgezogen) und v (gestrichelt), zeitliche Entwicklung
(b) mit Zeitschritt ¢ = 200, Profil (c¢) nach ¢ = 2000 und Charakteristiken (d) fiir
t € (0,2000) fiir die Uberschusslosung in v mit hy(v) =1 —v.

rakteristik hat, bis sie sich mit der kleineren Charakteristik vereint, eine groflere Steigung
als danach, wonach sie zuerst langsamer ist und danach die gleiche Geschwindigkeit wie die
u-Front hat. Die kleinere Charakteristik ist flacher und somit ist die Geschwindigkeit dieser
Welle schneller als die der anderen. Diese kleine Charakteristik entsteht an der Stelle, an
der die v-Sattigung konstant ist, sich die u-Séttigung aber dndert. Durch die Anderung der
u-Sattigung wird der Massenaustauschterm aktiviert und dient fiir hy(v) = v — 1 als Quelle,
d.h. es wird v-Séttigung produziert und es entsteht ein Uberschuss im v-Profil. Dieser Uber-
schuss vergréfert sich durch den stetigen Einfluss des Massenaustauschterms und wandert
mit einer schnelleren Geschwindigkeit als die primére v-Front bis sie diese trifft. Dann ist das
Profil stationdr und bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit voran. Im Endprofil sieht
man, dass der Abstand zwischen den zwei Hauptfronten im Vergleich zum Anfangsprofil von

200 auf 100 abgenommen hat.

Alle quasianalytischen Profile konnen also numerisch nachgebildet werden und es ist méglich

zu erkliren, wie sie entstehen.
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8.3.2 Kein Massenaustauschterm
8.3.2.1 Implementierung

Die fraktionalen Flussgleichungen (6.2)) der allgemeinen Systeme zweier Gleichungen kénnen
mit den Annahmen aus Abschnitt [6.3) in folgende Form

ou_ 0 [0
5~ L{)Z N f““"”ﬂ | (8:130)
o0 [0
5~ o [ag - fv(“’”)} (8:130)

gebracht werden. Die fraktionalen Flussfunktionen f, und f, sind in (6.50)) bzw. in (6.52))
definiert.

Mit u = (u,v)T folgt damit fiir die Funktionen des Algorithmus aus (8.1)

10
C (:E,t,u, @) = , (8.14a)
833 0 1
Q tu@ = (0,0)" (8.14b)
ZL’, 9 7a$ - 9 9 .
A o o T
R (x,t,u, %> = <% — fulu,v), e fv(u,v)) . (8.14c)

Die links und rechtsseitigen Randwerte der quasianalytischen Losungen

ue = lim u(y), (8.15a)
y——00

u, = lim u(y), (8.15Db)
y—00

ve= lim ov(y), (8.15¢)
Yy——00

vy = lim v(y) (8.15d)
Y—00

werden als Dirichlet-Randbedingungen durch die Randbedingungsfunktionen aus (8.2)) fol-
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gendermaflen
Ju T
Bz, t,u(ze, t), =—|ozs, | = (0,0)7, (8.16a)
ox
B (azr,t,u(xr,t), %ymr) =(0,0)7, (8.16b)
- Ju Ju
I (l’@,t,U(l’g,t), %’I=1‘57 ab:ggl) = (070)T7 (816C)
~ ou Ju T
r <xr,t,u(:cr,t),a—x|z:xﬁE!gc:m) =(0,0)7, (8.16d)
ou T
' @, t,u(zy, t), %hzw = (u(ze, t) — ug, v(xp, t) —vp)" (8.16¢)
ou T
Lz tu(x,,t), 0_|$:M = (u(zy, t) — up, v(zp, t) — vy) (8.16f)
xr
modelliert.

Die Anfangsbedingungen fiir den Abschnitt des nichtexistierenden Wassers werden hier
durch Tangenshyperbolikusfunktionen dargestellt

u(z,0) =

% (1 — tanh(k(z — 23))) + % (1 + tanh(x(z — z7))) , (8.17)

% (1= tanh(x(z — 21))) + % (1 + tanh(x(z — 2})))

wobei zf und z die Positionen der Mittelpunkte der Wellen von u bzw. v und « die Steilheit
der beiden Wellen angibt.

Die Anfangsbedingungen fiir den Abschnitt des nichtexistierenden Ols [6.3.2] wo v < w gilt,

werden hier durch

wete (1 — tanh(k(z — 2§7"))) + 252 (1 + tanh(k(z — 2§ 7"))) +
u(z,0) = +% (1 — tanh(k(z — 3))) + % (1 4 tanh(s(z — 7)) . (8.18)
% (1 —tanh(k(zr — 27))) + % (1 + tanh(k(z — 27)))
dargestellt, wobei xy~" und z die Positionen der Mittelpunkte der Wellen von u — v bzw. v
0 0

und k die Steilheit der beiden Wellen angibt. Damit besteht die u-Welle aus einer Superpo-

sition zweier Tangenshyperbolikusfunktionen. Damit ist sichergestellt, dass u > v.
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Abb. (wg, uy) (vg, V) K xy | xy
8.7 | (0.397,0.397) | (0,0) [0.125| 25 | 0
8.9 |(0.397,0.397) | (0,0) | 0.125 | 2.125 | 0

8.11) | (0.397,0.397) | (0,0) |0.125| 1.25 | 0
Tabelle 8.3: Randwerte und Parameter fiir die Anfangsbedingungen fiir die Abbildungen

und

8.3.2.2 Ergebnisse

Hier werden die quasianalytischen Ergebnisse aus den Abschnitten [6.3.1]und [6.3.2] numerisch
erzeugt. Dabei werden die Profile aus den Abbildungen [6.10] bzw. [6.16|und Tabellen [6.§ bzw.

herangezogen.

Einzig in nichtperkolierender Form vorhandenes Wasser: Zuerst werden die Ergebnisse
aus Abschnitt besprochen. Dort ist Wasser nur in nichtperkolierender Form vorhanden.
Die Variable u steht fiir die Wasserséattigung und v steht fiir die Sattigung des nichtperkolie-
renden Ols. Wie schon erwihnt, ist dieses Problem symmetrisch in v und v, weswegen hier
nur die Profile mit nichttrivialem Verhalten in u betrachtet werden. Die Profile in v kénnen

analog diskutiert werden.

In Abschnitt gibt es fiir die festen Randwerte aus Tabelle [6.8] drei ausgezeichnete
Profile, die mit den Bifurkationsparameterwerten A = 0, 0.3, 0.37 identifiziert werden kénnen.
Sie stehen fiir einen maximalen Uberschuss in u, fiir einen minimalen Uberschuss in « und
fiir einen Terrassenpunkt in wu. Diese drei Profile werden nun hier mit dem numerischen

Programm erzeugt.

In Abbildung ist die maximale Uberschusslésung in u gezeigt. Sie besteht aus sechs
Teilabbildungen. Die Abbildung zeigt das Anfangsprofil mit Parametern aus Tabelle
B.3 Dabei haben die beiden Wellen das selbe Profil, die u-Welle ist jedoch um 25 nach rechts
verschoben. Die Abbildung zeigt die anfiangliche zeitliche Entwicklung des Profils mit
Zeitschritt ¢ = 3 bis Zeitpunkt ¢ = 30 und Abbildung zeigt die zu diesem Zeitraum
gehorigen Charakteristiken. Abbildung zeigt das Profil nach t = 100. Die Abbildung
zeigt die zeitliche Entwicklung des Profils mit Zeitschritt ¢ = 10 bis ¢ = 100 und
Abbildung zeigt die zugehorigen Charakteristiken.

Die Abbildungen [8.7(e)| und [8.7(f)| zeigen ganz klar, dass sich nach ¢ = 30 ein Profil heraus-
gebildet hat, das sich in seiner Form nicht mehr dndert und mit Geschwindigkeit ¢ = 1.11
fortbewegt. Das Profil in [8.7(d)| stimmt exakt mit dem quasianalytischen Profil iiberein,
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Abbildung 8.7: Anfangsprofil (a), anféngliche zeitliche Entwicklung (b) mit Zeitschritt ¢ = 3,
Charakteristiken (c) fiir ¢ € (0,30) , Profil (d) nach ¢ = 100, zeitliche Entwicklung
des Profils (e) mit Zeitschritt ¢ = 10 und Charakteristiken (f) fir ¢ € (0,100) fiir
den maximalen Uberschuss in .

d.h. der Uberschuss und der nachlaufende Unterschuss sind qualitativ und quantitativ iden-
tisch.

Die Abbildungen [8.7(b)[und [8.7(c)| beleuchten, wie sich das stationdre Profil aus dem mono-
tonen Tangenshyperbolicusanfangsprofil herausbildet und kénnen insbesondere mit Hilfe der
Abbildung erkliren, wie ein Uberschuss entsteht. Abbildung zeigt zwei Hauptcha-

rakteristiken, wobei die linke fiir die v-Front und die rechte fiir die u-Front steht. Desweiteren

ist eine kleinere Charakteristik zu sehen zwischen t = 0 und ¢t = 20, die die linke mit der
rechten Charakteristik verbindet. Die linke Charakteristik hat immer die gleiche Steigung,
womit die v-Front immer die gleiche Geschwindigkeit hat. Die rechte Charakteristik hat, bis
sie sich mit der kleineren Charakteristik vereint, eine gréflere Steigung als danach, wonach sie
zuerst langsamer ist und danach die gleiche Geschwindigkeit wie die v-Front hat. Die kleinere
Charakteristik ist flacher und somit ist die Geschwindigkeit dieser Welle schneller als die der
anderen. Diese kleine Charakteristik ist der Schliissel zu den Uberschusslésungen. Sie ent-
steht an der Stelle, an der die u-Sattigung konstant ist, sich die v-Séttigung aber dndert. Die
Verédnderung der v-Sattigung bewirkt ein Ansteigen der u-Séttigung. Dieser Hiigel ist schnel-

ler als der Rest der Welle. Irgendwann trifft er auf die eigentliche u-Front. Der Uberschuss
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Abbildung 8.8: Fraktionale Flussfunktion f,(z,t) (a) und rdumliche Ableitung des u-Flusses (b)
zu den Zeitpunkten ¢ = 0 (gestrichelt) und ¢ = 30 (durchgezogen) fiir die maxi-
male Uberschusslésung in w.

steigt solange an, bis die Hauptfront so hoch ist, dass sie die gleiche Geschwindigkeit hat als
v. Dann ist das Profil stationidr und bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit voran. Im
Endprofil sieht man, dass der Abstand zwischen den zwei Hauptfronten im Vergleich zum
Anfangsprofil von 25 auf 20 abgenommen hat. Dies ist im Einklang mit dem Massenerhalt.
Die u-Sattigung, die anfangs auf 25 Breite verteilt ist, ist nun auf 20 verteilt, damit muss es

zwangslaufig auf diesem Gebiet zu einer hoheren Séttigung kommen.

In Abbildung 8.8 siecht man fiir die maximale Uberschusslésung die Flussfunktion f, und die
Ableitung

%%(%t) = dix (%u(m,t} — fu(x,t)) (8.19)

des u-Flusses in Abhéngigkeit des Raumes fiir die Zeitpunkte ¢ = 0 als gestrichelte Linie
und ¢t = 30 als durchgezogene Linie. Nach Gleichung ) ist diese gleich der zeitlichen
Ableitung der u-Séttigung. Man sieht bei <Lg,(z,0) zwei Maxima und ein Minimum. Im
Bereich um das Minimum ist %qu(x, 0) negativ, dies bewirkt den nachlaufenden Unterschuss
der Losung. Das erste Maxima verursacht den Hiigel, der sich in der kleinen Charakteristik
aus gezeigt hat. Diese beiden Extrema haben ihren Ursprung in der Verinderung
der v-Sattigung durch die v-Front. Das zweite Maximum steht fiir die eigentliche u-Front.
Zum Zeitpunkt ¢ = 30 befindet sich das System und damit alle seine Funktionen in einem
stationdren Zustand. Man sieht ein kleines positives Maximum, das fiir den Unterschuss
steht, ein negatives Minimum, das fiir die Entwésserungsfront in u steht, und ein grofles
positives Maximum, das fiir die Hauptbewésserungsfront in u steht. Dieses Profil verédndert
sich aufler einer konstanten Translation nicht mehr. Die Funktion f,(z,30) hat eine grofie

Ahnlichkeit mit dem Séttigungsprofil, weil fiir eine laufende Welle mit Parameter k, = 0 und
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Abbildung 8.9: Anfangsprofil (a), anféngliche zeitliche Entwicklung (b) mit Zeitschritt ¢ = 3,
Charakteristiken (c) fiir ¢ € (0,30) , Profil (d) nach ¢ = 100, zeitliche Entwicklung
des Profils (e) mit Zeitschritt ¢ = 10 und Charakteristiken (f) fir ¢ € (0,100) fiir
den minimalen Uberschuss in .

fixiertem Zeitpunkt ¢ nach (6.41})

fulz,t) = cu(z,t) — %u(z,t) (8.20)

gilt. Nachdem die rdumliche Ableitung von u fast iiberall klein im Vergleich zu w ist, unter-
scheiden sich die Flussfunktion und die Séttigung nur durch ein multiplikatives Skalar, das

hier mit ¢ = 1.11 nahe an der Eins ist.

In Abbildung ist die minimale Uberschusslosung in u gezeigt. Sie besteht aus sechs
Teilabbildungen. Die Abbildung zeigt das Anfangsprofil mit Parametern aus Tabelle
Dabei haben die beiden Wellen das selbe Profil, die u-Welle ist jedoch um 2.125 nach
rechts verschoben. Die Abbildung zeigt die anfangliche zeitliche Entwicklung des Pro-
fils mit Zeitschritt ¢ = 3 bis Zeitpunkt ¢ = 30 und Abbildung zeigt die zu diesem
Zeitraum gehorigen Charakteristiken. Abbildung zeigt das Profil nach ¢ = 100. Die
Abbildung zeigt die zeitliche Entwicklung des Profils mit Zeitschritt ¢ = 10 bis ¢ = 100
und Abbildung zeigt die zugehorigen Charakteristiken.

Die Abbildungen [8.9(e)| und [8.9(f)| zeigen ganz klar, dass sich nach ¢t = 30 ein Profil heraus-
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Abbildung 8.10: Fraktionale Flussfunktion fy(z,¢) (a) und rdumliche Ableitung des u-Flusses
(b) zu den Zeitpunkten ¢ = 0 (gestrichelt) und ¢ = 30 (durchgezogen) fiir die
minimale Uberschusslésung in u.

gebildet hat, das sich in seiner Form nicht mehr &ndert und mit Geschwindigkeit ¢ = 1.11
fortbewegt. Das Profil in stimmt exakt mit dem quasianalytischen Profil iiberein,
d.h. der Uberschuss und der nachlaufende Unterschuss sind qualitativ und quantitativ iden-
tisch.

Die Abbildungen [8.9(b)| und [8.9(c)| beleuchten, wie sich das stationére Profil aus dem mono-

tonen Tangenshyperbolicusanfangsprofil herausbildet. Das Verhalten unterscheidet sich von

der maximalen Uberschusslosung. Die u-Front staucht sich zusammen und dabei entsteht an
der sich vor der v-Front befindlichen vorderen u-Front ein Uberschuss. Er ist viel geringer als
bei der maximalen Uberschusslosung, da sich das Gebiet zwischen den beiden Fronten hier

nur sehr viel geringer stauchen kann. Der Abstand verringert sich hier von 2.125 auf 1.7.

In Abbildung sieht man fiir die minimale Uberschusslésung in u die Flussfunktion f,
und die in definierte Ableitung des u-Flusses in Abhingigkeit des Raumes fiir die
Zeitpunkte t = 0 als gestrichelte Linie und ¢ = 30 als durchgezogene Linie. Nach Gleichung
) ist diese gleich der zeitlichen Ableitung der u-Séttigung. Die Funktion %qu(aj, 0) ist
eine iiberall positive Glocke, welche zu einer Stauchung fiithrt. Im Laufe der Zeit formt sich
jedoch die Funktion um, zu einer Funktion, wie es zum Zeitpunkt ¢ = 30 dargestellt ist. Dort
befindet sich das System und damit alle seine Funktionen in einem bis auf eine Translation
stationdrem Zustand. Man sieht ein kleines positives Maximum, das fiir den Unterschuss
steht, ein negatives Minimum, das fiir die Entwésserungsfront in u steht, und ein grofles
positives Maximum, das fiir die Hauptbewésserungsfront in u steht. Der positive Bereich
zwischen —oo und der ersten Nullstelle und der negative Bereich zwischen der ersten und der
zweiten Nullstelle sind gerade so grof8, dass der Uberschuss der linken Randséttigung gleicht.
Auch hier gleicht das fraktionale Flussprofil zum Zeitpunkt ¢ = 30 dem Sattigungsprofil in

u. Die Begriindung ist die gleiche wie bei der maximalen Uberschusslosung.
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Abbildung 8.11: Anfangsprofil (a), anfingliche zeitliche Entwicklung (b) mit Zeitschritt ¢ = 3,
Charakteristiken (c) fur ¢ € (0,30) , Profil (d) nach ¢ = 100, zeitliche Ent-
wicklung des Profils (e) mit Zeitschritt ¢ = 10 und Charakteristiken (f) fiir
t € (0,100) fiir die Terrassenpunktlosung in w.

In Abbildung ist die Terrassenpunktlosung in u gezeigt. Sie besteht aus sechs Teilab-
bildungen. Die Abbildung zeigt das Anfangsprofil mit Parametern aus Tabelle
Dabei haben die beiden Wellen das selbe Profil, die u-Welle ist jedoch um 1.25 nach rechts
verschoben. Die Abbildung[8.11(b)]zeigt die anféingliche zeitliche Entwicklung des Profils mit
Zeitschritt ¢ = 3 bis Zeitpunkt ¢ = 30 und Abbildung zeigt die zu diesem Zeitraum
gehorigen Charakteristiken. Abbildung zeigt das Profil nach t = 100. Die Abbildung
zeigt die zeitliche Entwicklung des Profils mit Zeitschritt ¢ = 10 bis ¢ = 100 und
Abbildung zeigt die zugehorigen Charakteristiken.

Die Abbildungen [8.11(e)| und [8.11(f)| zeigen ganz klar, dass sich nach ¢ = 30 ein Profil

herausgebildet hat, das sich in seiner Form nicht mehr dndert und mit Geschwindigkeit
¢ = 1.11 fortbewegt. Das Profil in [8.11(d)| stimmt exakt mit dem quasianalytischen Profil

iiberein, d.h. der Terrassenpunkt ist qualitativ und quantitativ identisch.

Die Abbildungen [8.11(b)| und [8.11(c)| beleuchten, wie sich das stationére Profil aus dem
monotonen Tangenshyperbolicusanfangsprofil herausbildet. Man sieht hier wieder eine leichte
Stauchung, aber kein nichtmonotones Verhalten mehr. Der Bereich, in dem sich v verdndert,

wahrend u gleich bleibt, ist zu klein, um nichtmonotones Verhalten auszulosen.
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Abbildung 8.12: Fraktionale Flussfunktion fy(z,¢) (a) und rdumliche Ableitung des u-Flusses
(b) zu den Zeitpunkten ¢ = 0 (gestrichelt) und ¢ = 30 (durchgezogen) fiir die
Terrassenpunktlosung in wu.

In Abbildung sieht man fiir die Terrassenpunktlosung in u die Flussfunktion f, und die
in definierte Ableitung des u-Flusses in Abhéngigkeit des Raumes fiir die Zeitpunkte
t = 0 als gestrichelte Linie und ¢ = 30 als durchgezogene Linie. Nach Gleichung ) ist
diese gleich der zeitlichen Ableitung der u-Séttigung. Die Funktion %qu(x, 0) unterscheidet
sich kaum von der positiven Glocke aus der minimalen Uberschusslosung. Es fithrt wieder
zu einer Stauchung. Uber die Zeit éndert sich die Funktion, aber nicht so stark wie in den
anderen Losungen. Sie bleibt dauerhaft positiv und beriihrt nur kurz bei dem Terrassenpunkt
die x-Achse, ohne sie zu schneiden. Zum Zeitpunkt ¢ = 30 befindet sich das System und damit
alle seine Funktionen in einem stationéiren Zustand. Dieses Profil veréindert sich aufler einer
konstanten Translation nicht mehr. Aus dem selben Grund wie bei den anderen Losungen

dhnelt das fraktionale Flussprofil zum Zeitpunkt ¢ = 30 dem Séattigungsprofil in w.

Alle quasianalytischen Profile kénnen also numerisch nachgebildet werden und es ist moglich

zu erkliren, wie eine Uberschusslosung entsteht.
Zuletzt wird der Bedeutung des in dem quasianalytischen Teil gefundenen Freiheitsgrades A

untersucht. Man sieht sofort, dass der Freiheitsgrad A mit dem Abstand

AV =xy — xy (8.21)

v —

zusammenhéngt, der die zwei Anfangswellen in u und v trennt. Es kann folgende Funktio-

nalitdt zwischen A und AY unabhéngig von x gefunden werden

Ae(A7) = 1= Ao(—AY), (8.22a)
Ac(0) = 0.5, (8.22b)
A(00) =0 (8.22¢)
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Al (2.215,00) | (1.25,2.215) | (—1.25,1.25) | (—2.215,—-1.25) | (—o0, —2.215)
m. fall. in u nein nein ja ja ja
m. fall. in v ja ja ja nein nein
Uber. in u ja nein nein nein nein
Uber. in v nein nein nein nein ja

Tabelle 8.4: Bifurkationen mit Parameter A} und Parameter x = 0.125.

Desweiteren ergeben sich fiir k = 0.125 folgende Zusammenhénge

No.125(1.25) = 0.37, (8.234)
Xo.125(2.215) = 0.3. (8.23b)

Damit konnen die Bifurkationen in Tabelle dquivalent mit dem Parameter A formuliert
werden. Dies ist in Tabelle [8.6] dargestellt.

Physikalisch konnen diese Verschiebungen durch kleine, im Modell nicht beriicksichtigte He-
terogenitdten im porosen Medium verursacht werden, die eine der Sattigungen kurzzeitig

schneller flielen lassen und somit nach vorne verschieben.

Einzig in nichtperkolierender Form vorhandenes Ol Nun werden die Ergebnisse aus Ab-
schnitt besprochen. Dort ist Ol nur in nichtperkolierender Form vorhanden. Die Va-
riable u steht fiir die Wasserséttigung und v steht fiir die Séattigung des nichtperkolierenden
Wassers. Deswegen muss v immer grofler gleich v sein. Dies ist in den Anfangsprofilen be-
riicksichtigt, wonach sich das anféngliche u Profil aus einer Superposition der v-Welle und

der u — v-Welle, sprich der perkolierenden Wasserwelle, zusammensetzt.

In Abschnitt gibt es fiir die festen Randwerte aus Tabelle vier ausgezeichnete Pro-
file, die mit den Bifurkationsparameterwerten A = 0,0.68,0.7, 1 identifiziert werden konnen.
Sie stehen fiir einen Terrassenpunkt in u, fiir einen Terrassenpunkt in v, fiir einen minimalen
Uberschuss in v und fiir einen maximalen Uberschuss in v. Diese vier Profile werden nun hier

mit dem numerischen Programm erzeugt.

In Abbildung ist die maximale Uberschusslosung in v gezeigt. Sie besteht aus sechs
Teilabbildungen. Die Abbildung zeigt das Anfangsprofil mit Parametern aus Tabelle
Dabei besteht die u-Welle aus zwei Wellen. Die erste Welle ist die der u — v-Séttigung
und hat ihren Mittelpunkt bei x = 0, wihrend die zweite die der v-Séttigung um 25 nach
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Abb. (we, uy) (ve, ) K x|
8.13| | (0.794,0.397) | (0,0) | 0.125| O 25
8.15 | (0.794,0.397) | (0,0) | 0.125| 0 |2.2
8.17] | (0.794,0.397) | (0,0) | 0.125| 0 | 1.4
8.19 | (0.794,0.397) | (0,0) | 0.125 | 25 0

Tabelle 8.5: Randwerte und Parameter fiir die Anfangsbedingungen fiir die Abbildungen

8.13|,|8.15|,|8.17 und 8.19[

rechts verschoben ist. Die Abbildung zeigt die anfiangliche zeitliche Entwicklung des
Profils mit Zeitschritt ¢ = 3 bis Zeitpunkt ¢ = 30 und Abbildung zeigt die zu diesem
Zeitraum gehorigen Charakteristiken. Abbildung zeigt das Profil nach ¢ = 100. Die
Abbildung[8.13(e)] zeigt die zeitliche Entwicklung des Profils mit Zeitschritt ¢ = 10 bis ¢ = 100
und Abbildung zeigt die zugehorigen Charakteristiken.

Die Abbildungen [8.13(e)| und zeigen ganz klar, dass sich nach ¢ = 30 ein Profil her-
ausbildet, das sich in seiner Form nicht mehr dndert und mit Geschwindigkeit ¢ = 1.11

fortbewegt. Das Profil in [8.13(d)| stimmt exakt mit dem quasianalytischen Profil iiberein,
d.h. der Uberschuss und der nachlaufende Unterschuss sind qualitativ und quantitativ iden-
tisch.

Die Abbildungen und beleuchten, wie sich das stationdre Profil aus dem mo-
notonen Tangenshyperbolicusanfangsprofil herausbildet. Dieses Profil hat einen Uberschuss
in v und einen Terrassenpunkt in w. Die linke Charakteristik steht fiir die u — v-Front und
die rechte Charakteristik steht fiir die v-Front, die zunéchst steil anfangt und dann, wenn die
mittlere Charakteristik sie trifft, flacher wird. Die mittlere Charakteristik stellt die Einfliisse
der einen Front auf die jeweils andere Front dar. Sie fdngt bei der u — v-Front an und ist
sehr schnell, dies zeigt die extrem schnell ansteigende v-Sittigung duch die Anderung der
u—v-Séttigung. Desweiteren steigt die u-Séttigung dort an, wo sich die v-Front befindet. Die
u-Sattigung entwickelt sich mehr und mehr zu einer Treppe. Bis sich die mittlere Charak-
teristik und die rechte Charakteristik treffen und der v-Uberschuss gleich der u-Treppe ist.
Zusammenfassend wurde die v-Welle gestaucht, was einen Uberschuss ausgelost hat, und die
Teile der u-Welle sind wegen der beschleunigenden Wirkung der v-Welle schneller geflossen,

so dass sich die zwei Fronten noch klarer ausgebildet haben.

In Abbildung m sieht man fiir die maximale Uberschusslésung in v die Flussfunktionen f,
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Abbildung 8.13: Anfangsprofil (a) von u (durchgezogen) und v (gestrichelt), anfingliche zeitliche
Entwicklung (b) mit Zeitschritt ¢ = 3, Charakteristiken (c) fiir ¢ € (0, 30), Profil
(d) nach t = 100, zeitliche Entwicklung des Profils (e) mit Zeitschritt ¢ = 10
und Charakteristiken (f) fiir ¢ € (0,100) fiir den maximalen Uberschuss in v.

und f, und die Ableitungen

fraent) = 3 (gruen) - ), (5.2
%qv(x,t) = % (%U<x’t) — fv(x,t)) (8.24b)

des u- und v-Flusses in Abhéngigkeit des Raumes fiir die Zeitpunkte ¢ = 0 als gestrichel-
te Linie und ¢ = 30 als durchgezogene Linie. Nach Gleichung sind diese gleich der
zeitlichen Ableitung der u- bzw. v-Séttigung. Die Funktion %qu(x,(]) ist positiv mit zwei
Glocken. Die erste steht fiir die u-Front und bewirkt eine Stauchung der Front. Die zweite
wird durch die v-Front verursacht und bewirkt eine zusétzliche Stauchung, die zu einer lokal
ansteigenden Sattigung fiihrt. Sie steigt solange an, bis sie sich mit der ersten Front zu einer
zweistufigen Treppenfunktion verbunden hat, was an dem Profil von %qu(a:, 30) zu sehen
ist. Bei %qv(x, 0) sieht man ein negatives Minimum gefolgt von zwei positiven Maxima. Das
Minimum und das erste Maximum werden durch die v — v-Front verursacht. Das Minimum
steht fiir den kleinen nachlaufenden Unterschuss. Das erste Maxima bewirkt einen stark an-

steigenden Uberschuss. Die zweite bewirkt eine leichte Stauchung der v-Front. Bei t = 30
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Abbildung 8.14: Fraktionale Flussfunktionen f,(x,t) (a) und fy(x,t) (¢) und rdumliche Ableitung
des u-Flusses (b) und des v-Flusses (d) zu den Zeitpunkten ¢ = 0 (gestrichelt)
und t = 30 (durchgezogen) fiir die maximale Uberschusslésung in v.

weist die Flussfunktion ein kleines positives Maximum gefolgt von einem negativen Mini-
mum, gefolgt von einem grofien positiven Maximum auf. Dies steht fiir den schon erérterten
Uberschuss mit nachlaufendem Unterschuss. Die Funktionen f,(x,30) und f,(x, 30) weisen

wieder eine grofie Ahnlichkeit mit den Sittigungsprofilen auf.

In Abbildung ist die minimale Uberschusslosung in v gezeigt. Sie besteht aus sechs
Teilabbildungen. Die Abbildung beleuchtet das Anfangsprofil mit Parametern aus
Tabelle [8.5] Dabei besteht die u-Welle aus zwei Wellen. Die erste Welle ist die der v — v-
Sattigung und hat ihren Mittelpunkt bei x = 0, wéhrend die zweite die der v-Sattigung um
2.2 nach rechts verschoben ist. Die Abbildung 8.15(b)]| zeigt die anféingliche zeitliche Entwick-
lung des Profils mit Zeitschritt ¢ = 3 bis Zeitpunkt ¢t = 30 und Abbildung zeigt die zu
diesem Zeitraum gehorigen Charakteristiken. In Abbildung ist das Profil nach ¢t = 100
zu sehen. Die Abbildung zeigt die zeitliche Entwicklung des Profils mit Zeitschritt
t = 10 bis t = 100 und Abbildung zeigt die zugehorigen Charakteristiken.

Die Abbildungen [8.15(e)[ und [8.15(f)| zeigen ganz klar, dass sich nach ¢ = 30 ein Profil her-

ausgebildet hat, das sich in seiner Form nicht mehr &ndert und mit Geschwindigkeit ¢ = 1.11
fortbewegt. Das Profil in [8.15(d)| stimmt exakt mit dem quasianalytischen Profil {iberein,
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Abbildung 8.15: Anfangsprofil (a) von u (durchgezogen) und v (gestrichelt), anfingliche zeitliche
Entwicklung (b) mit Zeitschritt ¢ = 30, Charakteristiken (c) fur ¢t € (0,30) ,
Profil (d) nach ¢ = 100, zeitliche Entwicklung des Profils (e) mit Zeitschritt ¢ =
10 und Charakteristiken (f) fiir ¢ € (0,100) fiir die minimale Uberschussloesung
in v.

d.h. der Uberschuss und der nachlaufende Unterschuss sind qualitativ und quantitativ iden-
tisch.

Die Abbildungen [8.15(b)| und [8.15(c)| beleuchten, wie sich das stationédre Profil aus dem mo-

notonen Tangenshyperbolicusanfangsprofil herausbildet. Dabei sieht man, dass die u-Front

sich nur ein wenig staucht. Die v-Front staucht sich zusammen und dabei entsteht an der

sich vor der u — v-Front befindlichen vorderen v-Front ein sehr kleiner Uberschuss.

In Abbildung sieht man fiir die minimale Uberschusslésung in v die Flussfunktionen f,
und f, und die Ableitungen aus des u- und v-Flusses in Abhéngigkeit des Raumes fiir
die Zeitpunkte ¢t = 0 als gestrichelte Linie und ¢ = 30 als durchgezogene Linie. Nach Glei-
chung ist diese gleich der zeitlichen Ableitung der u- und v-Sattigung. Die Funktion
%qu(x, 0) ist eine iiberall positive Glocke, welche zu einer Stauchung fiihrt. Uber die Zeit
dndert sich nur Hohe und Breite der Glocke. Die Funktion %qv(x, 0) ist eine tiberall positive
Glocke, welche zu einer Stauchung fithrt. Im Laufe der Zeit formt sich jedoch die Funktion
zu einer Funktion um, wie es zum Zeitpunkt ¢ = 30 dargestellt ist. Dort befindet sich das

System und damit alle seine Funktionen in einem bis auf eine Translation stationdrem Zu-



8.3 Systeme zweier Gleichungen 217

1 0.28
0.24

0.2
0.16
0.12
0.08
0.04

=)

d/dx q (x.t)

0
_0_(1%

50 75

0.28
0.24

0.2
0.16
0.12
0.08
0.04

didx g (x.1

0
_0_9%

50 75

Abbildung 8.16: Fraktionale Flussfunktionen f,(x,t) (a) und fy(x,t) (¢) und rdumliche Ableitung
des u-Flusses (b) und des v-Flusses (d) zu den Zeitpunkten ¢ = 0 (gestrichelt)
und ¢ = 30 (durchgezogen) fiir die minimale Uberschussloesung in v.

stand. Man sieht ein kleines positives Maximum, das fiir den Unterschuss steht, ein negatives
Minimum, das fiir die Entwésserungsfront in v steht, und ein grofles positives Maximum, das
fiir die Hauptbewésserungsfront in v steht. Der positive Bereich zwischen —oo und der ers-
ten Nullstelle und der negative Bereich zwischen der ersten und der zweiten Nullstelle sind
gerade so groB, dass der Uberschuss der linken Randsittigung gleicht. Auch hier gleichen
sich die fraktionalen Flussprofile zum Zeitpunkt ¢ = 30 den Sattigungsprofilen.

In Abbildung ist die Terrassenpunktlosung in v gezeigt. Sie besteht aus sechs Teilab-
bildungen. Die Abbildung zeigt das Anfangsprofil mit Parametern aus Tabelle
Dabei besteht die u-Welle aus zwei Wellen. Die erste Welle ist die der u — v-Sattigung und
hat ihren Mittelpunkt bei x = 0, wihrend die zweite die der v-Séttigung um 1.4 nach rechts
verschoben ist. Die Abbildung beleuchtet die anfangliche zeitliche Entwicklung des
Profils mit Zeitschritt ¢ = 3 bis Zeitpunkt ¢ = 30 und Abbildung zeigt die zu diesem
Zeitraum gehorigen Charakteristiken. In Abbildung ist das Profil nach ¢ = 100 zu
sehen. Die Abbildung zeigt die zeitliche Entwicklung des Profils mit Zeitschritt ¢t = 10
bis ¢t = 100 und Abbildung zeigt die zugehorigen Charakteristiken.

Die Abbildungen [8.17(e)| und [8.17(f)| zeigen ganz klar, dass nach ¢ = 30 sich ein Profil
herausgebildet hat, das sich in seiner Form nicht mehr &ndert und mit Geschwindigkeit
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Abbildung 8.17: Anfangsprofil (a) von u (durchgezogen) und v (gestrichelt), anfingliche zeitliche
Entwicklung (b) mit Zeitschritt ¢ = 3, Charakteristiken (c) fiir t € (0, 30) , Profil
(d) nach t = 100, zeitliche Entwicklung des Profils (e) mit Zeitschritt ¢ = 10
und Charakteristiken (f) fiir ¢ € (0,100) fir die Terrassenpunktlésung in v.

¢ = 1.11 fortbewegt. Das Profil in |8.17(d)| stimmt exakt mit dem quasianalytischen Profil

iiberein, d.h. der Terrassenpunkt ist qualitativ und quantitativ identisch.

Die Abbildungen und beleuchten, wie sich das stationiire Profil aus dem
monotonen Tangenshyperbolicusanfangsprofil herausbildet. Dabei sieht man, dass die u- und
v-Front sich nur ein wenig staucht. Der Bereich, in dem sich u verédndert, wahrend v gleich
bleibt, ist zu klein, um nichtmonotones Verhalten auszulésen. Deswegen kann nur eine Treppe

entstehen.

In Abbildung sieht man fiir die Terrassenpunktlosung in v die Flussfunktionen f, und
fv und die Ableitungen aus des u- und v-Flusses in Abhéngigkeit des Raumes fiir die
Zeitpunkte t = 0 als gestrichelte Linie und ¢t = 30 als durchgezogene Linie. Nach Gleichung
ist diese gleich der zeitlichen Ableitung der u- und v-Sattigung. Die Funktion %qu(x, 0)
ist eine iiberall positive Glocke, welche zu einer Stauchung fithrt. Uber die Zeit éndert sich
nur Hohe und Breite der Glocke. Die Funktion %qv(aj, 0) unterscheidet sich kaum von der
positiven Glocke aus der minimalen Uberschusslosung. Es fiihrt wieder zu einer Stauchung.
Uber die Zeit #ndert sich die Funktion, aber nicht so stark wie in den anderen Losungen.

Sie bleibt dauerhaft positiv und beriihrt nur kurz bei dem Terrassenpunkt die x-Achse,
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Abbildung 8.18: Fraktionale Flussfunktionen f,(x,t) (a) und fy(x,t) (¢) und rdumliche Ableitung
des u-Flusses (b) und des v-Flusses (d) zu den Zeitpunkten ¢ = 0 (gestrichelt)
und ¢ = 30 (durchgezogen) fiir die Terrassenpunktlésung in v.

ohne sie zu schneiden. Zum Zeitpunkt ¢ = 30 befindet sich das System und damit alle seine
Funktionen in einem stationédren Zustand. Dieses Profil verdndert sich aufler einer konstanten
Translation nicht mehr. Aus dem selben Grund wie bei den anderen Losungen dhneln die

fraktionalen Flussprofile zum Zeitpunkt ¢t = 30 den Sattigungsprofilen.

In Abbildung ist die Terrassenpunktlosung in v gezeigt. Sie besteht aus sechs Teilab-
bildungen. Die Abbildung zeigt das Anfangsprofil mit Parametern aus Tabelle
Dabei besteht die u-Welle aus zwei Wellen. Die erste Welle ist die der v-Sattigung und hat
ihren Mittelpunkt bei x = 0, wihrend die zweite die der u — v-Sattigung um 25 nach rechts
verschoben ist. Die Abbildung zeigt die anfingliche zeitliche Entwicklung des Profils
mit Zeitschritt ¢ = 3 bis Zeitpunkt ¢ = 30 und Abbildungzeigt die zu diesem Zeitraum
gehorigen Charakteristiken. Abbildung zeigt das Profil nach t = 100. Die Abbildung
zeigt die zeitliche Entwicklung des Profils mit Zeitschritt ¢ = 10 bis ¢+ = 100 und
Abbildung zeigt die zugehorigen Charakteristiken.

Die Abbildungen [8.19(e)| und [8.19(f)| zeigen ganz klar, dass sich nach ¢ = 30 ein Profil

herausgebildet hat, das sich in seiner Form nicht mehr dndert und mit Geschwindigkeit
¢ = 1.11 fortbewegt. Das Profil in [8.19(d)| stimmt exakt mit dem quasianalytischen Profil

iiberein, d.h. der Terrassenpunkt ist qualitativ und quantitativ identisch.
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Abbildung 8.19: Anfangsprofil (a) von u (durchgezogen) und v (gestrichelt), anfingliche zeitliche
Entwicklung (b) mit Zeitschritt ¢ = 3, Charakteristiken (c) fiir t € (0, 30) , Profil
(d) nach t = 100, zeitliche Entwicklung des Profils (e) mit Zeitschritt ¢ = 10
und Charakteristiken (f) fiir ¢ € (0,100) fir die Terrassenpunktlosung in u.

Die Abbildungen und beleuchten, wie sich das stationiire Profil aus dem
monotonen Tangenshyperbolicusanfangsprofil herausbildet. Die v-Front bewegt sich mit der
gleichen Geschwindigkeit und nur einer kleinen Stauchung fort. Der Teil der u-Front, der sich
vor der v-Front befindet, wird beschleunigt, womit sich eine schnellere Teilfront ausbildet.

Dies fiihrt zu einem Treppenmuster.

In Abbildung sieht man fiir die Terrassenpunktlosung in u die Flussfunktionen f, und
fv und die Ableitungen aus des u-Flusses und v-Flusses in Abhéngigkeit des Raumes
fiir die Zeitpunkte ¢ = 0 als gestrichelte Linie und ¢ = 30 als durchgezogene Linie. Nach
Gleichung ist diese gleich der zeitlichen Ableitung der u- und v-Sattigung. Die Funk-
tion %qu(x,O) ist eine Funktion mit zwei positiven Maxima. Das linke Maxima wird von
der v-Front verursacht und bewirkt ein Ansteigen von wu. Dies fiihrt zu einer Terrassen-
punktlosung. Uber die Zeit separieren sich die zwei Maxima zu zwei positiven Glocken. Die
Funktion %qv(:ﬁ, 0) ist eine iiberall positive Glocke, welche zu einer Stauchung fithrt. Uber
die Zeit dndert sich nur Hohe und Breite der Glocke. Zum Zeitpunkt t = 30 befindet sich
das System und damit alle seine Funktionen in einem stationdren Zustand. Dieses Profil

verandert sich aufler einer konstanten Translation nicht mehr. Aus dem selben Grund wie
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Abbildung 8.20: Fraktionale Flussfunktionen f,(x,t) (a) und fy(x,t) (¢) und rdumliche Ableitung
des u-Flusses (b) und des v-Flusses (d) zu den Zeitpunkten ¢ = 0 (gestrichelt)
und ¢ = 30 (durchgezogen) fiir die Terrassenpunktlésung in v.

bei den anderen Losungen dhneln die fraktionalen Flussprofile zum Zeitpunkt ¢ = 30 den

Sattigungsprofilen.
Alle quasianalytischen Profile konnen also numerisch nachgebildet werden.

Zuletzt wird die Bedeutung des in dem quasianalytischen Teil gefundenen Freiheitsgrades A
diskutiert. Man sieht sofort, dass der Freiheitsgrad A aus den quasianalytischen Losungen
mit dem Abstand

AV =7 — g (8.25)

zusammenhéngt, der die zwei Anfangswellen in © — v und v trennt. Es kann folgende Funk-

tionalitédt zwischen A und AV~ unabhénig von x gefunden werden

Ae(AVTY) =1 — N (=AY, (8.26a)
A (0) = 0.5, (8.26h)
Ai(—00) =1, (8.26¢)
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A (=1.4,00) | (=2.2,-1.4) | (—00,—2.2)
monoton fallend in u ja ja ja
monoton fallend in v ja nein nein

Uberschuss in u nein nein nein
Uberschuss in v nein nein ja

Tabelle 8.6: Bifurkationen mit Parameter Ay~ mit Parameter x = 0.125

Desweiteren ergibt sich fiir K = 0.125

)\0.125(—1.2) = 068, (827&)

Damit kénnen die Bifurkationen in Tabelle[6.9]dquivalent mit dem Parameter A%~ formuliert
werden. Dies ist in Tabelle [8.6] dargestellt.

Physikalisch konnen diese Verschiebungen durch kleine, im Modell nicht beriicksichtigte He-
terogenitdten im porosen Medium verursacht werden, die eine der Sattigungen kurzzeitig

schneller flielen lassen und somit nach vorne verschieben.

8.4 Systeme dreier Gleichungen

In diesem Abschnitt werden Systeme dreier fraktionaler Flussgleichungen (7.3 numerisch
untersucht. Dabei wird die Ndherung der nichtexistierenden Massenaustauschterme aus Ab-
schnitt verwendet, um die gekoppelten Fliisse zu untersuchen. Im ersten Unterabschnitt
werden die Gleichungen und die Anfangs- und Randbedingungen in den numerischen Loser
implementiert. Im zweiten Unterabschnitt werden die Ergebnisse und die Vergleiche zu den

quasianalytischen Losungen dargestellt.
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8.4.1 Kein Massenaustauschterm
8.4.1.1 Implementierung

Die fraktionalen Flussgleichungen ([7.3]) der allgemeinen Systeme dreier Gleichungen kénnen
mit den Annahmen aus Abschnitt [7.2) in folgende Form

ou 0 [ou
% or % - fu(%%w)] , (8.28a)
ov 0 [ov
% ox % - fv(ua%w)} g (8.28b)
ow 0 [ow
E = % -% — fW(u,v,w)} (828C)

gebracht werden. Die fraktionalen Flussfunktionen fi,, fy, fw sind in ((7.20]) definiert.

Mit u = (u,v,w)? folgt damit fiir die Funktionen des Algorithmus aus ({8.1])

1 00
ou
) = .2
C(x,t,u, &U) 0101, (8.29a)
0 0 1
Q ot Y =(0,0,0)" (8.29b)
) 7ax - ] ) .

(o2 = (2 o), 2 o), 28 o) . (3290
x???ax_ax uu’v’/lU?a:L‘ Vu’/l)7w7ax Wu7v7w . 'C

Die links und rechtsseitigen Randwerte der quasianalytischen Losungen

ue = lim u(y), (8.30a)
y——00

uy = lim u(y), (8.30b)
y—>00

ve = lim wv(y), (8.30¢)
Yy—>—00

v = lim v(y), (8.30d)
y—00

we = lim w(y), (8.30¢)
Yy——00

wy = lim w(y) (8.30f)

Yy—00
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werden als Dirichlet-Randbedingungen durch die Randbedingungsfunktionen aus (8.2)) fol-
gendermaflen

B (xg,t,u(xg,t), — = (0,0,0)7, (8.31a)

B (mr,t,u(xr,t), — = (0,0,0)7, (8.31b)

r (xr,t u(z,, ) |x s at|°’0 —o. | =(0,0,0)7, (8.31d)

ou
8_13 ‘x=xe
ou
% |CE=(ET

r <$g, tyu(xy, t), = (u(zp, t) — ug, v(xp, t) — vg, Wiz, t) —wy)’, (8.31e)

3
i <:vg,t,u(:£g,t), @ng, a—?u_w) = (0,0,0)7, (8.31¢)
)
)
)

r <xT,t,u(xT,t), = (w(wp, ) — Up, 0(2y, 1) — v, w(Tp, t) —wp)' (8.31f)

modelliert.

Die Anfangsbedingungen werden hier durch Tangenshyperbolikusfunktionen dargestellt

vt (1 — tanh(k(z — zgY))) + “5% (1 + tanh(k(z — z§7"))) +
+% (1 — tanh(k(z — 27))) + % (1 + tanh(k(z — 27)))
% (1 —tanh(k(z — 27))) + % (1 + tanh(k(z — z7)))
(1 —tanh(k(z — 23))) + % (1 4 tanh(k(z — z7)))

. (8.32)

wobei xy™ ", zf, ) die Positionen der Mittelpunkte der Wellen von v — v, v und w und & die
Steilheit der drei Wellen angibt. Damit besteht die u-Welle aus einer Superposition zweier

Tangenshyperbolikusfunktionen. Damit ist sichergestellt, dass u > v.

8.4.1.2 Ergebnisse

Im Kapitel [7] iiber drei Gleichungen wurden insgesamt 59 Profile gezeigt. Alle ihre nume-
rischen Losungen hier darzustellen, wiirde den Rahmen der Arbeit sprengen, deswegen be-
schrinkt sich dieser Abschnitt zum einen auf das Entstehen der interessantesten dreidimen-
sionalen Profile, ndmlich denen aus Abbildung [7.21] und zum anderen auf die physikalische

Bedeutung der zwei Freiheitsgrade.

Die sechs interessantesten dreidimensionalen Profile aus Abbildung sind in den Abbil-

dungen [8:21] [8.23] [8:25] R:27] [8.29] und [R.31] abgebildet. Ihre Rahmenbedingungen sind in
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Abb. (g, vo, wy) (Up, Oy wy) | K| xg | g |y
8.21| | (0.5,0.25,0.25) | (0,0,0) | 05| 0 |20] 40
8.23 | (0.5,0.25,0.25) | (0,0,0) | 05| 0 |40/ 20
8.25 | (0.5,0.25,0.25) | (0,0,0) | 0.5 ] 20 | O | 40
827 | (0.5,0.25,0.25) | (0,0,0) | 05| 40 | 0 | 20
8.29| | (0.5,0.25,0.25) | (0,0,0) | 05| 20 |40/ 0
8.31| | (0.5,0.25,0.25) | (0,0,0) | 05| 40 |20 0

Tabelle 8.7: Randwerte und Parameter fiir die Anfangsbedingungen fiir die Abbildungen

8.23|, 8.25|, 8.27|, 8.29| und 8.31}

Tabelle [8.7 dargestellt.

Das anféngliche u-Profil ist wieder aus einer Superposition der u — v-Welle und der v-Welle
zusammengesetzt, damit immer v > v gilt. Auflerdem wurde im quasianalytischen Teil er-
sichtlich, dass die grundlegenden Wasservariablen nicht v und v, sondern v — v und v sind.

Alle Invarianzen und Symmetrien liegen den Variablen v — v,v,1 — u — w, w zugrunde.

In Abbildung ist die Losung aus Abbildung [7.21(a)| gezeigt, dabei ist das u-Profil mit
einer durchgezogenen Linie, das v-Profil mit einer gestrichelten Linie und das 1 — w-Profil
mit einer gestrichpunkteten Linie dargestellt. Die Losung besteht aus einem doppelten Uber-
schuss in w, einem einfachen Uberschuss in v und einer Terrasse in u. Die Abbildung besteht
aus sechs Teilabbildungen. Die Abbildung zeigt das Anfangsprofil mit Parametern
aus Tabelle 8.7 Dabei haben die u — v, v- und w-Welle das selbe Profil. Die u-Welle ist aus
der v-Welle und der u — v-Welle zusammengesetzt. Die v-Welle ist um 20 und die w-Welle
um 40 nach rechts verschoben. Die Abbildung zeigt die anféngliche zeitliche Ent-
wicklung des Profils mit Zeitschritt ¢ = 4 bis Zeitpunkt ¢t = 40 und Abbildung zeigt
die zu diesem Zeitraum gehorigen Charakteristiken. Abbildung [8.21(d)| zeigt das Profil nach
t = 100. Die Abbildung zeigt die zeitliche Entwicklung des Profils mit Zeitschritt
t = 10 bis ¢t = 100 und Abbildung zeigt die zugehorigen Charakteristiken.

Die Abbildungen [8.21(e)| und zeigen ganz klar, dass sich nach ¢ = 40 ein Profil
herausgebildet hat, das sich in seiner Form nicht mehr dndert und mit Geschwindigkeit

¢ = 1 fortbewegt. Das Profil in |8.21(d)| stimmt mit dem quasianalytischen Profil iiberein.

Die Abbildungen [8.21(b)[und beleuchten, wie sich das stationére Profil aus dem mo-
notonen Tangenshyperbolicusanfangsprofil herausbildet. Alle drei Wellen starten langsamer

als in ihrem stationdren Profil. Die linke Charakteristik ist die u — v-Welle, die mittlere ist
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Abbildung 8.21: Anfangsprofil (a) von u (durchgezogen), v (gestrichelt) und 1 —w gestrichpunk-
tet, anféngliche zeitliche Entwicklung (b) mit Zeitschritt ¢ = 4, Charakteristiken
(c) fiir ¢t € (0,40) , Profil (d) nach ¢t = 100, zeitliche Entwicklung des Profils (e)
mit Zeitschritt ¢ = 10 und Charakteristiken (f) fir ¢ € (0,100) fiur die Losung

aus Abbildung [7.21(a)}

die v-Welle und die rechte ist die w-Welle. Man sieht, dass die u—v-Front jeweils einen Uber-
schuss in v und w bewirkt, der deutlich schneller ist als die anderen Wellen. Das Ansteigen
der v-Séttigung bewirkt natiirlich auch ein Ansteigen der u-Séattigung, da die v-Séttigung
Teil der u-Sittigung ist. Nach kurzer Zeit trifft der Uberschuss in v auf die Hauptfront in v.
Es bildet sich eine stabile Uberschusslésung in v und eine Treppenlosung in v aus, wobei die
Hohe des Uberschusses gleich die der Treppe ist, d.h. die gesamte u-Séttigung besteht aus v.
Danach laufen beide Wellen schneller als zuvor. Neben dem Uberschuss in w, der durch die
u — v-Front verursacht wird, entsteht ein zweiter Uberschuss bei der v-Front. Er verbindet
sich nach t = 30 mit der w-Hauptfront. Daraufhin nimmt auch die w-Welle an Fahrt auf.

Dann laufen alle drei Wellen mit der gleichen Geschwindigkeit ¢ = 1.

In Abbildung[8.22]sieht man die Flussfunktionen f,, f, und f,, und die Ableitungen des u-, v-
und w-Flusses in Abhéngigkeit des Raumes fiir die Zeitpunkte t = 0 als gestrichelte Linie und
t = 40 als durchgezogene Linie. Jede ist gleich der zeitlichen Ableitung ihrer Séttigung und ist
wie in Gleichung 1) definiert. Die Funktion %qu(ﬂc, 0) ist eine Funktion mit zwei positiven
Maxima. Das rechte Maximum wird von der v-Front verursacht und bewirkt ein Aufstauen

und damit ein Ansteigen von u. Das linke Maximum zeigt die v — v-Front. Dies fiihrt zu
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Abbildung 8.22: Fraktionale Flussfunktionen f,(z,t) (a), fv(x,t) (b) und fy(x,t) (c) und rdum-
liche Ableitung des u-Flusses (d), des v-Flusses (e) und des w-Flusses (f) zu den
Zeitpunkten ¢ = 0 (gestrichelt) und ¢ = 40 (durchgezogen) fiir die Losung aus

Abbildung

einer Terrassenpunktlosung. Uber die Zeit dndert sich nur die Hohe der beide Maxima. Die
Funktion %qv(x, 0) hat zwei positive Maxima. Das erste Maximum wird durch die u—wv-Front
verursacht und bewirkt einen Uberschuss. Im stationsren Profil hat %qv (x,0) eine negative
und eine positive Glocke, was fiir eine stabile Uberschusslosung steht. Die Funktion %qw (z,0)
besitzt zunédchst drei positive Maxima. Die ersten zwei sind von der v — v- und v-Front
verursacht und bewirken einen doppelten Uberschuss. Bei z = 40 ist ein weiteres Maximum,
das fiir die Hauptfront steht. Im stationéren Profil gibt es zwei negative Minima gefolgt von
einem positiven Maximum. Dies steht fiir den doppelten Uberschuss. Zum Zeitpunkt ¢ = 40
befindet sich das System und damit alle seine Funktionen in einem stationdren Zustand.
Dieses Profil verandert sich aufler einer konstanten Translation nicht mehr. Aus dem selben
Grund wie bei den anderen Losungen dhneln die fraktionalen Flussprofile zum Zeitpunkt
t = 40 den Sattigungsprofilen. Der doppelte Uberschuss in w ging natiirlich mit einem
Aufstauen einher. Dies wird durch den reduzierten Abstand zwischen der v- und w-Front
deutlich. Er reduziert sich von 40 auf 25.

In Abbildung ist die Losung aus Abbildung gezeigt, dabei ist das u-Profil mit

einer durchgezogenen Linie, das v-Profil mit einer gestrichelten Linie und das 1 — w-Profil
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Abbildung 8.23: Anfangsprofil (a) von u (durchgezogen), v (gestrichelt) und 1 —w gestrichpunk-
tet, anféngliche zeitliche Entwicklung (b) mit Zeitschritt ¢ = 4, Charakteristiken
(c) fiir ¢t € (0,40) , Profil (d) nach ¢t = 100, zeitliche Entwicklung des Profils (e)
mit Zeitschritt ¢ = 10 und Charakteristiken (f) fir ¢ € (0,100) fiur die Losung

aus Abbildung

mit einer gestrichpunkteten Linie dargestellt. Die Losung besteht aus einem doppelten Uber-
schuss in v, einem einfachen Uberschuss in w und einem Unterschuss in u. Die Abbildung
besteht aus sechs Teilabbildungen. Die Abbildung zeigt das Anfangsprofil mit Para-
metern aus Tabelle [8.7] Dabei haben die u — v, v- und w-Welle das selbe Profil. Die u-Welle
ist aus der v-Welle und der u — v-Welle zusammengesetzt. Die v-Welle ist um 40 und die
w-Welle um 20 nach rechts verschoben. Die Abbildung zeigt die anféngliche zeitliche
Entwicklung des Profils mit Zeitschritt ¢ = 4 bis Zeitpunkt ¢ = 40 und Abbildung
zeigt die zu diesem Zeitraum gehorigen Charakteristiken. Abbildung zeigt das Profil
nach ¢ = 100. Die Abbildung[8.23(e)| zeigt die zeitliche Entwicklung des Profils mit Zeitschritt
t = 10 bis t = 100 und Abbildung zeigt die zugehorigen Charakteristiken.

Die Abbildungen [8.23(e)| und [8.23(f)| zeigen ganz klar, dass sich nach ¢ = 40 ein Profil

herausgebildet hat, das sich in seiner Form nicht mehr dndert und mit Geschwindigkeit

¢ = 1 fortbewegt. Das Profil in |8.23(d)| stimmt mit dem quasianalytischen Profil iiberein.

Die Abbildungen [8.23(b)| und [8.23(c)| beleuchten, wie sich das stationére Profil aus dem mo-

notonen Tangenshyperbolicusanfangsprofil herausbildet. Alle drei Wellen starten langsamer
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Abbildung 8.24: Fraktionale Flussfunktionen f,(z,t) (a), fv(x,t) (b) und fy(x,t) (c) und rdum-
liche Ableitung des u-Flusses (d), des v-Flusses (e) und des w-Flusses (f) zu den
Zeitpunkten ¢ = 0 (gestrichelt) und ¢ = 40 (durchgezogen) fiir die Losung aus

Abbildung

als in ihrem stationédren Profil. Die linke Charakteristik ist die u — v-Welle, die mittlere
ist die w-Welle und die rechte ist die v-Welle. Man sieht, dass die u — v-Front jeweils einen
Uberschuss in v und w bewirkt, der deutlich schneller ist als die anderen Wellen. Desweiteren
bewirkt die v-Front ein Ansteigen der u-Séttigung. Nach kurzer Zeit trifft der Uberschuss in
w auf die Hauptfront in w. Die w-Front bewirkt auch ein Ansteigen der u- und v-Sattigung.
Durch das zweifache Ansteigen der v-Sittigung entsteht ein doppelter Uberschuss in v. Die
Sattigung in u zieht parallel mit dem Anstieg in v mit, dabei entsteht eine Unterschuss-
16sung, dort ist die u-Sattigung gleich der v-Sattigung. Alle drei Wellen wurden insgesamt

beschleunigt und laufen mit der gleichen Geschwindigkeit ¢ = 1.

In Abbildung sieht man die Flussfunktionen f,, f, und f,, und die Ableitungen des u-,
v- und w-Flusses in Abhéngigkeit des Raumes fiir die Zeitpunkte ¢ = 0 als gestrichelte Linie
und ¢ = 40 als durchgezogene Linie. Jede ist gleich der zeitlichen Ableitung ihrer Sattigung
und ist wie in Gleichung |D definiert. Die Funktion %qu(x, 0) ist eine Funktion mit drei
positiven Glocken. Das rechte Maximum wird von der v-Front und das mittlere Maximum
wird von der w-Front verursacht. Uber die Zeit entstehen ein positives Maximum gefolgt

von einem negativen Minimum gefolgt von einem positiven Maximum. Dies steht fiir eine
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Abbildung 8.25: Anfangsprofil (a) von u (durchgezogen), v (gestrichelt) und 1 —w gestrichpunk-
tet, anféngliche zeitliche Entwicklung (b) mit Zeitschritt ¢ = 4, Charakteristiken
(c) fiir ¢t € (0,40) , Profil (d) nach ¢t = 100, zeitliche Entwicklung des Profils (e)
mit Zeitschritt ¢ = 10 und Charakteristiken (f) fir ¢ € (0,100) fiur die Losung

aus Abbildung

Unterschusslosung. Die Funktion %qv(:v, 0) hat drei positive Maxima. Das linke Maximum
wird durch die u — v-Front und das mittlere von der w-Front verursacht. Sie bewirken einen
doppelten Uberschuss. Im stationdren Profil hat %qv(q:, 0) zwei negative gefolgt von einer
positiven Glocke. Dies zeigt, dass der doppelte Uberschuss stabil ist. Die Funktion %qw(a:, 0)
besitzt zunédchst zwei positive Maxima. Sie entstehen durch den Einfluss von v — v und der
Hauptfront in w. Dies bewirkt insgesamt einen Uberschuss. Im stationdren Profil gibt es
ein Minimum gefolgt von einem Maximum. Dies steht fiir einen stabilen Uberschuss. Zum
Zeitpunkt ¢ = 40 befindet sich das System und damit alle seine Funktionen in einem statio-
nédren Zustand. Dieses Profil verdndert sich aufler einer konstanten Translation nicht mehr.
Aus dem selben Grund wie bei den anderen Losungen dhneln die fraktionalen Flussprofile
zum Zeitpunkt ¢ = 40 den Sittigungsprofilen. Der doppelte Uberschuss in w ging natiirlich
mit einem Aufstauen einher. Dies wird durch den reduzierten Abstand zwichen der v- und

w-Front deutlich. Er reduziert sich von 20 auf 10.

In Abbildung ist die Losung aus Abbildung gezeigt, dabei ist das u-Profil mit
einer durchgezogenen Linie, das v-Profil mit einer gestrichelten Linie und das 1 — w-Profil

mit einer gestrichpunkteten Linie dargestellt. Die Losung besteht aus einem doppelten Uber-
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Abbildung 8.26: Fraktionale Flussfunktionen f,(z,t) (a), fv(x,t) (b) und fy(x,t) (c) und rdum-
liche Ableitung des u-Flusses (d), des v-Flusses (e) und des w-Flusses (f) zu den
Zeitpunkten ¢ = 0 (gestrichelt) und ¢ = 40 (durchgezogen) fiir die Losung aus

Abbildung

schuss in w, einem einfachen Uberschuss in © — v und einer Terrasse in u. Die Abbildung
besteht aus sechs Teilabbildungen. Die Abbildung zeigt das Anfangsprofil mit Para-
metern aus Tabelle [8.7. Dabei haben die u — v, v- und w-Welle das selbe Profil. Die u-Welle
ist aus der v-Welle und der u — v-Welle zusammengesetzt. Die u — v-Welle ist um 20 und die
w-Welle um 40 nach rechts verschoben. Die Abbildung zeigt die anféngliche zeitliche
Entwicklung des Profils mit Zeitschritt ¢ = 4 bis Zeitpunkt ¢ = 40 und Abbildung
zeigt die zu diesem Zeitraum gehorigen Charakteristiken. Abbildung zeigt das Profil
nach ¢ = 100. Die Abbﬂdungzeigt die zeitliche Entwicklung des Profils mit Zeitschritt
t = 10 bis ¢t = 100 und Abbildung zeigt die zugehorigen Charakteristiken.

Die Abbildungen [8.25(e)| und [8.25(f)| zeigen ganz klar, dass sich nach ¢ = 40 ein Profil

herausgebildet hat, das sich in seiner Form nicht mehr dndert und mit Geschwindigkeit
¢ = 1 fortbewegt. Das Profil in [8.25(d)| stimmt mit dem quasianalytischen Profil iiberein.

Die Abbildungen [8.25(b)| und [8.25(c)| beleuchten, wie sich das stationdre Profil aus dem

monotonen Tangenshyperbolicusanfangsprofil herausbildet. Die linke Charakteristik ist die
v-Welle, die mittlere ist die u—wv-Welle und die rechte ist die w-Welle. Die v-Welle, die hinter

den anderen startet, bewegt sich von Anfang an mit Geschwindigkeit ¢ = 1 vorwérts und
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verdndert sich nicht. Dies liegt daran, dass sich im Bereich hinter ihrer Front die u- und
w-Sattigungen nicht mehr verdndern. Die v-Front bewirkt ein durch Aufstauen verursachtes
Ansteigen der u-Séttigung. Dieser Einfluss bewegt sich mit hoher Geschwindigkeit vorwiérts.
Dies fiihrt zu einem Terrassenprofil und einem Beschleunigen auf ¢ = 1. Die u — v- und
v-Front erzwingen einen doppelten Uberschuss in w, der die anfangs langsame w-Welle auf

¢ = 1 beschleunigt.

In Abbildung [8.26| sieht man die Flussfunktionen f,, f, und f,, und die Ableitungen des
u-, v- und w-Flusses in Abhéngigkeit des Raumes fiir die Zeitpunkte ¢ = 0 als gestrichelte
Linie und ¢t = 40 als durchgezogene Linie. Jede ist gleich der zeitlichen Ableitung ihrer Sét-
tigung und ist wie in Gleichung 1} definiert. Die Funktion %qu(:c, 0) ist eine Funktion
mit zwei positiven Maxima. Das linke Maximum wird von der v-Front verursacht. Uber die
Zeit verdndern die zwei Maxima nur ihre Hohe. Zwei Maxima stehen fiir eine Terrassen-
l6sung. Die Funktion %qv(m‘,O) hat ein positives Maximum. Dies steht fiir ein klassisches
monotones Verhalten und es dndert sich iiber die Zeit auch nicht. Die Funktion f—wqw(x, 0)
besitzt zunéchst drei positive Maxima. Die ersten zwei Maxima werden durch die u — v-
und v-Front verursacht und bewirken den doppelten Uberschuss. Im stationéren Profil gibt
es zwei Minima gefolgt von einem Maximum, was fiir einen stabilen doppelten Uberschuss
steht. Zum Zeitpunkt ¢ = 40 befindet sich das System und damit alle seine Funktionen in
einem stationdren Zustand. Dieses Profil verandert sich aufler einer konstanten Translation
nicht mehr. Aus dem selben Grund wie bei den anderen Losungen dhneln die fraktionalen
Flussprofile zum Zeitpunkt ¢ = 40 den Séttigungsprofilen. Die Terrassenlosung in u entsteht
durch das zusétzliche AbflieBen wegen der Verdnderung in v. Dies sieht man auch daran,
dass sich der Abstand der Hauptfronten von u und v von 10 auf 18 erhoht hat. Das fiir
den doppelten Uberschuss benétigte Aufstauen in w ist im kleiner werdenden Abstand der

Fronten von v und w sichtbar. Er verringert sich von 40 auf 30.

In Abbildung ist die Losung aus Abbildung gezeigt, dabei ist das u-Profil mit
einer durchgezogenen Linie, das v-Profil mit einer gestrichelten Linie und das 1 — w-Profil
mit einer gestrichpunkteten Linie dargestellt. Die Lésung besteht aus einem doppelten Uber-
schuss in u — v, einem einfachen Uberschuss in w und einem Unterschuss in u. Die Abbildung
besteht aus sechs Teilabbildungen. Die Abbildung zeigt das Anfangsprofil mit Para-
metern aus Tabelle 8.7 Dabei haben die u — v, v- und w-Welle das selbe Profil. Die u-Welle
ist aus der v-Welle und der u — v-Welle zusammengesetzt. Die u — v-Welle ist um 40 und die
w-Welle um 20 nach rechts verschoben. Die Abbildung zeigt die anfiangliche zeitliche
Entwicklung des Profils mit Zeitschritt ¢ = 4 bis Zeitpunkt ¢ = 40 und Abbildung [8.27(c)!
zeigt die zu diesem Zeitraum gehorigen Charakteristiken. Abbildung zeigt das Profil
nach ¢ = 100. Die Abbildung zeigt die zeitliche Entwicklung des Profils mit Zeitschritt



8.4 Systeme dreier Gleichungen 233

40

30

+ 20

10

100

80

60

40

0.2 T U WEE TR R 20

i u AL Vi
%O 100 120 140 —85 0 25 50 75 100 125 150 —%5 0 25 50 75 100 125 150
X X X

(d) (e) (f)

Abbildung 8.27: Anfangsprofil (a) von u (durchgezogen), v (gestrichelt) und 1 —w gestrichpunk-
tet, anfingliche zeitliche Entwicklung (b) mit Zeitschritt ¢ = 4, Charakteristiken
(c) fiir ¢t € (0,40) , Profil (d) nach ¢t = 100, zeitliche Entwicklung des Profils (e)
mit Zeitschritt ¢ = 10 und Charakteristiken (f) fur ¢ € (0,100) fur die Losung

aus Abbildung

t = 10 bis t = 100 und Abbildung [8.27(f)| zeigt die zugehorigen Charakteristiken.
Die Abbildungen [8.27(e)| und [8.27(f)| zeigen ganz klar, dass sich nach ¢ = 40 ein Profil

herausgebildet hat, das sich in seiner Form nicht mehr &ndert und mit Geschwindigkeit
c = 1 fortbewegt. Das Profil in [8.27(d)| stimmt mit dem quasianalytischen Profil iiberein.

Die Abbildungen und beleuchten, wie sich das stationire Profil aus dem
monotonen Tangenshyperbolicusanfangsprofil herausbildet. Die linke Charakteristik ist die
v-Welle, die mittlere ist die w-Welle und die rechte ist die u — v-Welle. Die v-Welle, die
hinter den anderen startet, bewegt sich von Anfang an mit Geschwindigkeit ¢ = 1 vorwérts
und verédndert sich nicht. Dies liegt daran, dass sich im Bereich hinter ihrer Front die u-
und w-Sattigungen nicht mehr verdndern. Die v-Front bewirkt ein Ansteigen der u und w-
Sittigung. Dabei entsteht ein Uberschuss in w. Desweiteren entsteht wegen der w-Front ein
durch Aufstauen entstandener Uberschuss in u. Die u-Front wird insgesamt durch die v-
und w-Einfliisse beschleunigt und bildet ein Unterschussprofil aus. Hierbei besteht die u-
Sattigung komplett aus u — v, das in dieser Sittigung einen doppelten Uberschuss aufweist.

Die w-Front wird durch ihren Uberschuss leicht auf ¢ = 1 beschleunigt.
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Abbildung 8.28: Fraktionale Flussfunktionen fy(z,t) (a), fy(x,t) (b) und fy(z,t) (¢) und rdum-
liche Ableitung des u-Flusses (d), des v-Flusses (e) und des w-Flusses (f) zu den
Zeitpunkten ¢ = 0 (gestrichelt) und ¢ = 40 (durchgezogen) fiir die Losung aus

Abbildung

In Abbildung sieht man die Flussfunktionen f,, f, und f, und die Ableitungen des u-,
v- und w-Flusses in Abhéngigkeit des Raumes fiir die Zeitpunkte ¢ = 0 als gestrichelte Linie
und t = 40 als durchgezogene Linie. Jede ist gleich der zeitlichen Ableitung ihrer Sattigung
und ist wie in Gleichung definiert. Die Funktion %qu(x, 0) ist eine Funktion mit drei
positiven Maxima. Das linke Maximum ist dem v-Einfluss geschuldet und bewirkt einen
Anstieg. Genauso bewirkt das rechte Maxima, das durch die w-Front entsteht, einen Anstieg
in u. Uber die Zeit entstehen ein positives Maximum gefolgt von einem negativen Minimum
gefolgt von einem positiven Maximum. Dies steht fiir eine Unterschusslosung. Die Funktion
%qv(x, 0) hat ein positives Maximum. Dies steht fiir ein klassisches monotones Verhalten und
es dndert sich iiber die Zeit auch nicht. Die Funktion %qw(m’, 0) besitzt zunéchst zwei positive
Maxima. Das linke Maximum entsteht durch die v-Front und bewirkt einen Uberschuss. Im
stationdren Profil gibt es ein Minimum gefolgt von einem Maximum. Dies steht fiir einen
stabilen Uberschuss. Zum Zeitpunkt ¢ = 40 befindet sich das System und damit alle seine
Funktionen in einem stationdren Zustand. Dieses Profil verandert sich aufler einer konstanten
Translation nicht mehr. Aus dem selben Grund wie bei den anderen Losungen dhneln die
fraktionalen Flussprofile zum Zeitpunkt ¢ = 40 den Séttigungsprofilen. Der Uberschuss in w

geht mit einem Aufstauen einher. Dies wird durch den reduzierten Abstand zwischen der v-
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Abbildung 8.29: Anfangsprofil (a) von u (durchgezogen), v (gestrichelt) und 1 —w gestrichpunk-
tet, anfingliche zeitliche Entwicklung (b) mit Zeitschritt ¢ = 4, Charakteristiken
(c) fiir ¢t € (0,40) , Profil (d) nach ¢t = 100, zeitliche Entwicklung des Profils (e)
mit Zeitschritt ¢ = 10 und Charakteristiken (f) fur ¢ € (0,100) fur die Losung

aus Abbildung

und w-Front deutlich. Er reduziert sich von 20 auf 15.

In Abbildung ist die Losung aus Abbildung gezeigt, dabei ist das u-Profil mit
einer durchgezogenen Linie, das v-Profil mit einer gestrichelten Linie und das 1 — w-Profil
mit einer gestrichpunkteten Linie dargestellt. Die Losung besteht aus einem doppelten Uber-
schuss in v, einem einfachen Uberschuss in « — v und einem einfachen nachgelagerten Uber-
schuss in u. Die Abbildung besteht aus sechs Teilabbildungen. Die Abbildung zeigt
das Anfangsprofil mit Parametern aus Tabelle [8.7] Dabei haben die u — v, v- und w-Welle
das selbe Profil. Die u-Welle ist aus der v-Welle und der u — v-Welle zusammengesetzt. Die
u — v-Welle ist um 20 und die v-Welle um 40 nach rechts verschoben. Die Abbildung[8.29(b)|
zeigt die anfingliche zeitliche Entwicklung des Profils mit Zeitschritt ¢ = 4 bis Zeitpunkt
t = 40 und Abbildung zeigt die zu diesem Zeitraum gehorigen Charakteristiken.
Abbildung zeigt das Profil nach ¢ = 100. Die Abbildung zeigt die zeitliche
Entwicklung des Profils mit Zeitschritt ¢ = 10 bis ¢ = 100 und Abbildung zeigt die

zugehorigen Charakteristiken.

Die Abbildungen [8.29(e)| und [8.29(f)| zeigen ganz klar, dass sich nach ¢ = 40 ein Profil
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Abbildung 8.30: Fraktionale Flussfunktionen fy(z,t) (a), fy(x,t) (b) und fy(z,t) (¢) und rdum-
liche Ableitung des u-Flusses (d), des v-Flusses (e) und des w-Flusses (f) zu den
Zeitpunkten ¢ = 0 (gestrichelt) und ¢ = 100 (durchgezogen) fiir die Losung aus

Abbildung

herausgebildet hat, das sich in seiner Form nicht mehr &dndert und mit Geschwindigkeit
¢ = 1 fortbewegt. Das Profil in [8.29(d)| stimmt mit dem quasianalytischen Profil iberein.

Die Abbildungen und beleuchten, wie sich das stationéire Profil aus dem
monotonen Tangenshyperbolicusanfangsprofil herausbildet. Die linke Charakteristik ist die
w-Welle, die mittlere ist die u — v-Welle und die rechte ist die v-Welle. Die w-Welle, die
hinter den anderen startet, bewegt sich von Anfang an mit Geschwindigkeit ¢ = 1 vorwérts
und verdndert sich nicht. Dies liegt daran, dass sich im Bereich hinter ihrer Front die u- und
v-Sattigungen nicht mehr verdndern. Die w-Front bewirkt ein durch Aufstauen verursachtes
Ansteigen der u- und v-Sittigung. Diese Uberschiisse bewegen sich schnell vorwiirts. Deswei-
teren entsteht wegen der u-Front ein durch Aufstauen entstandener doppelter Uberschuss in
v. Zuletzt verursacht das Ansteigen von v ein Ansteigen der u-Sattigung. Beim Treffen der
Einfliisse werden die u und w-Front insgesamt schneller. In der u-Séttigung bildet sich ein

nachlaufender Uberschuss aus.

In Abbildung sieht man die Flussfunktionen f,, f, und f,, und die Ableitungen des u-,
v- und w-Flusses in Abhéngigkeit des Raumes fiir die Zeitpunkte ¢ = 0 als gestrichelte Linie
und t = 40 als durchgezogene Linie. Jede ist gleich der zeitlichen Ableitung ihrer Sattigung



8.4 Systeme dreier Gleichungen 237

I T 100
80
60

40

20

140 —%5 0 25; 50 75 100 125 150 —%5 »— 25 50 75 100 125 150
X X

(e) (f)

Abbildung 8.31: Anfangsprofil (a) von u (durchgezogen), v (gestrichelt) und 1 — w gestrichpunk-
tet, anfingliche zeitliche Entwicklung (b) mit Zeitschritt ¢ = 4, Charakteristiken
(c) fiir ¢t € (0,40) , Profil (d) nach ¢t = 100, zeitliche Entwicklung des Profils (e)
mit Zeitschritt ¢ = 10 und Charakteristiken (f) fur ¢ € (0,100) fur die Losung

aus Abbildung

und ist wie in Gleichung definiert. Die Funktion %qu(x, 0) ist eine Funktion mit drei
positiven Maxima. Das erste Maximum wird von der w-Front verursacht und bewirkt ein
Aufstauen und damit einen Uberschuss von u. Das letzte Maximum ist dem v-Einfluss ge-
schuldet und bewirkt ein Ansteigen und damit zuletzt eine Terrasse. Uber die Zeit entstehen
ein negatives Minimum gefolgt von zwei positiven Maxima. Dies steht fiir eine nachlaufende
Uberschusslosung. Die Funktion %qv(ac, 0) hat drei positive Maxima. Die zwei linken Maxima
werden von der w- und u — v-Front verursacht und bewirken einen doppelten Uberschuss.
Dieser ist stabil, was das Profil fiir ¢ = 40 mit zwei negativen Minima gefolgt von einem
positiven Maximum zeigt. Die Funktion %qw(x, 0) hat ein positives Maximum. Dies steht
fiir ein klassisches monotones Verhalten und es dndert sich iiber die Zeit auch nicht. Zum
Zeitpunkt ¢ = 40 befindet sich das System und damit alle seine Funktionen in einem statio-
nédren Zustand. Dieses Profil verédndert sich aufler einer konstanten Translation nicht mehr.
Aus dem selben Grund wie bei den anderen Losungen dhneln die fraktionalen Flussprofile
zum Zeitpunkt ¢ = 40 den Séttigungsprofilen. Der doppelte Uberschuss in v geht mit einem
Aufstauen einher. Dies wird durch den reduzierten Abstand zwischen der v- und w-Front
deutlich. Er reduziert sich von 40 auf 30.
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Abbildung 8.32: Fraktionale Flussfunktionen fy(z,t) (a), fy(x,t) (b) und fy(z,t) (¢) und rdum-
liche Ableitung des u-Flusses (d), des v-Flusses (e) und des w-Flusses (f) zu den
Zeitpunkten ¢ = 0 (gestrichelt) und ¢ = 100 (durchgezogen) fiir die Losung aus

Abbildung

In Abbildung ist die Losung aus Abbildung gezeigt, dabei ist das u-Profil mit
einer durchgezogenen Linie, das v-Profil mit einer gestrichelten Linie und das 1 — w-Profil
mit einer gestrichpunkteten Linie dargestellt. Die Losung besteht aus einem doppelten Uber-
schuss in u — v, einem einfachen Uberschuss in v und einem nachgelagerten Uberschuss in
u. Die Abbildung besteht aus sechs Teilabbildungen. Die Abbildung zeigt das An-
fangsprofil mit Parametern aus Tabelle [8.7, Dabei haben die u — v, v- und w-Welle das selbe
Profil. Die u-Welle ist aus der v-Welle und der u — v-Welle zusammengesetzt. Die u — v-
Welle ist um 40 und die v-Welle um 20 nach rechts verschoben. Die Abbildung zeigt
die anfangliche zeitliche Entwicklung des Profils mit Zeitschritt ¢ = 4 bis Zeitpunkt ¢t = 40
und Abbildung zeigt die zu diesem Zeitraum gehorigen Charakteristiken. Abbildung
zeigt das Profil nach ¢ = 100. Die Abbildung zeigt die zeitliche Entwicklung
des Profils mit Zeitschritt ¢ = 10 bis ¢ = 100 und Abbildung zeigt die zugehorigen
Charakteristiken.

Die Abbildungen [8.31(e)| und [8.31(f)| zeigen ganz klar, dass sich nach ¢ = 40 ein Profil
herausgebildet hat, das sich in seiner Form nicht mehr &ndert und mit Geschwindigkeit

¢ = 1 fortbewegt. Das Profil in [8.31(d)| stimmt mit dem quasianalytischen Profil iberein.
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Die Abbildungen und beleuchten, wie sich das stationire Profil aus dem
monotonen Tangenshyperbolicusanfangsprofil herausbildet. Die linke Charakteristik ist die
w-Welle, die mittlere ist die v-Welle und die rechte ist die u — v-Welle. Die w-Welle, die
hinter den anderen startet, bewegt sich von Anfang an mit Geschwindigkeit ¢ = 1 vorwérts
und verdndert sich nicht. Dies liegt daran, dass sich im Bereich hinter ihrer Front die u- und
v-Séttigungen nicht mehr verdndern. Die w-Front bewirkt ein durch Aufstauen verursachtes
Ansteigen der u- und v-Séttigung. Diese Uberschiisse bewegen sich schnell vorwirts. Deswei-
teren entsteht wegen der v-Front ein Ansteigen in u. Diese beide Einfliisse auf u bewirken
letztendlich einen nachlaufenden Uberschuss. Beim Treffen der Einfliisse werden die v und

v-Front insgesamt schneller.

In Abbildung[8.32sieht man die Flussfunktionen f,, f, und f,, und die Ableitungen des u-, v-
und w-Flusses in Abhéngigkeit des Raumes fiir die Zeitpunkte t = 0 als gestrichelte Linie und
t = 40 als durchgezogene Linie. Jede ist gleich der zeitlichen Ableitung ihrer Séttigung und ist
wie in Gleichung definiert. Die Funktion %qu(ac, 0) ist eine Funktion mit drei positiven
Maxima. Das linke Maximum wird von der w-Front verursacht und bewirkt ein Aufstauen
und damit einen Anstieg von u. Das zweite Maximum wird von der v-Front verursacht und
bewirkt ein zusitzliches Ansteigen in u. Uber die Zeit entstehen ein negatives Minimum
gefolgt von zwei positiven Maxima. Dies steht fiir eine nachlaufende Uberschusslsung. Die
Funktion %qv(x, 0) hat zwei positive Maxima. Das linke Maximum wird von der w-Front
verursacht und bewirkt ein Aufstauen und damit einen Anstieg von v. Im stationdren Profil
gibt es ein Minimum gefolgt von einem Maximum. Dies steht fiir einen stabilen Uberschuss.
Die Funktion %qw(w, 0) hat ein positives Maximum. Dies steht fiir ein klassisches monotones
Verhalten und es @ndert sich iiber die Zeit auch nicht. Zum Zeitpunkt ¢ = 40 befindet sich
das System und damit alle seine Funktionen in einem stationidren Zustand. Dieses Profil
verdndert sich aufler einer konstanten Translation nicht mehr. Aus dem selben Grund wie
bei den anderen Losungen dhneln die fraktionalen Flussprofile zum Zeitpunkt ¢ = 40 den
Sattigungsprofilen. Der Uberschuss in v geht mit einem Aufstauen einher. Dies wird durch
den reduzierten Abstand zwischen der v- und w-Front deutlich. Er reduziert sich von 20 auf
15.

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass alle sechs Profile durch monotone versetzte Anfangs-

profile erzeugt werden konnen.

Es wird darauf hingewiesen, dass die Systeme aus und physikalisch sehr unwahr-
scheinlich sind, wenn man das Perkolationsmodell als Grundlage sieht, da die vorderste Front
die des nichtperkolierenden Ols ist. Man hat dann Bereiche, die annihernd zur Hilfte mit

perkolierendem und nichtperkolierendem Ol besetzt sind. Wenn nichtperkolierendes Ol vor-
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handen sein soll, dann muss aber auch ausreichend Wasser vorhanden sein, das die nichtper-
kolierende Olphase von der perkolierenden Olphase trennt. Die Wassersittigung ist jedoch

extrem nahe bei Null und wird dafiir nicht ausreichend sein.

Die Losungen der Abbildungen [8.23], [8.27] und [8.31] kénnen durch Heterogenitéiten hervor-

gerufen werden, die die perkolierenden Phasen den nichtperkolierenden bevorzugen. Dies

scheint physikalisch plausibel.

Nun wird die Bedeutung der in dem quasianalytischen Teil gefundenen Freiheitsgrade disku-

tiert. Dabei wird klar, dass die beiden Freiheitsgrade mit den Abstéinden der Anfangsprofile

AV =y — ay, (8.33a)
Ay V=ay " —ay (8.33b)
zu tun haben. Es gilt weiterhin
AT = —A7 (8.34a)
AT = AT+ A7) (8.34b)
fir 70,7 € {u —v,v,w}.
Man sieht, dass
AT >0& 0> (8.35)

Wenn also eine Welle vor der anderen startet, dann ist ihre Séttigung immer grofler als die

der anderen. Damit gibt die Ordnung der Anfangswellen, d.h.

AT =0, (8.36a)
A% 20, (8.36D)
AT 20, (8.36¢)

die Ordnung der Sattigungen m 2 o 2 7 aus Tabelle wieder und die stationédren Profile
korrespondieren zu den Trajektorien aus den dazugehorigen invarianten dreidimensionalen
Untermannigfaltigkeiten. Dies ist in Tabelle dargestellt.

Falls eine der Anfangsabstiande AT = 0 ist, dann sind die Sattigungen fiir immer identisch,

d.h. 7 = o, und man befindet sich in dem zugehérigen zweidimensionalen System.
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Abbildung 8.33: Anfangsprofil (a) von u (durchgezogen), v (gestrichelt) und 1 — w gestrichpunk-
tet, und Profil (b) nach ¢ = 100, mit (ug, ve, we) = (0.5,0.25,0.25), (uy, vy, wy) =
(0,0,0.25) und (xy ", zg) = (0, 20).

Falls die Abstande

AT — —o0, (8.37a)

AT — —o0, (8.37b)
dann ist die m-Welle nach —oo verschoben. Die Sattigung = ist identisch Null und man
befindet sich auf der zugehorigen zweidimensionalen invarianten Untermannigfaltigkeit.

Falls die Abstande

AT — o0, (8.38a)
AT =5 o0, (8.38D)

dann ist die m-Welle nach 400 verschoben und die Séttigung 7 ist gleich ihrem linksseitigen

Grenzwert. Es ist erstaunlich, dass lokal die Séttigung 7 gleich der Sattigung 1 —u — w ist.

phys. Erhalt. AVV LAY LAY
a|0< S <85 <8< Ss — — _
bl0< S <81 <8< 8S; — — +
c | 0< Sy <S8 <8< 8, + — —
d]0< S <8 <SS <S5 | + + —
e | 0<Sy< S <8 <SSy | — + +

F1O<S <8 <S <S8 | + + +

Tabelle 8.8: Physikalische Erhaltung und Absténde der anfinglichen Wellen der dreidimensiona-
len invarianten Teilbereiche des Bewisserungsbereiches aus Abbildung
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Abb. | phys. Erhalt. Absténde
7.8(a) S =0 ATV =AYV = —00
7.8(f) S =955 AV = ANV =00
7.8(b) Sy =0 —AYV =AY = —00
7.8(h) Sy =53 —ATV =AY =00
7.8(d) S;=0 —AVY = —AV = —0o0
7.8(3) Sy =53 —AVY = —AV =0
7.8(e) S1 =55 AV =0
7.8(g) S1 =54 ALV =0

7.8(i) Sy =54 AV =0

Tabelle 8.9: Abbildung, physikalische Erhaltung und Abstédnde der anfinglichen Wellen der zwei-
dimensionalen Untermannigfaltigkeiten aus Abbildung und Tabelle @

Dies ist beispielhaft fiir w in Abbildung[8.33|dargestellt. Die w-Front befindet sich bei 2 = oo,
womit anfangs w = 0.25. Nach einer gewissen Zeit bildet sich das Profil aus|8.33(b)| aus. Im
Bereich = < 170 gilt w = 1 — u — w. Die Welle, bei der w auf 0.5 ansteigt, lduft schneller als
die anderen Wellen. Damit vergréflert sich der Bereich, in dem w = 0.5 ist. Dieser Bereich ist
gerade der rechtsseitige Grenzwert der zweidimensionalen invarianten Untermannigfaltigkeit
w = 1—u—w, d.h. lokal befindet sich das dreidimensionale System mit auf der in Ab-

bildung |7.14] mit Parameter A = 1 dargestellten zweidimensionalen Untermannigfaltigkeit.

Alle zweidimensionalen invarianten Untermannigfaltigkeiten aus Abbildung und Tabelle
[7.4] kénnen somit durch den numerischen Algorithmus erzeugt werden. Die Abstinde der
korrespondierenden Anfangsbedingungen sind in Tabelle [8.9] dargestellt. Es wird nochmal
deutlich, dass jede der drei Variablen S, S5, Ss minimal gleich Null ist, genau dann, wenn
der Mittelpunkt der Welle sich relativ unendlich weit links von den anderen Wellen befindet,
gleich eine der anderen Variablen ist, genau dann, wenn ihre Anfangsbedingungen identisch
sind, und maximal lokal gleich Sj ist, genau dann, wenn der Mittelpunkt der Welle sich

relativ unendlich weit rechts von den anderen Wellen befindet.

Natiirlich kann man auch die eindimensionalen Untermannigfaltigkeiten numerisch erzeugen.
Die dazugehorigen Absténde der Anfangsbedingungen sind in Tabelle [8.10] dargestellt. Dabei
gibt es vier verschiedene Klassen. Die erste Klasse, bei der S5 = 0, kann nicht erzeugt werden.
Das liegt daran, dass ihre Trajektorien, welche in Abbildung gezeigt wurden, nicht mit
dem bewisserungsrelevanten Gebiet aus Abbildung [7.17] zusammenhéngen. Durch stetiges

Verédndern der Abstdnde erhélt man auch eine stetige Verdanderung der Trajektorie. Aber man
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Abb. Abb. 2dim phys. Erhalt. Absténde
7.16(a) 7.8(a)lf7.8(d) S1=0,5.=0 AV = —AY = —00, ATV =0
7.16(b) 7.8(b)l7.8(d) So=0,S4=0 | —AYV =AYV = —00, AV =
7.16(c) 7.8(a)lf7.8(i) S1=0,5 =25, AVV =AYV = —00, AV =0
7.16(d) 7.8(a)f7.8(j) S1=0,9 =954 | —AVY =AY = —Al'Y = —¢
7.16(e) 7.8(b)I7.8(g) So=0,5=9;, | “AVV =AY =—00,A¥V =0
7.16(f) 7.8(b)I7.8(j) Sy =0,5; =5 —AYY =AY = Al = —0
7.16(g) 7.8(c)|7.8(g) S3=0,5 =S4 -
7.16(h) 7.8(c)I7.8(i) S3=0,5 =5, —

7.16(1) 7.8(d)l7.8(c) Si=0,8 =S5 | —AMY = —AY = 00, AUV =
7.16(j) 7.8(d)7.8(f) Sp=0,5=95; | —AVY =AY = —Al'Y = —¢
7.16(k) 7.8(d)|7.8(h) Sp=0,9%=>5; | Al7V=—-AY =-Al"V = —0
71600 [ 78O 8@lr sG] Si=S3=81 | —Arv =AY = —00, AV =0
7.16(m)| | [7.8(e), [7.8(g)7.8(i)| | S1=S52= 95, AV =AUV =AY =0
7.16(n)| | F3MI7S8OI78G) | Sa=S3=S: | AUV =AMV = o0 AY =0
7.16(0) 7.8(e)|7.8(j) S1=292,9=5,| AVV=AV =—00, AV =0

Tabelle 8.10: Abbildung ihrer Séttigungsprofile, Abbildungen ihrer zweidimensionalen Unterman-
nigfaltigkeiten aus Abbildung und Abstédnde der anfinglichen Wellen der eindi-
mensionalen Untermannigfaltigkeiten.

kann durch eine stetige Transformation nicht von dem Gebiet auf eine der zwei Trajektorien
kommen. Bei der zweiten Klasse haben zwei Abstédnde Unendlichkeitsstellen und der dritte
Abstand ist gleich Null. Dies ist bei den Systemen aus Abbildungen [7.16(a)}, [7.16(b)} [7.16(c)}
[7.16(e)l [7.16(1), [7.16(1), {7.16(n)| und [7.16(o)| der Fall. Bei der dritten Klasse haben alle drei
Absténde Unendlichkeitsstellen. Dies ist bei den Systemen aus Abbildungen [7.16(d), [7.16(f)]
[7.16(j)| und [7.16(k)|[ der Fall. Bei der vierten Klasse sind alle drei Abstédnde identisch Null.
Dies geschieht nur bei dem System aus Abbildung [7.16(m)

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass alle Profile, die in dem bewisserungsrelevanten
Gebiet sind, mit den zwei Abstdnden AY™Y, AU~ der Anfangsbedingungen der Wellen in
u — v,v,w als Freiheitsgrade zumindest lokal erzeugt werden konnen. In Abbildung
war das gesamte dreidimensionale Bewésserungssystem mit den zwei Parametern o und g
gezeigt. Es lassen sich folgende Verbindungen zwischen der Abbildung und den Abstdnden
finden. Im Zentrum sind alle Absténde gleich Null. Die inneren Linien, die die Sattelpunkte

mit dem Zentrum verbinden, stehen fiir Al™ =0, AL = 0 oder A" = Ay™V, wobei das
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letzte gleichbedeutend mit AY = 0 ist. Bei dem Uberschreiten dieser Linien #ndert sich das
Vorzeichen des Abstandes, der auf dieser Linie gleich Null ist. Die Rénder, die benachbarte
Sattelpunkte verbinden, stehen fiir die singuldren Grenzwerte der Abstdnde. Das Vorzei-
chen der Singularitét in einem Abstand wird von der Lage der Linie zu seiner inneren Linie

bestimmt.

Die invarianten Untermannigfaltigkeiten haben alle ausgezeichnete Werte in den Abstén-
den, so dass die Invarianz eine physikalische Erkldrung bekommt. So sind schon vorher die
Abstéinde mit Heterogenitdten im porosen Medium erklart worden, die die eine Phase der
anderen bevorzugen und damit kurzzeitig schneller flielen lassen. Um ein stabiles Profil zu
bekommen, darf sich dieser Effekt nicht umdrehen. Und somit bleibt ein positiver Abstand

immer positiv. Dies erklédrt die Invarianz der dreidimensionalen Teilgebiete.

Wie im Kapitel iiber zwei Gleichungen kénnten nun noch die Bifurkationen der verschiedenen
Einzelprofile mit den Absténden in Verbindung gebracht werden. Darauf wird hier verzichtet,

da es keine zusatzliche Information liefert.

Alle quasianalytischen Bewésserungslosungen konnten also numerisch gefunden werden. Die
Freiheitsgrade und die Invarianzen konnten physikalisch mit den Absténden in den Anfangs-

bedingungen erkléart werden.
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Zum Ende dieser Arbeit wird dargestellt, inwieweit die in der Einleitung in[1.2] aufgeworfenen

Fragen in dieser Arbeit beantwortet werden konnten.

e Die Ergebnisse dieser Arbeit zeigen, dass eine dynamische Systembeschreibung der
laufenden Wellengleichungen des Perkolationsmodells moglich ist, wie er in [Brev 01]

besprochen wird, aber nur, wenn zusétzliche Naherungen getroffen werden.

e Eine zwingende Bedingung dafiir ist, dass die Kapillaritéit entkoppelt ist, d.h. dass der
Kapillarterm in den Gleichungen fiir die jeweilige Phase ausschliellich von dieser Phase
abhéngt. Die anderen Annahmen, wie der verschwindende Massenaustausch oder die
entkoppelten Burgerfliisse, dienen dazu, das System handhabbarer zu machen und die
einzelnen Aspekte wie Konvektion, Kapillaritdt und Massenaustausch zu beleuchten.
Diese Restriktionen kénnen in einer weiterfithrenden Arbeit nach und nach weggelassen

werden. Das resultierende System wird dann aber wesentlich schwerer zu erértern sein.

e Die Unterschiede zwischen den laufenden Wellenlosungen im Perkolationsmodell und
im DBRMMWBL-Modell variieren zwischen den unterschiedlich starken Vereinfachung-
en, die im Perkolationsmodell getroffen werden. So ergeben sich fiir das Perkolationsmo-
dell mit immobilen nichtperkolierenden Phasen nur leichte Gegensétze. Erstens kann
man die Unterschiede zwischen primérer und sekundérer Bewisserung ausarbeiten,
die sich hauptséchlich in unterschiedlichen Geschwindigkeiten widerspiegeln. Zweitens
kann man das Verhalten nichtperkolierender Fliissigkeitsanteile untersuchen und so
zu einem besseren Verstédndnis der Prozesse gelangen. Drittens sind nun auch {iberall
stetig differenzierbare Bewésserungswellen in ein komplett trockenes Medium méglich.
Die Kontraste werden gréfler, wenn man ein oder zwei der nichtperkolierenden Phasen
mobil wahlt. Diese Systeme konnen nichtmonotones Verhalten in allen Phasen aufwei-
sen. Desweiteren konnen Uberschusslosungen in der Wasserséttigung auftreten, wenn

nichtperkolierendes Ol vorhanden und frei beweglich ist.

e Das genaue Verhalten der Kapillaritit spielt fiir die qualitative Losung unter der An-

nahme, dass sie entkoppelt und positiv ist, keine Rolle. Deswegen wird sie hier zumeist
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als positive Konstante, wie auch in dem verschwindenden Viskositatsproblem |[Duij 01],
angenommen. Dies steht im Gegensatz zu [Brev 01], wo es drei weitere Klassen gibt,
die ganz entscheidend von dem Verhalten der Kapillaritéit, insbesondere den Null-
stellen der Kapillarfunktion, abhéngen. In dieser Dissertation wird jedoch dargelegt,
dass weder das DBRMMWBL-Modell, noch das Perkolationsmodell mit immobilen
nichtperkolierenden Phasen diese drei Klassen erzeugen konnen, falls die Stetigkeit des
Wasserflusses auf dem gesamten Gebiet zu jeder Zeit angenommen werden soll. Die
Konvektion, insbesondere die gekoppelten Flussfunktionen, spielen eine herausragen-
de Rolle im nichtmonotonen Verhalten. Dieses nichtmonotone Verhalten kann in allen
vier Phasen, aber auch, was von noch groflerer Bedeutung ist, in der Wasserséttigung
beobachtet werden. Desweiteren kann der Massenaustausch, der hier linearisiert wur-
de, je nach Vorzeichen als Quelle oder Senke dienen und damit auch nichtmonotones
Verhalten auslésen. Dies geschieht jedoch nur in den einzelnen Phasen und nie in der

Wassersattigung.

Mit Hilfe eines numerischen Algorithmus’ kann gezeigt werden, dass sich alle analytisch
gefundenen laufenden Wellen nach einer gewissen Zeit aus geeigneten Anfangs- und
Randwerten herausbilden und {iber die Zeit erhalten bleiben. Dies deutet stark darauf

hin, dass alle laufenden Wellen stabil sind.

Die Randwerte ergeben sich aus den stabilen und instabilen Fixpunkten des dyna-
mischen Systems. Die Anfangswerte konnen als Tangenshyperbolikusfunktionen mit
den Réndern aus den Randwertbedingungen gewéhlt werden. Bei den analytischen Lo6-
sungen fiir zwei oder drei Gleichungen kommen entweder ein oder zwei Freiheitsgrade
hinzu, die im Gegensatz zu den Losungen fiir eine Gleichung die Losung fiir gegebene
Randwerte nicht eindeutig machen. Diese Freiheitsgrade basieren auf der Moglichkeit,
die Startwellen zueinander versetzt starten zu lassen. Dies ist physikalisch plausibel,
wenn man davon ausgeht, dass das porose Medium nur ndherungsweise homogen ist,
und dass diese kleinen Heterogenitéten in kleinen relativen Translationen der Wellen

enden.

Wie schon angedeutet wire der néchste logische Schritt, die gekoppelten Flussfunktionen und

die Massenaustauschterme gemeinsam zu betrachten. Hierbei sollte die Naherung des einzig

in perkolierender Form vorhandenen Wassers zuerst untersucht werden, da diese Arbeit ge-

zeigt hat, dass nichtperkolierendes Ol fiir einen Wassersittigungsiiberschuss notwendig ist.

Ob die gekoppelten Flussfunktionen und die Massenaustauschterme die Nichtmonotonitéit

der Losungen verstiarken werden, kann hier nur abgeschéatzt werden. Es ist jedoch gut mog-

lich, dass sich die momentan eher geringen Uberschiisse in der Wasserséttigung vergréfern.
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Desweiteren kann das Verhalten der Massenaustauschterme und der Kapillaritdt modell-
getreuer implementiert werden. Dies sollte eher geringe Auswirkungen auf die qualitative
Losung haben. Ein weiterer Schritt wére, die Gravitation miteinzubeziehen. Dies alles kann
die laufenden Wellenlésungen néher an die Ergebnisse der Experimente [Geig 00,/DiCa 00,Di-
Ca 04, DiCa 07, DiCa 08| bringen.
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